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1. Lineare Modelle

1.1 Verkehrsfluimodelle

Fahrzeugfolgemodelle sind mikroskopische Modelle, in welchen wir das Verhalten einer Fahr-
zeugkolonne modellieren wollen. Fiir jedes Fahrzeug stellen wir dazu eine Bewegungsgleichung
auf. Sei x,=z,(t) die Position des n-ten Fahrzeuges zum Zeitpunkt t. Fiir das n-te Fahrzeug
schreiben wir folgende DGL:

20, (1) =1 (t) (zn—1(t) — 20 (1)) mit  x,(t) <zp_1(t). (1)

Die Geschwindigkeit des n-ten Fahrzueges richtet sich nach dem Abstand zum vorausfahrenden
(n—1)-ten Fahrzeug. Der Koeffizient 7, =~,(t) beschreibt das individuelle Verhalten des n-ten
Fahrzeuges zum Zeitpunkt ¢. Die Fahrzeuge bewegen sich von links nach rechts.

| |

Wir werden hier hauptséchlich den Fall

X4(t) x,(t) x,(t) G
= .‘ ° =

~n(t) =~y=konstant (2)
betrachten. Dieses Modell wurde auch in TA 2 behandelt.

Bemerkung 1. 1. Es gibt an sich im Modell einen Minimalbabstand Ag>0, welcher
einer durchschnittlichen Fahrzeugldnge entspricht. Die Differentialgleichung ist dann zu
ersetzen durch

2, (6) = (t) (zn—1(t) —2n(t) — A) mit  z,(t) <xp—1(t) — Ag.

Es kann Af} auch vom Fahrer abhéngen. Dies werden wir hier nicht weiter betrachten.



2. Beriicksichtigt man im Modell eine gewisse Reaktionszeit tp>0 der Fahrer, so ist das
Ausgangsmodell (1) zu ersetzen durch

25, () =1 (t) (-1 (t—tR) —2n(t—tR)) .
Es kann ¢% auch vom Fahrer abhéngen. Auch dies werden wir hier nicht weiter betrachten.

3. Es kann auch v, =7,(t) vom Fahrer abhéngen oder es kann folgendes auftreten
Ta(t):=7(|zn-1(t) —2a(t)]). 0

Wir betrachten nun die folgenden in der Realitéit auftretenden Fille, wobei wir die Eigen-
schaft (2), v, (t)=7y=Xkonstant, voraussetzen.

1. Fall: Gleichformiger (”homogener*) Verkehr

x,(t) x,(t) X(0)

g

— — m—

Es sind die Funktionen
zn(t)=ct—na a>0,c>0

Losungen der Differentialgleichungen (1), falls gilt
c=va.

Das bedeutet bei gegebenen ~ : Grofle Geschwindigkeiten = grofler Abstand.

Bemerkung: Wenn die 7, =konstant fiir jeden Fahrer verschieden sind, dann sind z,,(t)=ct —
na, Losungen von (1), falls c=v,a, gilt, wobei a,:=n(a,—1 —ay,)+a,—1 der Abstand vom n-ten
zum (n —1)-ten Fahrzeug. Das bedeutet, der Abstand a,, héngt vom Fahrverhalten v, des n-ten
Fahrers ab, die Geschwindigkeit ¢ bleibt aber konstant.

2. Fall: Das ”"nullte* Auto unternimmt eine Aktion

Wir betrachten

n>1: Tp(t)=ct—na fir t<0,
n=0: zo(t)=ct—ca fir t>0,

Man beachte hierbei der 0-te Fahrer verhilt sich nach
xo(t)=ct—(0+¢)a fir ¢>0.

Das bedeutet der 0-te Fahrer ist ab dem Zeitpunkt t=0 nach hinten um ea, €>0 versetzt, fahrt
dann aber mit derselben Geschwindigkeit ¢ weiter.



x,(0) x(t)
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> < >
=0
xy(t) xy(t) x,(t) x(t)
a a (I-¢)a
< > < >e——>

Behauptung :  Fiir Losungen x,, der DGL (1) gibt es Funktionen y,,, so dass

n>1:  x,(t)=ct—(n+e)a+y,(t)  fir t>0,
n=0: xo(t)=ct—ca fir t>0,

wobei y,,(0)=0, d=ca, und y,(t)—0 fiir t——+o0.

Die Behauptung besagt, dass die Fahrzeuge, welche dem 0-ten Fahrzeug folgen, die Aktion des
ersten Fahrzeuges auch ausfiihren.

Beweis: Fiir y, muss fiir n>1 gelten
ety ()=, () =7 (@n-1(t) — 2 (t)) =7(a+ yn-1(t) —yn(t))-
Da c=+a ergibt sich folgendes Problem

n=0:  yo(t)=0,

n Yn(O)=7Un-1(t) —yn(t)),  yn(0)=0
Wir setzen v 0
< . € yn(t
Zn(t):= 5 ,
mit
~/ ]- fyt / e’yt / eﬂyt ~
Za()=5("yn(0)) == (U (6) +79n(8)) == Yyn-1 () =721 (1),
folgt
n=0 Zo(t)=0,
n>1 Z, () =7vZp-1(t), Zn(0)=1 (3)
Die Losung zu (3) lautet Zn(t)= (’Yf)
0<i<n v



s

Nebenrechnung: Wir setzen zn(s):=2n (;) und lésen

2l (8)=zn-1(s), zn(0)=1, n>1, mit  zo(s)=0.
Das heisst, z1(8)=0= z1(s)=1, z4(s)=1= z2(s)=1+s, zé(s):l+s:>z;g(s):1+s+§,..,.
Damit ist die Losung
s2 sgn—1 Z st
zn(s)=14+s+—+..+ ———= . ]
— 1) !
2 (n—1)! 0sisn ¥

Damit ergibt sich die Losung

m(y=set 3 O

0<i<n

welche y,(0)=60 und lim vy, (t)=0 erfiillt.
t—+o00

3. Fall: Das ”nullte* Auto fihrt langsamer als die nachfolgenden Autos

Wir betrachten

n>1: Tn(t)=cot—nasg fiir ¢<0,
n=0: xo(t)=cit fir ¢t>0,

wobei vorausgesetzt ist
0<c1<ca="asy.

Behauptung :  Fiir Losungen x,, der DGL (1) gibt es Funktionen y,,, so dass

n>1: Tp(t)=c1t—naj; —yn(t) fir t>0,
n=0: zo(t)=cyt fir t>0,

mit a:=c; /7. Hierbei ist y,(0)=n (a2 —a1) und y,(t)—0 fiir t—+oo.
Beweis: Fiir y, muss gelten

yn(t)=c1 — a7, (t)=c1 =y (xn-1(t) = zn(t)) =c1 = yar +7 (Yn—1(t) = Yn(t)) =7 (Yn—1(t) — yn(t))
=0

und
_na2:xn(0):_na1 _yn(o) = yn(o):n(QQ_al)‘

Es ergibt sich fiir y,, folgendes Problem

n>1: Yy, (O)=7Yn-1(t) —yn(?)),  yn(0)=nb,

wobei b:=as — a1 >0, da c1 <co. Wir setzen

Yty (t
én(t)'_e yb'fl< ) )
und erhalten das folgende Problem
n=0: Zo(t)=0,
n>1: 2 () =vZp-1(t), Zn(0)=n.



Die Losung zu (4) lautet Zn(t)= Z (n—1) (v,t)i

7!
0<i<n

und damit ergibt sich die Losung

yn()=be " 3 (n—i) (7,?1,

- 7
0<i<n

welche y,, (0)=nb und tligl Yn (t)=0 erfiillt.

1.2 Schwingungen

Gediampfte/Ungeddmpfte Schwingung: Betrachte das folgende Anfangswertproblem (AWP)
auf einem beschranktem Intervall I=[0,T:

2 +ex’ +2=0, z(0)=0, 2'(0)=1, (5)
wobei ¢ ein gegebener, kleiner positiver Parameter ist. Die gesuchte Losung z.:I—R, t—xz(t)

ist somit von €>0 abhéngig.
Wir schreiben nun AWP (5) als Differentialgleichungssystem 1.0rdnung. Hierzu setzen wir

y(t):=2'(t) und erhalten
()= 26 G- o

Die exakte Losung von Problem (6) kénnen wir nach TA1 explizit berechnen. Sie lautet

xe(t)= ! - e % sin (tw/l—i) . (7)

Betrachten wir Problem (5) mit e=0, das heifit

" +1=0, z(0)=0, 2/(0)=1, (8)

G=(506) C-0) 0

so ist die Losung von (8) ist trivial und lautet

beziehungsweise

xo(t)=sint. (10)

Wir sehen der Limes ¢ —0 ist der Ubergang der gedémpften zur ungediampften Schwingung. Wir
bezeichnen Problem (6) als ein durch den Parameter € gestdrtes Problem im Vergleich zum
ungestorten Problem (8). O

e Physikalische Interpretation: Das Fadenpendel

Die Groe z=xz(t)€R beschreibe die (kleine) horizontale Auslenkung des Pendelkérpers
eines Fadenpendels (in erster Ndherung) fiir einen Zeitpunkt ¢. Auf den Pendelkorper wirkt



Abbildung 1: Die blaue Kurve ist z. fiir e=0.2 und die schwarze Kurve ist z.

eine Kraft F, welche vom Ort und der Geschwindigkeit abhéngt. Die Bewegungsgleichung
lautet in erster Naherung
mi(t)=F(t,x(t),z(t)).

Wir nehmen an F=Fgy+ Fr. Fiir die Kraft Fp, welche den Pendelkérper zuriick zur
Ruhelage bei £=0 treibt, nehmen wir an, dass sie proportional zur Masse m und zur
Auslenkung x ist. Das heisst, Fiy=—amux. Fiir die Reibungskraft Fr nehmen wir an, dass
Fr proportional zur Geschwindigkeit ist, das heifit Fr=—vy&. Damit ist mé=—amx —~z
und folglich

IT=—Qxr—ex

fiir e:=v/m. Im Falle a=1 ergibt sich Gleichung (5) (oder durch Transformation der Zeit-

koordinaten).
Fiir eine ausfiihrliche Herleitung der Bewegungsgleichung des Fadenpendels ohne Reibungs-
kraft, verweisen wir bei Interesse auf Kapitel 2.3. a

1.3 Wachstums- und Zerfallsgesetz

Das ”Zerfallsgesetz ist die in der Physik iibliche Bezeichnung der Gleichung, die eine expo-
nentielle zeitliche Abnahme* einer ”"Grofle beschreibt. Als Wachstumsrate bezeichnet man die
durchschnittliche relative Zunahme einer Groflie pro Zeiteinheit.“ [Wikipedia] Die beschreibende
Differentialgleichung lautet:

2 (t)=px(t), fiir alle tel, z(t)=z, (11)

wobei p€R die spezifische Wachstums- oder Zerfallsrate ist, und £€R der Startwert zum
Zeitpunkt t=t. Es sei I eine beschrinktes oder unbeschrinktes Intervall in R.

Die exakte Losung fiir konstantes p lautet: o(t)=zer (0

t
Die exakte Losung fiir p=pu(t) lautet: m(t):xexp(/ u(s)ds) .
t

e Betriebswirtschaftliche Interpretation: Zinsrechnung
(Ubergang von einem zeitdiskreten Modell zu einem in der Zeit kontinuierlichen Modell)



Sei ¢y das Kapital zum Zeitpunkt k€N, sei z der Jahreszinssatz und a=z/100. Die jahrli-
che Verzinsung bei festem Zinssatz z wird modelliert durch pp1=(1+a)pk. Also ist das
Startkapital g nach k£ Jahren angewachsen auf

er=(1+a)"p.

Bei einer Verzinsung in Zeitintervallen der Linge 1/n ist die Zeitspanne t=Fk/n, t€Q und
der prozentuale Zinssatz a/n. Der Gesamtbetrag nach nt=Fk Jahren gleich

n

a nt a a(l,t —
SDn(t)i:(lJrg) ¢0:(1+ﬁ> po 3 epgi=p™(t).

Den Grenzwert fiir n— oo nennt man ”kontinuierliche Verzinsung“. Die Funktion ¢ 16st
die Differentialgleichung (11) mit gp=a und zo=¢yp.

e Biologische Interpretation: Populationswachstum
N'(t)=(I'= Z)N(t),
wobei I'>0,3>0, I' Geburtenrate und X Sterberate.

e Physikalische Interpretation: Kernphysik

"In der Kernphysik gibt das Zerfallsgesetz die Anzahl N, der zu einem Zeitpunkt ¢ noch
nicht zerfallenen Atomkerne einer radioaktiven Substanzprobe an. Diese Anzahl betrigt,
N (t)=Nge~, wobei Ny die Anzahl der am Anfang (t=0) vorhandenen Atomkerne und A
die Zerfallskonstante des betreffenden Nuklids ist.* [Wikipedia] O

2. Nichtlineare Modelle

2.1 Existenz einer Losung fiir nichtlineare Modelle

Beispiel 2 (Nichtlineares Problme). Wir betrachten
o' (t)=2>(t) tel, z(0)==.

Dieses Problem hat eine eindeutige Lésung

welche nur in (—o00,1/Z) definiert ist. ]

Wir betrachten in diesem Abschnitt allgemein ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung
von der Gestalt

o (O)=f(t,z(t)) fir alle tel. (12)

Hierbei ist I eine beliebige Teilmenge des R und f:I xR"—R", (t,z)— f(t,z) eine beliebige
Funktion.



Definition 3 (Schwache Lésung einer Differentialgleichung). Essei I=[t,T]. Gegeben
sei ein Differentialgleichungssytem mit Anfangswerten (AWP=Anfangswertproblem)

2 (t)=f(t,z(t)) fir alle tel, z(t)=T. (13)

Wir nennen eine Funktion x€C*(I,R"), welche das AWP (13) 16st, eine starke Losung.
Wir nennen eine Funktion x€ L*(I,R") eine schwache L&sung von AWP (13), falls gilt

x(t) ::n—{—ﬁtf(s,x(s))ds fiir fast alle tel. (14)
7
O

Notation 4. Wenn wir allgemein von einer Losung einer Differentialgleichung sprechen, so
meinen wir hiermit eine starke Losung z€C?(I,R™). Sollte es sich um eine schwache Losung
handeln, so wird das explizit erwahnt.

Folgerung 5. Jede starke Lisung von AWP (13) ist auch eine schwache Lisung. a

Bemerkung 6. 1. Aus der Analysis wissen wir, falls f stetig, dann erfiillt die starke
Liosung x€CY(I,R"™) die Integralform (14) auf jeden Fall, insbesondere ist die Integralform
(14) dquivalent zum AWP (13) (denn: 1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung).

2. Ausserdem gilt: Ist f stetig und 2€C%(I,R) ist eine schwache Lésung von DGL (13), das
heisst x erfiille Gleichung (14), dann ist z€C1(I,R). O

Zu Beginn mochten wir uns mit der Losbarkeit eines solchen Systems (12) (mit vorgegebenen
Anfangsdaten) befassen und beweisen hierzu den Satzes von Picard-Lindel6f.

Voraussetzung 7 (Lipschitz-Bedingung). Es sei I ein abgeschlossenes, beschrianktes
Intervall. Es sei DCI xR", YCR" und f:D—Y eine stetige Funktion. Wir setzen voraus: Fiir
jede abgeschlossene, beschriinkte Menge K C D existiert eine nicht-negative Funktion o€ L' (R;R)
mit

1F(t,z2) = ftz0) | <@(®) |22 = 21| fiir alle (¢,21), (¢,22) €K O

Theorem 8 (Satz von Picard-Lindel6f). FEs sei I=[t,T]. Die Funktion f:IxR"—R"
sei stetig und erfiille die Voraussetzung 7. Es existieren positive Funktionen M€ L'(I;R) und
ReC’(I;R), R>0 und eine Konstante TER™ mit den folgenden Figenschaften:

1. Beschrdnktheit: Fir alle tel
2=z <R(t) = [[ft.2)<M(1).

2. Klewnheit: Fir alle tel .
/ M{(s)ds<R(t).
i

Dann ezistiert eine eindeutige schwache Losung x€CO(I,R™) des Anfangswertproblems:
o (t)=f(t,x(t)) fir alle tel, z(t)=T. (15)

Diese Losung erfillt
|lz(t) —Z||<R(t) fir alle tel.



Beweis. Es ist Y =R" und
M:={2cC%LY):||z(t) —Z||<R(t) fir teT}

eine abgeschlossene, beschrinkte Teilmenge des C°(I;Y). Wir definieren auf M den Operator

t)::x+/t f(s,z(s))ds

Der Operator F' ist wohldefiniert, da f stetig und nach Bed. I mit M eine Majorante besitzt.
Nach Definition ist die Existenz einer schwachen Losung dquivalent zur Existenz eines Fixpunk-
tes von F'. Wir wollen diesen mit Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes zeigen.

1. F ist eine Selbstabbildung, denn aus

1 Bed 2. Bed.
1F(z) /M yis~ =" R(t)

folgt F(M)CM.
2. F ist eine Kontraktion: Fiir x1,29€ M nutzen wir die Lipschitz-Bedingung (Vor. 7)

t
[ (2) (t) — F(1)( H</ 1f(s,2(s)) = f(s,21(s ))Hd8</ p(s)[lwa(s) —1(s)llds.  (16)
Es sei we€ C%(I;R) eine strikt positive Funktion. Wir definieren auf C°(I;Y") die Norm

1
x|y :=sup ——||x(t fiir £eCY(I;Y),
ol =sup s () (1Y)
welche dquivalent zur Standardnorm ||.||» ist.! Das impliziert, dass der Vektorraum (C°(1,Y),|.||.)
ist ein Banachraum.? Da M eine abgeschlossene, beschrinkte Teilmenge von C°(1,Y), somit ist

auch M ein vollsténdiger metrischer Raum mit der Norm ||.||,.
Mit (16) gilt

tw(s) 1 w(s)

IIF(@)(t)—F(wl)(t)llé/t w(S)lez(S)—wl(S)ldSS/t — A p(s)ds|ze—2ile,

1
w(t) w(t) w(s) w(t)
und mit dem Supremum iiber alle ¢ erhalten wir
. tw(s)
|F(x2) — F(x1)||w<k|r2—z1||w mit s:=sup [ ——<p(s)ds.

tel Jr w(t)

Wir betrachten .
w(t):=exp ()\/ ga(s)ds) , A>1 = k<l,3

t

und somit ist F' eine Kontraktion. Nach dem Banach’schen Fixpunktsatz existiert ein eindeutiger
Fixpunkt z in M, und damit eine schwache Losung x€ M von (15). Da x€ M liegt, gilt || (t) —
z||<R(t) fiir alle tel.

!'Denn es gilt:
1
nf ||mHOO<Hwa<sup o @ || oo for all z€C°(I,Y).

()

2Aus Analysis 2 wissen wir, dass (C°(1,Y),]|.||) ein Banachraum ist.
3 Aus Kapitel 1.3 wissen wir, dass w die eindeutige Losung des Wachstumsgesetzes

W () =Mp(Dwlt), w(B)=1



Wir wollen nun zeigen, dass ||z(t) —Z||<R(t) fir alle t€l gilt. Wir nehmen an, es gibt ein

Intervall [¢,t*] mit ||z (¢)

—Z||<R(t) und ||z(t*) —Z||=R(t*). Dann gilt fiir alle t€(t,t*]

2.Bed.
l2(t) xH—H/fsx dsH</ 1F(s,2(s)|ds 2 M yas~ E R ().

Das ist aber ein Widerspruch zur Annahme im Falle t=t*. Wegen z(f)=7 und z stetig gilt fiir

alle teI die Ungleichung ||z (t)

—Z||<R(t). O

Bemerkung 9. Mit Bemerkung 6 folgt, da f in der Voraussetzung zum Theorem 8 stetig ist
(siehe insbesondere Vor. 7), dass die eindeutige Losung  von DGL (15) stetige differenzierbar

ist, d.h. x

cCH(I,R").

O

2.2 Bewegung von Massenpunkten

Beispiel 10 (Ideales Gasgesetz).

wobel R=

men ist.

pV=nRT,

8,314 die ideale Gaskonstante, T" die Temperatur, p der Druck und V' das Volu-

”Modell des idealen Gases:

Im Modell des idealen Gases der klassischen Physik werden alle Gasteilchen als
ausdehnungslose Massepunkte angenommen, welche sich frei durch das ihnen zur
Verfiigung stehende Volumen bewegen kénnen. Mit frei ist gemeint, dass die Teil-
chen keinerlei Krifte verspiiren. Allerdings diirfen (und miissen) sich die Teilchen
untereinander und an der Wand des Volumens stoflen. Ein Gasteilchen bewegt sich
also geradlinig mit einer konstanten Geschwindigkeit, bis ein Stof es in eine ande-
re Richtung lenken und dabei beschleunigen oder abbremsen kann. Die Annahme
von StéBen bei ausdehnungslosen Teilchen ist im Grunde paradox, stellt jedoch ei-
ne formale Notwendigkeit dar. Liele man keine Stofle zu, so konnte man das Gas
zum einen nicht in ein Volumen einsperren, da es die Wand nicht bemerkte, und
zum anderen behielte jedes Gasteilchen fiir alle Zeiten seine Anfangsgeschwmdlgkelt.
Letzteres wiirde verhindern, dass sich die Energie des Gases im Mittel gleichméfig
auf alle Freiheitsgrade verteilen kénnte. Ein solches System kann sich aber nicht im
thermodynamischen Gleichgewicht befinden, welches eine zwingende Voraussetzung
fiir Anwendbarkeit der thermodynamischen Hauptsétze ist. Durch die Stéfle bewegen
sich die Teilchen nur eine kurze Wegliange frei. Damit es zu Sto68en kommt, muss ein
StoBlquerschnitt angenommen werden. ¢

[\Vikipedia‘: hitp:// de.wikipedia.org/wiki/ Ideales-Gas)

Wir betrachten N Massenpunkte, welche sich nach den Newtonschen Bewegungsgleichun-
gen (inklusive der Massenerhaltung (17)) verhalten, das heisst es gilt

d
L mi()=ri(0). (7
d N
(e 0%(8)) =" g (al0) =5 () + Fi(0). (18)
j;’i
ist. Integrieren wir die Differentialgleichung von ¢ bis ¢, so erhalten wir w(t) —w(f)=X ft s)ds. Wir multi-

plizieren die Identitét mit 1/(Aw(t)) und bilden das Supremum iiber I, dann ist

Falls nun A>1, so ist k<1.

T
——

<1

10



Es ist x;(t) €R3 der Ort des i-ten Massenpunktes zum Zeitpunkt ¢ und m;(t) ER dessen Masse. Es
sind weiter g;j, gij:R*—R3, mit g;;(x;(t) —x;(t))=—g;i(x;(t) —x;(t)) die Wechselwirkungskrifte
zwischen den i-ten und j-ten Massenpunkt, f; alle anderen Kréfte, die auf den ¢-ten Massenpunkt
wirken, und r; die Massenproduktion (Massenreaktionsrate) des i-ten Massenpunktes.

Gleichung (17) ist die Massenerhaltung. Der Impuls des i-ten Massenpunktes ist m;(¢)x;(t).
Somit representiert Gleichung (18) die Impulserhaltung.

Im Spezialfall r;=0, i=1,...,N sind die Massen m,; konstant. Die Newtonschen Bewegungs-
gleichungen (17)-(18) reduzieren sich zum 2. Newtonschen Gesetz: m;d;=F; (auch lex secunda
oder Aktionsprinzip genannt).

2.3 Das Fadenpendel (ausfiihrlich) — nicht in der Vorlesung

Das Fadenpendel ist eine Zwangsbewegung hervorgerufen durch den (starren) Faden. Deshalb ist die
Bewegung des Massenpunktes, wenn R? die Ebene der Bewegung ist, durch

E)eR?, )=t

gegeben, wobei [ die Lange des Fadens ist. Die Zwangsbedingung zwingt also den Massenpunkt auf den
Rand des Kreises B;(0). Fiir £€9B;(0) ist 7(&)=14&/||¢]| ein tangentialer Vektor. Nun ist die Newtonsche
Bewegungsgleichung (als ein Grundgesetz der Physik fiir die Bewegung eines Massenpunktes) mit dieser
Zwangsbedingung gleich

(m€—F(€),7(6)=0, |e@)=L.
Mit der Schwerkraft F/(€)=—mges gilt also
(mé,7(&))=(—mges,7(¢)).
Der Massenpunkt £(t) hat die Darstellung
¢=I(sinpe; — cospes)

weshalb nun 7(§)=sinpe; — cospes. Wir berechnen

E=lp(cosper +sinpes)
E=1¢? (—singpe, + cospes )+ 13(cosper +sinpes)

Also ist <é,7‘(f)>=l¢ und (e2,7(§))=sinp. Wir erhalten

lp=—gsinp.

Mit z(t)=lp(t) erhalten wir

x:—gsm?.

Daraus ergibt sich fiir die Linearisierung um xo=0 (siehe auch Sinusreihenentwicklung)

11



3. Linearisierung von Modellen

Wir betrachten auf I=[t,T] die Differentialgleichung
2 (t)=f(t,z(t))  fiiralle tel (19)

mit einer allgemeinen nichtlinearen Funktion (¢,2)— f(¢,z), f:I x R"—R". Eine mathematisch
einfach zu behandelnde Unterklasse von Modellen sind lineare Modelle, das heisst in diesem Fall,
f erfiillt

f(t,oanz1+agze)=aq f(t,z1) +asf(t,zo) fir alle ag,a0€R, 21,20€R" [ tET.

Oft ist es sinnvoll die nichtlineare Differentialgleichung (das heisst das nichtlineare Modell) durch
deren Linearisierung zu approximieren.

Definition 11 (Linearisierung). Es sei ein Intervall I=[¢,7] und eine Funktion (¢,2z)—
f(t,2), f:I xR"—=R" gegeben. Die Abbildung f ist stetig differenzierbar in z.
Wenn zo€C*(I,R") eine Losung von

xo(t)=f(t,x0(t)) fir alle t€l, (20)
dann bezeichnen wir das Problem
y’(t):;zf(t,xo(t))y(t) fiir alle te (21)
als die Linearisierung der Differentialgleichung (19) um die Lésung z. a
Hierbei ist
5 Oz fr(txo(t)) - Dz fr(t,ao(t))
@)= : S

Oy fu(t,zo(t)) -+ Da fu(t,zo(t))
die Jacobi-Matrix von f nach z im Punkt (¢,z¢(%)).

Wir betrachten nun Problem (21) mit Anfangswerten, das heisst

Y= fta®))  firalle el y(B=7©

fiir ein 7(°) €R". Die exakte Losung y von Problem (30) ist im Eindimensionalem (n=1) einfach
berechenbar

=7 [ tng(s,xo(S))dS) .

Im Mehrdimensionalen kennen wir die Losung auch falls A:=(9/0z) f(t,zo(t)) eine Matrix mit
konstanten Koeffizienten ist, das heisst also unabhéngig von der Zeit (siehe TA1, im Fall dass A
diagonalisierbar). Im Falle fiir verénderliches A= A(t) liefert uns der Existenzsatz 8 von Picard-
Lindelof die Existenz einer Losung.

Lemma 12. Sei I=[t,T]. Es seien A:I—R" xR", b:1—R" stetige Abbildungen und 7" eR"
gegeben. Dann existiert eine eindeutige Losung y€CY(I;R™) des (affin) linearen Problems

Y (O)=At)yt)+b(t)  firale tel,  y&)=g" (22)

und es gibt eine Konstante Roo>0 mit sup;c;||y(t)]| < Roo .
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Beweis. Wir wenden das Theorem 8 von Picard-Lindelof an. Wir wahlen

R(t):=Sexp(ac(t—1))  mit S:=2(T —1)(aco|[7V] +boo) >0,
M (t):=aoo (R() +[[7) +boo

wobel aoo:=supyer [[A(t)]];, boo:=supre [[b(t)]-

Exponentialkegel

Betrachte

f(t,z):=At)z+0b(t).
Die Abbildunf f erfiillt Voraussetzung 7, denn

1f(t,22) = f (£ 20) | =[] A(8) (22 — 20) | < [[A(B)][]] 22 — 21 ]| S ool 22 = 2 |-
1. Beschrinktheit:  Bs sei |z—7?| <R(t), dann ||z|| <R(t) +||7?|, somit
1 (I IA@ 2]+ 16O S aco (R(E) +[FV]) +boe=M (t).

2. Kleinheit: Es ist
t
/M(s)ds:R(t)—S+(t—f)(aoo||y(0)||+boo)§R(t)—S+%S<R(t).
t

Mit dem Satz von Picard-Lindel6f existiert dann eine Losung des Problems (22) mit |y(¢)—
79| <R(t) fiir tel. Das heisst ||y(t)|| <R(t)+ |70 <R(T) + |[7'?||=: Roo fiir tel. O

Spezialfall 13 (Linearisierung um eine stationére Losung).
Es sei ¢ eine stationédre Losung der Differentialgleichung (20)

z((t)=f(t,xo(t)) fiir alle tel.

Stationédre Losung bedeutet xo hdngt nicht von der Zeit ¢ ab. Also gibt es ein £ €R™ mit z(t)=2
fiir alle tel. Damit gilt
f(t,z)=0  fiir alle tel=[¢T].

Es ist
/ 9 ... . ,
y (t):% (t,z)y(t) firalle tel, (23)
die Linearisierung um die Losung xo=% zu 2/ (t)=f(t,x(t)) fiir alle tel . O

13



Wir wollen nun untersuchen, wie die Losung y des linearisierten Problems (21) mit der Lésung
x des Ausgangsproblems (19) zusammenhéngt. Dazu folgende

Formale Uberlegung: FEs sei g eine Losung von x)(t)=f(t,zo(t)). Wir nehmen nun an, es
seien x. auch Losungen von xl(t)=f(t,x-(t)), die nahe bei xq liegen, also

ze(t)—xo(t) fir e—0 (Stetigkeit).

Gilt nun noch weiter

2e(t) — o (t)

—y(t) fir e—0 (Tangente),
€

dann ist y Lisung der Linearisierung y'(t)=(0/0z)f (t,xo(t))y(t). Denn mit der Taylorreihen-
entwicklung gilt:

(1) =1 (b20(1)) 2 Fb20(8)) (=()~0(0)) ()

—al(t)  =ap(t) ~ey(t)
und damit
OO D ) 20200 o
=y =y =0 .

Wir wollen zuerst ein Beispiel betrachten und danach Satz 15, welcher obige formale Uberlegung
aufgreift.

Beispiel 14 (Lotka-Volterra-Gleichungen mit beschréinkten Ressourcen).
Wir betrachten fiir t€[0,7]

¥y () =2p(t)(a—Brr(t) —exp(t)), 2p(0)=T) =ip +e7; , } o)
p(t)=—ap(t)(y—dzp(t)), 2r(0) =7\ =GR +e7s,

wobei «, 3,7, 0, e positive Konstanten sind mit 0<e<(ad) /7.
Es sei hier € ein beliebiger, reeller Parameter. Zu jedem € sei (2 ¢,z ) die eindeutige Losung
zu Problem (24).

e Biologische Interpretation:
Riauber-Beute Modell mit beschriankten Ressourcen

Wir méchten ein Modell finden, was die Populationsgroe der Rauber (z.B. Fiichse, Wolfe)
und der Beute (z.B. Hasen, ..) in Abhingigkeit von der Zeit beschreibt.

Wir messen fiir die Populationen
Ni(t), (Na2(t)) Anzahl der Beute (Réauber) zu einem Zeitpunkt ¢

a1(Up1,Us2,...), Reproduktionsrate der Beute (R#duber) unter dem Einfluf} der
(OéQ(UQl,UQQ,...)) Umweltfaktoren Uqq,Uis,..., (U217U22./...> (Z.B. Uiy, (Ugl) Nah-
rungsangebot; Ujg, (Usz) Klima allgemein, Uiz, (Uszz) Krankhei-
ten; Uiy, (Usy) Fressfeinde; ...)

B1(U11,Un2,...), Sterberate der Beute (Réuber) unter dem Einflufl der Umweltfak-
(ﬁg(Ugl,U227...)) toren Uq1,Uq9,..., (Ugl,UQQ./...)

14



Einschrinkende Modellannahmen:

ar=a1(N1)=a1(R—N1) und Bi=p01(Na)=5No,
ag=ae(Ny)=da9 Ny und [32:@2 sei konstant,
hierbei ist R>0 eine gegebene Ressource, und &y, //}1./&2./[92 positive Konstanten. Es gilt

Ni<R = «a;>0, d.h.die Reproduktionsrate ist positiv, und N; kann sich erhohen
Ni>R = «a1<0, d.h.die Reproduktionsrate ist negativ, und ist damit eigentlich

eine Sterberate.
Mit dem Ansatz aus Kapitel 1.3 ergibt sich

N (t)=(o (U1,U1a,...) = B1(U1,U1,...) ) N1 (t) = (a1 (R — N1 (t)) — B1.No(£) ) N1 (t) ,
Ny (t)= (g (Us1,Usa,...) — Ba(Ua1,Usa,...) ) Na(t) = (G2 N1 (t) — B2) Na(t).

160 * 1000
Zahl der
Falla
140}
120
100 —~——  Schneehasen

-=== Luchse

e}

GO

1340 1e50 1869 1820 igan - 1890 1900 1310 1970 1930 1940

Abbildung 2: Reales Verhalten eines Riduber-Beute Systems. Hudson-Bay-Company iiber
den Eingang von Schneehasen- und Luchsfellen (Aus: Kormondy, E. J., Concepts of Ecology, 2nd Englewood
Cliffs, N. J.: Prentice Hall, 1976)

o st das System fiir die Anwendung brauchbar bzw. "korrekt gestellt”?
Es laBt sich zeigen falls 7,75 >0, so auch zp(t),zx(t) >0 fiir alle Zeiten ¢. *

e Das System (24) ist nichtlinear. Gibt es eine geeignete Linearisierung, welche den Cha-

4Um dies zu zeigen, siche das Vorgehen HA 1 oder TAG6.
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rakter und die Anwendbarkeit fir das biologische Beispiel nicht verdndern?
Stationdre Losungen des Systems:

i‘B:%, ER—;<04—67). (25)

Die Linearisierung des Ausgangsproblems (24) um (Zp,Zr) lautet

() = (e e () (o) =(2)

bzw.
yi(t)\ —e3 —BE\ (11(1) v1(0)\ (%
<y2(t)> _<Z(a—€}) 0 ) <y2(t)>7 <y2(0)> _<y2)'
Das heisst,
yi(t)=—eFuyr(t) — BFua(t), y1(0)=7, } (26)
yé(t)Z%(a—e%)yl(t)a Y2(0)=7s.

Hiervon kénnen wir eine explizite Losung angeben. Durch Einsetzen der ersten Gleichung in
die zweite und umgekehrt erhalten wir jeweils fiir y; und ys die Geichung fiir die geddmpfte
Schwingung (siehe auch Kap. 1.2):

=:2D =:0?

P
)+ ey yi(t)+7(0z—eg)y1(t)=0, y1(0)=71, ¥1(0)=—e37; — 537
v () + €3 vh(t) +v(a—eF)pa(H)=0,  12(0)=Fs, y5(0)=5(a—ed)7

mit 2D >0 und £2%2>0 nach Voraussetzung. Die explizite Losung lautet
yi(t)ze_Dt(Cil(ylagZ)Sin( (22—D2t)+Ci2@1,§2)cos( “QQ_DQt))’ i:1727

wobei C’ij Konstanetn sind, die durch die Anfangswerte 7;,7, eindeutig bestimmte werden.
Wir werden in Satz 15 zeigen, dass die Losung (zpc,zRr) des nichtlinearen Problems (24)

sich durch
(.fB +ey1 (t))
TR+eYy2 (t)

approximieren lif3t. O

SWir differenzieren die zweite Gleichung von (26) nach ¢ und setzen die erste Gleichung ein

w=5(a-eD)ui 0= (a—eD) (~eqn® -pTn0) = Sa-eDn® —1a-c)n0
=ya(t)

nach der 2. Gl. (26)

16



Abbildung 3: Losungen (2p ¢,2 ) von Problem (24) mit j; =1,7,=1,a=1,3=2,y=
4,6=2,6=0.16,e=1.7 und (25).

0y
]

/. Beute

[
=

Réuber

Abbildung 4: Die griine (gestrichelte) Kurve ist Zp+1.7-y; und die blaue (gestri-

chelte) Kurve ist Zr+1.7-y2. Es wurden hierbei 7,=1,7,=1,a=1,3=2,y=4,e=
0.16,6=2 gewahlt.
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Abbildung 5: Approximation der exakten Losung (zpc,zre) von Problem (24) durch (Zp+
ey, Er+eys) firr e=1.7,1.0,0.5 und 0.2.
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Der folgende Satz beantwortet (unter anderem) die Frage, wie hiingt die Losung y des linea-
risierten Problems (21) mit der Losung x des Ausgangsproblems (19) zusammen.

Satz 15. FEs sei ein Intervall I=[t,T]| und eine Funktion (t,z,e)— f(t,z,e), f:I X R" x R—R"
gegeben. Es sei weiter T eR™ fiir e£0 (oder e>0) gegeben. Es gelten folgende Voraussetzungen:

1. Es sei f zweimal stetig differenzierbar in z und €.
2. Es existieren T eR" und 5(¥ eR™ mit
z(e) _7(0)

7E 57O ynd f—@(o) fiir e—0. (27)

Falls ein 2o CY(I,R") existiert, welches Lisung von

xo(t)=f(t,x0(t),0) fiir alle tel, (28)
wo(f) =21 (29)

ist, dann ezistiert ein y€C(I,R™), welches Lisung von

y’(t):if(t,xo(t),())y(t) + ggf(t,xo(t),O) fir alle tel, (30)
y(H=7 (31)

und es gibt ein k>0, sodass fiir jedes €€ B, (0) eine eindeutige Losung x.cC(I;R™) von

2L (t)=f(t,x(t),e) fiir alle tel, (32)
ze(t) =z (33)

existiert und es gilt
S;u?llfﬂs(t) — (zo(t) +ey(t))|=0(e).
€
Bezeichnung: Daher nennen wir xg+cy eine approximative Losung zur exakten Lisung x..
AuBerdem bezeichnen wir die Gleichung (30) als 'verallgemeinerte’ Linearisierung der nichtli-
nearen Gleichung (32) um (z¢,0).

Bemerkung 16. Wenn wir den Spezialfall f=f(t,z), also f unabhingig von € betrachten,
dann ist Gleichung (28) identisch zu Gleichung (20) und Gleichung (30) identisch zu Gleichung
(21), das heisst (30) ist die Linearisierung von (32) um die Losung von (28) (nach Definition
11). O

Beweis. Es sei zy eine Losung von (28)-(29). Nach Lemma 12 folgt, dass eine Losung ye€
CH(I;R™) von (30)-(31) existiert. Falls x., €0 eine Losung von (32)-(33) ist, dann 16st

O AU RICOEL 0) R

das Anfangswertproblem
Wl ()= { F(t0 (1) + <(y(t) 4 wel0)).€) ~ F(120(1).0)
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_5<§Zf(t,$0(t)7o)y(t) + aif(t,xo(t),O)) b firale e,

z(e) — (f(o) +€y(0))
8 .

we(t)=

Wir definieren nun eine Erweiterung

(Faott) +eytt) +eze)— f(tan.0)) L <0

- 0 0
Ftze=g (5o tao(®.0u()+ 5 f(tao(t).0))
& rt.20(0).0)2 . e=0
und 76 _ () 4 o)
.= & —(mg ) , €#0
0 , =0

Wir betrachten also fiir alle e€R das Problem

W' =f(twt),e)  firale tel, w®)=w". (34)
Wir versuchen eine Umgebung U(0)C B1(0) um =0 zu finden, sodass fiir jedes e€U(0) eine
eindeutige Losung w.€C*(I,R") fiir das Problem (34) existiert. Falls w. eine Losung von (34),
so ist xe=xz¢+¢£(y(t) + w.) eine Losung von Problem (32)-(33). Dariiber hinaus wollen wir zei-
gen, dass die Losung w. gleichméBig auf I gegen 0 fiir e —0 konvergiert. Wir wenden dazu das
Theorem 8 (Theorem von Picard-Lindelof) an:

Da f=(fi)i=1,..n zweimal stetig differenzierbar in z und e vorausgesetzt ist, so konnen wir
fiir jedes ¢ die Taylorreihenentwicklung in (z,¢) um (xo(¢),0) durchfiithren. Fiir alle t€] und fiir
alle ¢ gilt komponentenweise fiir jedes i=1,...,n

:< ﬁfi(t’xo(t)70)7(5y(2+5z)>
1

T <<£fi(t,x0(t),0),5y(t) +€Z> + ggfi(tvxo(t)70)5)

2
+ e i EO.& (=), (W),

fz‘(t,.l‘()(t) +€y(t) +EZ,€):fi(t,x0(t),O) +

wobei (2(t),é) el :={(xo(t) +se(y(t)+z),s€):0<s<1} . Fiir £e£0 gilt somit

B 2
= s ep (s o .00 ) e

Aus dieser Darstellung folgt, es gibt positive Konstanten C' und M;, My, sodass fiir ||z||<C und
e€R folgt

wobei

1F(t,2.) || < M|z]|+ Mole|, (36)
0
M, :zsupH&f(t,mo(t),O)

I
tel

smsmp s [3((5 7 nteaw a1 .00) |
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Wir wihlen nun
RO(t):=SOexp(Mi(t—7))  mit S©:=2(T—1) (M [|[@w® |+ Male]) >0

MO (t):= My (RO @) + 7)) + Male]

Da C>0 ist, und S —0 und @ —0 (folgt aus Voraussetzung (27)) fiir e—0, existiert ein
x>0, sodass fiir alle e€ B,;(0) C B1(0) gilt:

ROt +|[w®|<C  fiir alle tel. (37)

1. Priifen der Beschrinktheit: Es sei jetzt z€R™ mit ||z —@(®) || <R (t). Dann gilt nach Un-
gleichung (37)
0<|l2| <RO M) +[[w]<C,

und damit gilt fiir alle t€ I nach Ungleichung (36)
1 (t,2,8)|| < M|z + Male| < My (RO () + [@©)]]) + Male] = MO ().

2. Priifen der Kleinheit: Wir betrachten nun fiir alle t€l

/M6> ds_/ MR (s)ds + (t —t) (M1 |@®) || + Male|)
S (exp (M (t 1)) — exp(My(E—1))) + (t =) (M [0 || + Mole])
_R(E)( )= S© (T 1) (M [0 + Mole])
_R®) (t)—%s@) < RO@).

Damit sind die Voraussetzungen aus Theorem 8 erfiillt. Es existiert eine Losung w. des Pro-
blems (34) und damit eine Losung z.:=z0+¢(y +w.), z.€C(I,R") fiir das Problem (32)-(33).
Weiterhin gilt

lwe(t) =@ || < RO (£) <RE(T) =S exp(M (T 1))

Es ist mit der Dreiecksungleichung fiir alle t€l
e (1)< (£~ | + ||| <5 exp(Ma (T — ) + [T — 0 falls e—0,

da S©) —0 und ||@®)||—0 fiir e—0. Somit gilt die gleichmiBige Konvergenz von w.—0 auf I
fiir e—0. Es gilt nun

lz=(t) = (zo(t) +ey()) | =l (zo(t) +-ey(t) +ewe(t)) — (xo(t) +ey(t)) | =€ Hwe()ll

—0 glm. auf[
fir e—0 0
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4. Mittelung vom Diskreten zum Kontinuierlichen

Wir betrachten N Massenpunkte, welche sich nach folgenden gewthnlichen Differentialgleichun-
gen verhalten

er +7i(t (38)

J#Z
= (matxi(0) = ng xi(t) ~ ;1)) + 1), (39)
J#l

wobei 7;;=r;;(t) die Massenflul (der Massenaustausch) mit r;;(t)=—r;;(t) ist.

Wir mochten nun den Ubergang von den gewohnlichen Differentialgleichungen (der Punktme-
chanik) zu den Erhaltungssétzen der Kontinuumsphysik zeigen. Hierzu "mitteln” wir die Massen
der N Massenpunkte mit Hilfe einer Kernfunktion, um so eine “gemittelte Massendichte” zu je-
dem Zeitpunkt ¢>0 definiert iiber den Gesamtraum R3 zu erhalten. Als Mittelung verwenden
wir die Gaulsche Normalverteilung

mit geeigneter Standardabweichung s>0. Diese Kernfunktion erfiillt
Ys(z)dr=1.
R3

Es wiren aber auch andere Kernfunktionen 1 denkbar, zum Beispiel eine glatte Funktion mit
kompaktem Tréger.
Die "gemittelte Massendichte” definieren wir dann durch

N
os(t.x):=) mi(t)es(z—xi(t)), 0s(t,2)=0. (40)
i=1

Entsprechend definieren wir die ”gemittelte Impulsdichte”
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N

ps(ta)i=y mi()%i(t) s(x —xi(t)).

i=1
Falls die gemittelte Masse gs(t,x) positiv ist, ist die "gemittelte Geschwindigkeit” gegeben durch

ps(t,7)
Qs(t)x

vs(t,z):=

fiir o0s(t,2)>0.

~—

Die Gleichungen der Punktmechanik (17)-(18) gehen iiber in Gleichungen fiir die gemittelten
Grofen, und zwar in die Massenerhaltung (41) und die Impulserhaltung (42). Wie lauten nun
diese Gleichungen ?

Wir definieren die ” gemittelte Massenproduktion”

Z t)s(r —x4(t)) -

=1

Lemma 17. FEs gilt die Massenerhaltung
Opos +div(ps + Jg)=rs fiir alle  (t,z),
wobet N
J(ta;)‘—lzr () (xi(t) — x; w (1= 8)xit) — (1)) d5
s\ —2 3 iJ 7 j S ) j
0=
der 7gemittelte Massenfluf$” ist

Bemerkung 18. In einem Gebiet in dem ps(t,z) fiir alle (¢,x) positiv ist, gilt die Massener-
haltung in der folgenden Form

8th“"div(tgsvs"i‘JS):rS . (41)

Beweis. Wir berechnen also
8th(t7x):Z%(mi(t)d)s(x_xz ) Zdtmz ws €T — Xz +Zmz
—Zdtmz Vsl —xi(t +Zmz (Vs xz(t>>,—dd’;’ (1)

=Syt +Zm (1)l —x3(0) = S {ma)3i(8), Vi —xi(1)))

i

<1/}s T—X; (t))>

Q.‘Q‘

_ZTU sl = xi(1))  rs(t) — div (Ym0 (s (@~ (1))
:Zrij ) s (@ =% (t)) +75(t,) — div(ps(t,z))

Da r;j=—rj; gilt, formen wir um

ij(tws(w—xz er ws r—x;(t ))_ws(w_xj(t)))
1]

1<j
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fzrw ) (@ —xi(t) = s (z =5 (1))

zgzmju)/olj( U((L=3)(w—x(0) +5(z—x;(1))) ) ds

0,3

—;Zw(t/ <Ws(( §)(x—xi(t ))+§(:L‘—xj(t))),—(:v—xi(t))+(ac—xj(t))>d§
_;Zrij(t)/ (T (2= (1= 8)xi(t) = 35, () xi() — x5 (8) )

2y
:—;er(w —x;(t / Vi (2= (1= )xi(t) — 5% (1)) d3 )

2y

:div(in”(t) x;(t) —x;(t /ws —(1-3 xl(t)§xj(t))d.§>.

i,j O

Die Beziehung (41) ist eine partielle Differentialgleichung fiir die gemittelten Grofien und sagt
aus, dass die Gesamtmasse ps erhalten bleibt, falls rs=0 und Js=0 ist. (Die Massenerhaltung
gilt hierbei auch einzeln fiir jeden Massenpunkt i.)

Analog zu Masse und Impuls kénnen wir die Kraft f; mitteln und erhalten eine ”gemittelte
Kraftdichte”

N
Foltsr)=3" it (o —x,(8))
i=1
Wir kommen zur Impulserhaltung und gehen dazu wie bei der Herleitung von (41) vor.

Lemma 19. FEs gilt die Impulserhaltung

Oyps + divIT = f fir alle  (t,x),

wobet N
ﬁs(tvx)::zmi(t)ki(t)®Xi(t)ws<w_xi(t))
=1
N
+%Zgij(t) ® (x; () — x; (¢ / s — (1 8)x;(t) — 5x;(1))d3

ij=1
mit g;; (t) 1=0ij (xi(t) — Xj (t))-

Es seien a:Ry x 2—R"™ und b:Ry x 2—R" zwei Vektoren. Das Vektorprodukt (Tensorpro-
dukt) a®b ist definiert durch

a(t,z) @b(t,x):=a(t,x)b(t,x)T = (ai (t,2)bj(t,x))ij=1,..n-

das heisst a®@b:R; x 2—R" ™. Es sei M:Ry x 2—R"*" eine Matrix. Es sei div (M (¢,z)) die
Matrixdivergenz definiert durch

div (M (Za M;,(t,x ) .
j=1
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Bemerkung 20. In einem Gebiet in dem gs(t,z) fiir alle (¢,2) positiv ist, damit vs definiert
ist, hat Il die Form .

1= psvs @ Vs — 0.

Somit schreibt sich die Impulserhaltung als

at(gsvs)“‘div(gsvs@vs_Us):fs ) (42)

wobei der "Spannungstensor” oy die Form hat
N
=Y mil) (ki(t) — vs(t,2)) © (ki(t) — vs(t,2) ) s (@ — xi(1))
i=1

N
%2%(@@ —x,(t /ws — (1—3)x(t) — 5%, (t))ds3.

i,j=1
Man sieht die mittleren inneren Wechselwirkungen bezeichnet man makroskopisch als Spannung.

Es ist klar, dass die Entfernung der einzelnen Punkte klein gegeniiber s sein sollte. Gleichzeitig
ldasst man s gegen Null konvergieren. Wenn man auf diese Art und Weise einen kontinuierlichen
Limes erhalten will, sollte der essentielle Trager der Kernfunktion geniigend viele Massenpunkte
enthalten. Mathematisch nennt man einen solchen Limes hydrodynamischen Grenziibergang.

O

Beweis. Wir bilden die Zeitableitung der gemittelten Impulsdichte ps

az‘,ps t$ Zdtpl ¢s xr— Xz +sz <V¢s T — Xl(t))a_dd);i (t)>,

wobei p;(t):=m;(t)%;(t), und mit den Bewegungbglelchungen gilt fiir den ersten Term

Z %pi(tws(m —x;(t)) :Zgij () s (z—x4(t)) + Zfi(t)%(% —x;(t)). (43)
Da g¢;j(t)=—g;:(t) gilt, formen wir um

Zgij(t)¢5(x_xz Zgw wsx x;(t ))_¢S(x_xj(t)))
1,J
1 - -
:_§Zgij /0<V 1-8)(x— xi(t))+s(9:—xj(t))),—(:1:—xi(t))+(:c—xj(t))>ds
1 | N .
=2 gt /<v¢s (1 8)xi(t) — 5 (1)) xi(0) (1))

:—div<;Zgw(t)® x; (1) —x;(t /ws - —sxz(t)—éxy'(t))dé),

denn

a(t,x){c(t,z),b(t,x))=a(t,x)(b(t,x),c(t,x))=a(t,z)(b(t,x) " c(t,z))
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=(a(t,z)b(t,x)D)e(t,z)=(a(t,z) @b(t,x))c(t,x) .

Weiter gilt fiir den zweiten Term

dXi

—sz <V1/1s90 Xz(t)>vdt(t)>__div<imi(t)xi(t)®ki<t)¢5(x_xi(t)))-

Beweis der Bemerk:ung: — nicht in der Vorlesung

Es ist
os(t,x)vs(t,x) @us(t,x) = ps(t»x)®vs(t,$)=zmi(t)>‘<i(t)®vs(t,x)ws(w—xz‘(t))
LT (1) @ ps(t,7) Zmz Jus(t, @) O (t) s (x —xi(t))
Od:efzmi(t)us(t,x) @vs(t,2)Ys(r—xi(t)).
Daher gilt Z

N
Zm (1) (3% (1) —vs(t,2)) @ (i (t) — vs(£,2)) s (2 —xi(t))

N N

szz‘(t)ki (t) @%; (t)vs(z —xi(t)) — Zmi (t)%i(t) @vs(t,2)s(z —x;(t))

— Zmi(t)vs(t,:ﬁ) Q% (t)s(z—%x4(t)) + Zmi(t)vs(t,a:) Qs (t,x) s (x —x;(t))

i=1 i=1

N
= (Zmz(t)xl (t) @%;(t)s(x —xi(t))) —os(t,x)vs(t,z) @us(t,x). a

i=1

5. Erhaltungssitze der Kontinuumsmechanik

In der Kontinuumsmechanik sind alle relevanten physikalischen Grofien auf einem Kontinuum
erklart. Das Hauptpostulat der Kontinuumsphysik ist die Erhaltungsgleichung.

Definition 21 (Erhaltungssatz). Wir bezeichnen die folgende Differentialgleichung als
Erhaltungsgleichung

Owu(t,x) +divg(t,x)=r(t,z) (t,x)eR4 x 02, (44)

wobei u:R; x 2—R eine Dichte einer physikalische Grofle, ¢: Ry x 2—R"™ der zur physikalischen
Grofle u gehorige physikalische Fluss und 7:Ry x £2—R eine Reaktionsrate ist. Alle Groflen sind
im Euklidischen Raum R, x 2CR,; x R™ gegeben mit {2 offene Menge. (Betrachte insbesondere
mit n=3 den physikalischen Raum.) O

Wir definieren, was eine schwache Losung von (44) sein soll:

Definition 22. Das Tripel (u,q,r) mit u,r€ L*°(Ry x £2), g€ L*° (R x £2;R™) heisst schwa-
che Ldsung der Differentialgleichung (44), wenn

/ (uBpp+(q,V) +rp)d(t,z)=0 fiir alle € Cy(Ry x £2).  (45)
R+><.Q
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Satz 23. Es seinen u, ¢ und r glatte Funktionen. Dann gilt die Aquivalenz zwischen (44)
und (45).

Beweis. Wir multiplizieren (44) mit einer Funktion ¢ € C} (R, x £2) und integrieren iiber R x
2

/ (ﬁtu+divq)g0d(t,m):/ rod(t,x).
Ry x$2

Ry x 2
Es gilt die Produktregel
div(q)p=div(qp) — (¢, V).
Wir integrieren iiber Ry x {2

[ dvweden= [ davepis) [ (@9

R+><.Q

=0, da gy einen kom-
pakten Trager hat

(mit Hilfe des GauB’schen Satzes (siehe Vektoranalysis)) ©. Es ist weiter
Oup =0 (up) —udpp

und mit derselben Argumentation wie eben gilt

/ Oupd(t,x)= / O (up)d(t,z) —/ udppd(t,x)
R+><Q R+><.Q R+><.Q

=0, da wup einen kom-
pakten Tréger hat

Daraus folgt (45).
Umgekehrt es gelte (45), dann gilt mit der partiellen Integration (wie bei der Hinrichtung)

/ (Opu+divg—r) @ d(t,z)=0 fiir alle  peCH (R4 x 2).
R+ X2
Damit gilt insbesondere fiir hinreichend kleine d>0 mit Bg((t0,x0)) CRy x £2
/ (atu—i—divq—r) d(t,z)=0.
Ba((to,0))
Da gilt
(8tu +divg— r) d(t,x)=0wu(to,zo) +divg(to,zo) —r(to,x0)

@,
lim——F+——
dlo L™(Ba((to, o)) Ba((to,z0))
(siehe Vektoranalysis), folgt die Behauptung. ad

% Es gilt mit dem Satz von Fubini

/R +mdiv(qso)(t,sc)cl(zt,uv:): /}R . ( /Q div(q(t,x)w(t,m))dx) dt,

mit dem Satz von Gaufl

[ ([ st tattarmontnanw)) a-o.
R, \Joo
da ¢(t,y)=0 fir y€d2, so auch (qp)(t,y)=0 fiir ycol2.

27



Es sei darauf hingewiesen, dass der schwache Losungsbegriff fiir gewohnliche DGL (ohne den
Anfangswert), aus Definition 3, &quivalent zum obigen Losungsbegriff, Definition 22, ist.

Notation: Die Differentialoperatoren div, V, A beziehen sich nur auf die z-Verdnderliche und
nicht auf die (¢,z)-Verédnderliche einer gegebenen Funktion, das heisst wir betrachten div(q(t,z))=
divg(q(t,x))=> "1 1 0z,¢i(t,x) und so weiter.

Physikalische Interpretation:

Lemma 24. FEs seinen u, q und r glatte Funktionen. Dann ist Gleichung (44) dquivalent zu

d . ..
pr Vu(t,:z;)dx+/av<q(t,y),n(y)>d7—[2(y):/Vr(t,x)dx fiir alle 'V, (46)

wobei V. C-Gebiet mit VC2CR? und @i dufere Normale.

Beweis. Es gelte (44). Es gilt fiir alle Testvolumina V mit VC2CR", V C'-Gebiet

/V dpu(t,x)dz + /V div(q(t,z))dze= / r(t,z)de.

v

Unter Benutzung des GauBlschen Satzes (siehe Vektoranalysis) erhalten wir fiir das Volumen V

[ divtateando= [ ateg)iw)inc).
1%

)%

Damit folgt Identitéit (46). Die Aquivalenz folgt nun aus folgender Betrachtung: Damit gilt
insbesondere fiir hinreichend kleine d>0 mit By(zo)C 2

/ (Opu(t,z) +divg(t,z) —r(t,z)) dz=0.
7 Ba(zo)

Da gilt

1

lim—F—— Owu(t,r)+divg(t,z) —r(t,x)) de=0wu(t,xg) +divg(t,xg) —r(t,x
I a0 o (o0 ) +08900,0) = r(0.2) =) vt a0) ()

(siehe Vektoranalysis), folgt die Behauptung. O

Der Erhaltungssatz besagt also

Die zeitliche Ande- die durch den Fluf} ¢ iiber die im Gebiet V durch
rung einer gegebe- den Rand 0V des Gebie- die Reaktionsrate r er-
nen physikalischen + tesV zu- oder abgefiihrten = zeugten oder vernichte-
GroéBe w in einem Anteile der physikalischen ten Anteile der physika-
Gebiet V Grofle u lischen Grofle u.

Restimee: Wir betrachten immer die starke Formulierung. Wenn die Funktionen Spriinge haben,
gehen wir zur schwachen Formlierung iiber.
Wir geben nun die allgemeine Definition der Massen- und Impulserhaltung.
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Massenerhaltung:

Wir nehmen an es existiere eine Massendichte g, welche in einem Geschwindigkeitsfeld v trans-
portiert wird. Der zur Massendichte gehorige Flussvektor g, enthélt den Anteil der Massendichte
0, welcher mit dem Geschwindigkeitsfeld v tiber den Rand eines Volumens V' transportiert wird.
Das heisst, es ist

qo=0v+ J, (47)

wobei J weitere Flussvektoren darstellen. Dies kann zum Beispiel die Diffusion sein. Eingesetzt
in die Erhaltungsgleichung (44) bekommen wir

Oo+div(ov+J)=r

Gehen wir nun davon aus, dass keine Masse ¢ im Testvolumen V produziert wird, dass heisst
ro=0 und das es keinen weiteren Massenfluss iiber den Rand von V' gibt, dass heisst J=0, dann
folgt die Massenerhaltung

Oro+div(pv)=0.

Diese Gleichung wird auch (differentielle) Kontinuitétsgleichung genannt.

Das der Flussvektor ¢, auch nur die in (47) angegebene Form haben kann, folgt aus der
Beobachterunabhéngigkeit. Die Beobachterunabhéngigkeit ist ein grundlegendes physikalisches
Prinzip.

Massen- und Impulserhaltung:

Wir setzen die Kontinuitétsgleichung voraus, das heisst es ist
Oro+div(ov)=0. (48)

Die Impulsdichte ist definiert durch pv:R4 x 2—R". Zu jedem i€{1,2,3} gibt es einen Impuls-
fluB g, ; und eine Reaktionsrate r, ;. Der Impulsfluss ist gegeben durch

Quv,i=0V;V — 05 .

Der erste Summand ist ein Transportterm, welcher angibt wieviel Impulsdichte gv; im Geschwin-
digkeitsfeld v iiber den Rand eines Testvolumens V' transportiert wird. Der zweite Summand ist
eine flaichenbezogene Kraftdichte o;:R; x 9V —R". Die Reaktionsrate r, ; ist gegeben durch

Tv,i:fiv

wobei f:V—R" eine massenbezogene Kraftdichte darstellt. Eingesetzt in die Erhaltungsglei-
chung (44) ergibt

8t(gvj)+div(gvjv—aj):fj fir j=1,...,n. (49)
Sei

U:(Ujk)j,k:l,...,ny O—j:(ajk)kzl,‘..,n-

Der Term o ist der Spannungstensor. Er beschreibt die inneren Wechselwirkungskréfte zwischen
den Teilchen aus denen das Medium aufgebaut ist. Der Spannungstensor kann den Druck und
die Viskositit enthalten. Im Unterschied dazu ist die massenbezogene Kraftdichte f, welche auch
eine duflere Kraft enthalten kann, zum Beispiel die Coriolis-Kraft und auch die Gravitation.
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Es sei M:R; x 2—R"™ "™ eine Matrix. Es sei div M (¢,x) die Matrixdivergenz, definiert durch

div M (t,2)= <Z 8ikz\@-k(t,;c)) .
k=1 j=1

Es seien a:Ry x 2—R" und b:R; x 2—R" zwei Vektoren. Das Vektorprodukt a ®b ist definiert
durch
a(taw) ®b(t,[l?) ::a(tvx)b(t7x)T: (ai(tax)bj (tax))i,jZI,...,n .

Damit schreiben wir Gleichung (49) in Matrixscheibweise um und zusammen mit Gleichung
(48) betrachten wir folgendes System

Oro+div(pv)=0
(50)
O (ov) +div(ev@v—0)=f

Lemma 25. Es gelte die Massenerhaltung (48). Die Impulserhaltung (49) ist dquivalent zu
0(Ow+ (v-V)v) —dive=f.
Beweis. Die Kontinuitétsgleichung (48) eingesetzt in die Impulserhaltung (49) ergibt
—div(ov)v; + 00yv; +div(ov;v) —diveo;=f;.
Da div(pv;v)=div(ov)v; + <gv,ij> gilt, ergibt sich somit
00:v; + <gv,ij> —divoj=f;.

Obige Uberlegung funktioniert auch umgekehrt. a

6. Diffusion

Zur Einfithrung betrachten wir folgendes Beispiel:

Es seien unendlich viele Glasrohren mit einer Fiissigkeit, welche sich jeweils am Ortspunkt
X; €R befinden. Die Punkte x;, i€Z sind fest, d.h. unabhéngig von der Zeit ¢, und 0.B.d.A. es
wird x; <x;11, Vi angenommen. Es sei m; die Masse in der Glasrohre im Punkt x; und es gelte
fiir jedes ¢ die Massenerhaltung, das heisst

mi(t)=> ri(t),
JEZ
wobei
0 falls |j —i|>2 oder i=j;
Tij (t) :_{ j—i|> J

cn(mj(t) —mi(t)) sonst,

mit ¢y, einer von h abhingigen Konstanten. Das bedeutet der Massenaustausch von einer Glasrohre
findet nur mit seinen jeweiligen direkten Nachbarn statt. Die Differentialgleichung lisst sich nun
auch schreiben zu

mi(t)="ii-1(t) +7ii1(t)
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Es gilt 7;;(t)=—7j;(t), denn im Fall |j—i|>2 oder i=j ist dies trivial, und sonst gilt nach
Definition Tii+1 (t):_ri-i-l,i (t) und Ti7i_1(t) =—Ti 14 (t) fir alle <.

Wir betrachten nun N aufeinanderfolgende Rohren und definieren die gemittelte Massendich-
te durch

N
Qs(tvx) :Zmi(t)ws(x _Xi) :
i=1
Nach Kapitel 4, Lemma 17, gilt somit die Massenerhaltung
Oros+div(Js)=0 fiir alle (t,z),

(denn ps=0, da %;=0 und r,=0), wobei sich der gemittelte Massenfluss darstellen 148t durch

N
1
Js(t,$)22--.+§z7“z] (x; Xj/ws —(1-8)x; —5x;)d5+ ...

5,j=1

N
1 - _
:---+2§17‘12 1 X; —Xi—1 / ws _Sxifl)ds
1=

1 - -
+2;7‘1,z+1 —Xi+1 / 'Qbs *SXz!H)dS?L---
1 Y x; 1 Xit1
:...+2Zri,i_1(t)/ Ys(x—y)dy — = Zn ir1(t Ys(z—y)dy+...
i=1 Xi-1 i=1 Xi
1 xi
:...—i-iZch(mi_l(t)—mi(t)) Vs(z—y)dy
i=1 Xi—1
1 N Xi+1
+2;Ch(ml(t) mit1(t)) . Ys(r—y)dy+...
N x:
=+ ) en(mii(t) —mi(t)) Us(x—y)dy+ ...
i=1 Xi-1
N Xi+1
=..—cpy_mi(t)) / Us(z —y)dy — Us(z — y)dy>
i=1 Xi
N
:...—chz:mZ /z/zsx X1 — ) Ys(x—x; — h)dh)
i=1
_fo s (x —xi+h—h—2)dz
=os(t,x+h—h—2)
:...—Ch/ /zmz ¢s$ X;+h— h_2)>+
h~>0 h—s0
—0s(t,x)
= Diffusionsgleichung Oro—div(DV)=0
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Das heifit wir betrachten nun allgemein eine physikalische Variable v und einen dazugehorigen
Fluf von der Gestalt g,,:=—a(u,Vu). Damit betrachten wir Erhaltungsgleichungen von der Form

Opu—div(a(u,Vu))=0 auf Ry xR". (51)

Definition 26 (Skalierbarkeitseigenschaft).
Wir bezeichnen die Funktion a:R x R"—R", (w,p)—a(w,p) als skalierbar mit den Konstanten
k>0 und >0, falls gilt

a(ow,orp)=c"rla(w,p) fiir alle ¢>0,7>0,weR, peR".

Selbstdhnliche Lésung
Wir suchen Losungen (t,2)—u(t,z), so dass u(t,.) fiir alle ¢ ”dieselbe Gestalt” hat, d.h. es gibt
Funktionen ¢t+—s(t) und t—r(t)>0 mit

u(t,x)=s(t)a(r(t)x), (52)
wobei y+—1(y). Eine Losung in der Form (52) nennen wir selbstihnliche Losung.
Satz 27. Es sei fiir eine A€R die Funktion %:R™—R eine schwache Lésung von
divy (a(@,Vya)+ Aay) =0, (53)

mit M:= [p,u(y)dy>0 existiert und lim,|_ 1o @(y)=0 (d.h. @ hat ein Abklingverhalten im
Unendlichen). Dann ist

u(t,z)=s(t)a(r(t)z),
eine schwache Losung der Differentialgleichung (51), falls gilt

1. (Skalierbarkeit) Die Funktion a ist skalierbar mit Konstanten >0 und [>0.
2. Die Funktionen s und r sind gegeben durch

r(t)=cot"a,  s(t)=cir(t)",

a=n(k—1)+1+1, lacgci™'=1, c¢p,¢; Konstanten.
Beweis. Wir betrachten 0.B.d.A. Testfunktionen p€CZ (R4 x R™) von der Gestalt
p(tx)=r(t)"(t,y) fir y=r(t)z,
wobei t—7(t)>0 und geC(Ry x R™). Es gilt mit y=r(t)z

ut,z)=s(t)a(y), Vau(t,z)=r(t)s(t)Vyau(y),
a(u(t,z),Vyu(t,z))=s(t)*rt) a(a(y),V yu(y)) (nach Vorauss. 1.),
p(ta)=rt)"a(ty), Vyp(tz)=r(t)" "' Vya(ty),

Bup(t,x)=r ()" (nr' () (t,y) +r()Bep(ty) +r' (1) {y, Vy@(ty))

und daher (da dy/dz=r(t)")

/R+/n (Orpu—(Vap,a(u,Vou)))drdt
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/ / 7'” 1 (nr'@+10:p+ (Vy@,y)r')su—(r ”+1Vy<ﬁ,skrla(ﬁ,vy&)>}dxdt
Ry n

:/ / nr <p—1—7‘8t<p+<Vy<,5,y>r’)ﬂ—rl+lsk<vy¢,a(a,vyﬂ)>}dydt Koord.transf.
R+ n

/ / 5”’ @1 <7’ny r’+1ska(a,vya),vy¢>}dydt.
R, JRn

Hierbei wurde im letzten Schritt partiell nach ¢ integriert. Da mit Voraussetzung 2. gilt
s(t)y=cir(t)" = Mt _ g =0,
r

so erhalten wir
:/ / <§r’yﬂfrl+lska(&,vy&),vy¢>dydt
R+ n T
n— 1
= [ [ {erd e (= 1) g e a0, 9,90 )y
Ry "
=X
1

:—/ h ok =25 <k17yﬁ+a(ﬁ,vyﬁ),vy¢>dydt:O,
Rt Rr\C] O

7

=0

da fiir alle ¢ die Funktionen ¢(t,.)€C$(R™) und fiir A€R die Funktion @& schwache Lésung von
(53) ist, d.h. es gilt

/ <)\yfc + a(a,vya),vyg>dy:o fiir alle ¢€CJ(R™)

Nach Definition 22 ist u schwache Losung von (51). O

Als Flussterm wahlen wir nun
a(u,Vu)=d(u)Vu
mit )
d(u)—{ Lo firm=l } meR.

mu™ "+ fuir m>1

Beispiel: Wir betrachten den Fall m=1, d.h. Gleichung (51) reduziert sich zur Diffusionsglei-
chung
Oru— Au=0.

Wir wollen nun mit Hilfe des Satzes 27 eine schwache Losung u herleiten. Fiir m=1 erfiillt a die
Skalierbarkeitseigenschaft mit k=1 und /=1, denn

a(ow,otp)=crp=0Ta(w,p) Yo>0,7>0,weR,peR".
Wir suchen nun eine schwache Losung 4 von (53), d.h.
divy (Vya+Aay)=

Dies ist erfiillt, falls V,u+ Aay=0 gilt. Wir kénnen @ durch die Separation der Variablen be-
stimmen. Es ist

V,a _ 1 . 1
g:—)\y = Vy(ln\u|):—/\vy(§y2> = ln|u\:—)\§y2+0. T
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Damit ist '
ﬂ<y):éexp<—)\§y2) )
Weiter ist 1
r(t)=cot™2, s(t)=cicft™2, X2c3=1.

Damit ergibt sich als schwache Losung
- _n 1) 12
u(t,z)=s(t)a(r(t)z)=cicjt 2Cexp<—p§‘cot 2$‘ )
&

Damit ergibt sich

7. Skalierbarkeit von Modellen, Entdimensionalisierung, Ahnlichkeit

Numerische Werte einer physikalischen Grofle in einem mathematischen Modell werden in
Bezug zu einem System von Einheiten gemessen. Zum Beispiel sind m, km, Zoll, Meile Léngen-
masseinheiten, s, h, d, a Zeitmasseinheiten und g, kg, t, b Masseinheiten der Masse. Wir mochten
nun anstatt Einheiten die dahinterliegenden Dimensionen betrachten. Es sei L die abstrakte Di-
mension der Lénge, T die abstrakte Dimension der Zeit und M die abstrakte Dimension der
Masse. Es ist (M,L,T) ein System von Grunddimensionen. Ein solches System von Grunddimen-
sionen ist erweiterbar mit # der abstrakten Temperatur oder etc., es ist aber auch reduzierbar
zu (L,T).

Es sei nun {a;}i—1,. » eine Menge dimensionsbehafteter Parameter und ([a;])i=1,..., die Menge
der dazugehorigen Dimensionen. Ein Fundamentalsystem ist eine Menge unabhéngiger Dimen-
sionen, aus welchen alle anderen Dimensionen des Modells abgeleitet werden.

Definition 28. Essei ([a1],...,[a,]) eine Menge an abstrakten Dimensionen ein Fundamen-
talsystem zu einem System an Grunddimensionen (dy,...,d,), falls

1. Wenn []/_,[a;]%=1 gilt, so folgt 3;=0 fiir alle i=1,...,r.

2. Es existieren a;;€R mit [[;_;[a;]*9 =d; fiir alle j=1,....r. O

Man sieht das System an Grunddimensionen ist selber wieder ein Fundamentalsystem zu sich.

Es seien {ay,...,a,,b1,...,b,, } alle im Modell vorkommenden dimensionsbehafteten Parameter.
Es bilde ([a1],...,[ar]) ein Fundamentalsystem zu einem gewéhlten System an Grunddimensionen
(d1,...,d,). Es lassen sich nun m dimensionslose Parameter definieren durch

b
T Yij
[Ticia;

wobei v;; geeignet gewahlt, sodass [I1;]=1 gilt.

H]:: jz]‘?"‘?m7

"Bs ist y?=(y,y)=|ly||*> mit ||.|| euklidischer Norm.
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Entdimensionalisierung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen

po (O + (v-V)v)=—=Vp+pulov, (54)
divo=0 (55)
sind dimensionsbehaftet.
Variable abstrakte Dimension
L
v Geschwindigkeit T
M
po Massendichte I
M-L/T? M
p Druck/Fliche LQ/_LTQ
d ische Viskositét M
namische Viskosit —
poay IT

Alle Terme der Navier-Stokes-Gleichungen haben die Dimension M/(L2T?). Dies lift sich leicht
nachrechnen

oM. L L_ M
V|=eg ===
e I B TG A P
ML1L M
[po(v-V) ]—ﬁ'T'E'T—LQTQ,
1 M M
VPI= T T e
M 1 L M
[nAv]=—" =

Wir wollen jetzt die Navier-Stokes-Gleichungen entdimensionalisieren. Dazu definieren wir mit
den Referenzgrofien [,t* folgende dimensionslose Variablen

x t
=, Ti=—.
Y7 t
Zur Referenzgrofle pg sei fiir den Druck
p(t,x
r(1,y):= t.) .
Po

Die Groflen [,t* und pg sind spéter noch zu bestimmen sind. Die Geschwindigkeit v skalieren
wir durch
v(t,z)

Vo | ’

U(T’y)::

wobei wir annehmen, dass
v(t, ) = Vs ER®  fiir 2| — 00

mit v, konstante Anstromgeschwindigkeit. Die Menge aller dimensionsbehafteter Parameter ist
nun {/,|vec|,p0,p0,1t}. Wir wéhlen nun als Fundamentalsystem ([|vsol],[p0],[{]). Wir berechnen
als dimensionslose Parameter

t* Po 14
Ih=r———5+, Ihb=—555, H3=—7"—+.
|UOO|71P8l1 |U00|21061Jl0 ‘UOO‘lp(I)ll
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Nach Einfithrung der neuen Variablen erhilt man aus (54) die Gleichung

t* t* t*
‘ql}oo‘(u-vy)u:— LU T

o-u+
pollvec| ¥ pol?

Wir setzen die noch freien Referenzgrofien fest indem wir 177 =1 und IIs=1 wéhlen, d.h.

l

=, P0:= 0| Vool
‘UOO‘

und fithren durch

)
£0
die kinematische Viskositit des Fluids ein. Dann .
,;i
Oru+(u-Vy)u=—Vyr+ ——~Ayu.
Voo |1
Mit L ol
UOO
Ree=—=—""
¢ H3 1%

bezeichnet man die Reynoldszahl eines Fluids. Sie ist dimensionslos und gibt das Verhéltnis von
Konvektion zu Diffusion in einer Stromung wieder. Die entdimensionalisierten Navier-Stokes-
Gleichungen (54), (55), inklusive der Massenerhaltung, lauten dann in unserem Fall

1
T : = —A 5
O-u+ (u-V)u Vr—l—Re u

divu=0. ?

l
Die Reynoldszahl Re=—"— [Voo| ist die grundlegende Grofe fiir die Ahnlichkeitstheorie und erméglicht
v

es, groldimensionierte Experimente im Windkanal durchzufiihren. Der Versuch im Windkanal
muss nur so durchgefiihrt werden, dass die Reynoldszahlen iibereinstimmen. Dann liefern die
Navier-Stokes-Gleichungen das gleiche Resultat w.
Will man die Stromungsverhéltnisse um einen Tragfliigel im Windkanal simulieren, so muss
man etwa das Modell um den Faktor 1000 verkleinern. Man erhélt dann das gleiche Ergebnis,
8

Mit der Kettenregel berechnen wir

Btv: |’l:;o| Ofu,

> 1 ol § oo 2
v )v:Zviaziv:ZWooml|voo|8y7u7 %izluiayiu:L(u.vy)u,
vmp:%“vyr,

phgv= “Zaz iz U= “Zazz(|v00|aylu ) ‘Um|zaylyz 1— ‘UOO|A u.

=1

Wir setzen diese Ableitungen in Gleichung (54) ein und multiplizieren die erhaltene Identitédt mit ¢* /|veo] .
9 Die Massenerhaltung éndert, im Gegensatz zur Impulserhaltung, ihr Aussehen nicht. Denn

)dIV’U Z@Ilvl—zwm\@%ull—|v°°|dlvu divu=0.
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als wenn man die Anstrémgeschwindigkeit um den Faktor 100 vergréflert und die kinematische
Viskositdt um den Faktor 10 verkleinert.

8. Schocks — Stofiwellen

Eine grofie Anzahl von physikalischen Vorgéngen betreffen Schocks. Schocks sind physika-
lisch gesehen Unstetigkeitsflichen der schwachen Losung. Wir geben im folgenden zwei
Anwendungen (Beispiele) in denen wir uns auf eine Raumdimension beschrinken.

Vorerst eine allgemeine Betrachtung zum Erhaltungssatz:

Es sei D ein Gebiet in der tz-Ebene, welches durch eine glatte Kurve I':=(¢,w(t)) (Hyper-
fliche) in zwei disjunkte Gebiete D; und Ds unterteilt wird, also D=D;UI'UDs. Es seien
(u1,q1,0) eine starke Losungen auf Dy und (ug,q2,0) eine starke Losungen auf Ds. Es sei (u,q,0)
eine schwache Losung von Problem (44) mit

u=wu1 auf D mit u; glatte Funktion, u=ug auf Do mit us glatte Funktion,

q=q1 auf Dy mit ¢; glatte Funktion, q=q2 auf Dy mit g9 glatte Funktion.

Dann gilt fiir alle Testfunktionen p€C}(D)
Oz/ udp+q-Opp d(t,)
D

=/ Ulat(P+QIax(Pd(t7x)+/ u20¢p + q20rp d(t, )
D1 D

2

=/ uOp+ 10z d(t,x)+ | O+ 0.q1p d(t,x)
D1 Dl

+/ U23t90+Q23x90d(75,93)+/ Opuz o+ 0rqap d(t,x)
D2 Dl

= [ O(urp)+0(qip) dt,x)+ | Op(u2p) +0x(q29) d(t,7)

Dy Do
- / (w1 0,10)-Flop, dH™ + / (usp,42) - o, AH™,
8D1 8D2

wobei 7igp, der duBere Normalenvektor an Dj im tz-Raum und 7gp, der duflere Normalenvektor
an Doy im tx-Raum. Es ist

nr:="nap, =—1aD,

(Zi) :’w/(tl)m <_w1/ (t)> : (56)

0:/((ul—u2)nt7p+(q1—qg)ﬁ%p)gpd?'("_l fiir alle goEC’é(D)
r

und

St
~
I

Dann folgt

und damit punktweise

OZ(UI—UZ)nt,F+(Q1—Q2)ﬁx,r auf I'.
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Mit der Darstellung der Normalenvektoren (56) folgt
1
0:7<— uy —ug)w' (t) + (g1 — ) auf I'.
O (D41 (u1 —u2)w'(t) + (1 — q2)

Es sei vp:=w’ die Geschwindigkeit der Unstetigkeitsfliche I". Die Sprungbedingung lautet

’ (ug —u1)vpr=q2 — q1 auf I ‘ (57)

Beispiel 30 (Schocks bei hyperbolischen Gleichungen).
Wir betrachten nur die Massenerhaltung mit J=g¢(9) wobei ¢:R—R eine gegebene (zweimal
stetig differenzierbare) Funktion und r=0. Das heisst, es gilt die Massenerhaltung

Oro(t,x) 4+ 0zq(o(t,x))=0 auf (t,x)e€(0,00) xR. (64)
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Die Massenerhaltung 1483t sich auch schreiben als
Oro(t,x)+4'(o(t,2))0z0(t,x)=0  auf (t,z)€(0,00) xR.

Charakteristiken: Wir untersuchen, wie sich eine Losung von (64) entlang von Trajektorien
im Raum verhélt. Sei (¢,2(t)) eine Trajektorie.

t

A
X
A
x(0)
0 S x
x(0) >
oder
Lemma 31. Unter der Annahme
2'(t)=q(o(t,x(t))), (65)
ergibt sich aus (64), dass
d
© olt2(1))=0 (66)
gilt und
' (t)=¢'(0(0,2(0))) . (67)

Also sind die Trajektorien (Charakteristiken) Geraden.

Beweis. Mit der Kettenregel folgt

S 0(t(0)=000(t,2(0) + ' (00u0(t, (1)

Wegen (64) und (65) folgt die Behauptung (66). Aus (66) gilt fiir jeden festen Punkt, also
0.B.d.A. t=0
o(t,z(t))=p(0,2(0)) fir alle teR.. (68)

Eingesetzt in (65) folgt (67). O
Satz 32. Wir betrachten eine Schar von Charakteristiken

(t,xy(t)) mit z,(t)=y+s(y)t, wobei yeR der Schar-Parameter

und s(y)=¢'(0(0,2,4(0))). Es sei

1
t<to mit —>sup(—s'(y)). (69)
to yeR
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Dann ist eine Losung der DGL (64) mit Anfangswerten 0(0,y)=g(y) fir y€R mit g glatte
Funktion, dquivalent zu

o(t,zy(t)=9(y).

Beweis. Siehe TA 16. O

Bemerkung 33. Bedingung (69) ist die geometrische Bedingung dafiir, dass die Geraden
sich bis ty nicht schneiden.

Das bedeutet ¢ ist auf Geraden der Form x,(t)=y+¢'(g(y))t konstant.

. 1
Anstieg: ————
T

fur q’(g(y)#0

x(0)=y X

Schocks: Es sei D ein Gebiet in der tz-Ebene, welches durch eine glatte Kurve I":=(t,w(t))
(Hyperflache) in zwei disjunkte Gebiete D; und Do unterteilt wird, also D=D;UI'UDs. Es sei

o=g0, in Dy, o=p, in Dy, wobei o7,0-€R glatte Losungen auf D; bzw. Ds.

Damit folgt aus der Massenerhaltung die Sprungbedingung
(or—o)vr=q(or) —q(ar) auf I.

Aus physikalischer Sicht kann ein Schock nicht in beiden Richtungen sein, denn es gilt die

Entropie-Bedingung;: q(01)>d¢ (or)

Falls ¢ konkav, das heisst ¢” <0, dann folgt

01<or auf I’ fiir Schocks. (70)

Bemerkung 34. Falls ¢ konvex, das heisst ¢” >0, dann gilt g;> g, fiir Schocks. Wenn man
x durch —z ersetzt, dann ist das dquivalent dazu, dass man g durch —gq ersetzt um dieselbe
Gleichung zu erhalten. O
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Wir nehmen an g; und g, seien Konstanten, g;<g, und ¢”<0. Dann ist I'={(t,w(t))} eine
Gerade, wobei w(t)=vrt+y; mit vr=(q(0,) — » — 01) konstant und y; €R.

//% 7 /
i

o, d 25, o5 A 15 4 25
%

X

/ /

Es sei ¢ konkav. Wir betrachten nun den Fall, wenn o;> o, ist. Es seien ¢; und o, Konstanten.

Verdiinnungswelle: Unter der Voraussetzung, dass ¢” <0 (¢ konkav) und falls g;>g,, dann ist
eine Verdiinnungswelle

o(t,y+tqd (o) =0 fir y<wo,
o(t,yo+1tq' (z))== fir z€lor,al,
ot,y+td (or)=0r  fiir y>yo

eine stetige Losung, wobei yg€R ein freier Verschiebungsparameter ist. Eine dquivalente Formu-
lierung ist

o fir x<tq' (o) +vo
ot,x)=¢ (¢)"'(*5%) dazwischen
or fir - x>tq'(or) +vo

8.1 Zuriick zum Verkehrsflussmodell: kontinuierlich

Wir betrachten ein Straflenstiick, welches weder Zu- noch Abfahrten hat. Die Variable x€R
bezeichne einen Ort auf dem StraBenstiick (a,b) CR. Die Strafe ist fiir uns als Beobachter in
Ruhe, das heisst, wir befinden uns nicht in einem Helikopter oder in einem anderen Fahrzeug.

Es sei (t,z)—o(t,x) die Fahrzeugdichte oder die Verkehrsdichte. Die Fahrzeugdichte gibt
die Anzahl, der sich in positiver z-Richtung bewegender Fahrzeuge zum Zeitpunkt ¢ an. Die
Fahrzeugdichte erfiillt die folgende Gleichung (Massenerhaltung)

Oro(t,z)+div(q(t,x))=0 fir (t,z)€(tog,00) x (a,b). (71)

Der Fluivektor (t,z)+q(t,x) gibt die Anzahl der Fahrzeuge an, die zum Zeitpunkt ¢ den Ort x
passieren. Es sind oder kénnen noch Anfangswerte gegeben sein

o(to,x)=00(x) fir ze(a,b),

wobei gg eine gegebene Anfangsverteilung.
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Beispiel 35 (Mittelung). Wir hatten in Kapitel 1.1 Fahrzeugfolgemodelle studiert, das
heisst wir haben betrachtet

Xi(t):’yi(xi_l(t)—xi(t)) izl,...,n. (72)

Jedes x; (wobei té€ (tg,00)—x;(t)€(a,b)) beschreibt die Bewegung eines Fahrzeuges in der Zeit
t. Fahrzeugfolgemodelle sind mikroskopische, diskrete Modelle.

Wir wollen nun makroskopische, kontinuierliche Modelle daraus ableiten. Die ”gemittelte
Fahrzeuganzahl” und die ”gemittelte Fluf3” ist gegeben durch

os(te) =) Us(w—x;(1))20,  as(t.x)=) %i(t)s(z —xi(t)).
i=1 =1

Bei der ”gemittelte Fahrzeuganzahl” wird iiber die Anzahl der Fahrzeuge gemittelt. ( Dies ist
eine Mittelung nur mit m;=1. Es wird hierbei kein Unterschied gemacht, wie grofl und schwer
die einzelnen Fahrzeuge tatséichlich sind. Also sprechen wir hier von der Fahrzeugdichte. ) Nach
Lemma 17, Gleichung (41), gilt fiir die ”gemittelten Grofilen” die Massenerhaltung

Op0s +divgs=0.
Mit der ”gemittelten Geschwindigkeit”

_ i Xi)Ys(z—xi(t))

vs(t, )=
’ iz ¥s(@—xi(t))
gilt
gs(t,x)=os(t,z)vs(t,2).
Im Limes sind viele Fahrzeuge da und die Anzahl geht gegen unendlich. a

Aufgrund obiger Motivation machen wir folgende Annahme
q(t,x)=p(t,z)v(t,x) mit v die Geschwindigkeit der Fahrzeuge

in der Massengleichung (71). In makroskopischen, kontinuierlichen Verkehrsmodellen wurde der
folgende konstitutive Ansatz nach Lighthill, Whitham und Richards (LWR) gemacht

v(t,z)=0(0),  qlo(t,x)):=0(t,x)v(o(t,x)).
Damit ergibt sich die Klasse der LWR-Modelle
do(t,x)+div(q(e(t,z)))=0. (73)

Gleichung (73) nennen wir Transportgleichung.
Wir betrachten nun Beispiele dazu.
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Modell von Greenshield

Q)’

8(0) =vmax (1 —

(j(@):vmaxQ(l_ ¢ )7

0€[0,0E), 0p:=+00;

€(0,0r), op:=-+00;

max Qmax
Modell von Greenberg
N 0 X
v(@)::vmaxln( rI;aX) ) Q(Q):Umaxgln(gn;ax) ’ 0

44

Modell von Underwood

9(0):=vmaxexp (—

Q(Q) =VUmax 0€XP ( -

Qmax

10 15 20

\

QG[O7QE)7 QE::QQma)d
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Modell ohne @,ax

1 0

— q = — €0 =—400.
Qeff‘i‘Q’ Q(Q) max Qeff‘i‘Q’ 0 [ 7QE)7 OF

’[)(Q) ‘=Umax

Hierbei ist vmax in den Modellen von Greenshield und Underwood die Geschwindigkeit der
Fahrzeuge, welche fiir p—0 gefahren wird. In den Modellen von Greenshield und Greenberg
reprasentiert der Wert o=pmax €ine maximal belegte Strafle.

Fir alle diese Verkehrsmodelle gilt

?'(0)<0,

das bedeutet, je grofler die Verkehrsdichte um so geringer die Geschwindigkeit der Fahrzeuge.
Fiir alle obigen Modelle ist

q"(0)<0 fir 0€[0,08),
das heisst ¢ ist konkav auf [0,0g].

Bemerkung 36. Mit ¢'(0)=10(0)+ 0t'(0) gilt

q'(0)<0(0).

Der Term ¢'(p) kommt in der Transportgleichung 9;0+ div(G(0))=0 vor (siehe (73)) und diese
ist dquivalent zu
dro+q'(0)-Vo=0.

Das heifit die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Fahrzeugdichte ist kleiner als die Geschwindigkeit
der Fahrzeuge selbst.

Wir betrachten im Folgenden vier Situationen, welche im Straflenverkehr auftreten kénnen.
Es seien oy, 05 und g, reelle Konstanten.

Stau-Ende: Wir betrachten zuerst ein Stauende. Das Stauende entspricht einer Unstetig-
keitsflache I" einer schwachen Losung p=o(t,x), wobei o=y die konstante Fahrzeugdichte hinter
dem Stauende und p=ps die konstante Fahrzeugdichte vor dem Stauende (das heisst also im
Stau) sei. Es wird weiterhin angenommen, dass die Fahrzeuge, welche sich vor dem Stauende
befinden mit einer sehr geringen positiven Geschwindigkeit fahren.
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t
A Stauende Pe<Py
r
X=y +v_t
tor Stau
P
f ps
e (GEPy EP gey e >
yl X

Wir wissen aus Kapitel 8, Bedingung (57), (oder auch siehe Beispiel 30, Schocks bei hyperboli-
schen Gleichungen) aus der Transportgleichung (73) folgt

(0s—of)vr=4q(os) —q(oy) auf I,

wobei vr die Geschwindigkeit der Staufront ist. Ein Stau ist ein Schock. Wie wir wissen ist die
einzige sinnvolle physikalische Schocklosung (siehe Beispiel 30, Entropie-Bedingung, Eigenschaft
(70))

0f<0s-
Das ist auch anschaulich klar, die Verkehrsdichte im Stau ist grofler als die Verkehrsdichte hinter
dem Stauende.

Stau-Anfang: Es werde zum Zeitpunkt tg=0 vom Ort yg€R ein Hindernis von der Strafle

weggeriumt. Es sei g5 die konstante positive Fahrzeugdichte im Stau und g, die konstante
positive Fahrzeugdichte vor dem Stauanfang.
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A Stauanfang P>P,

Verdiinnungs-
welle

Es sei gs>0,. Wie in den allgemeinen Fall Beispiel 30 beschrieben ist die Entropie-Bedingung
nicht erfiillt. Es kann damit keine Schocklosung existieren. Die schwache Losung ist stetig und
wird Verdiinnungswelle genannt

o(t,y+1tq' (0s))=0s fir y<yo,
o(t,yo+tq'(z))== fiir 2€[gq,04),
o(t,y+tq'(0a))=0a  fir y>yo.

Es sei 9(ps) die Geschwindigkeit mit der sich der Stau auflost. Mit
vs: =4 (0s) (74)
gilt

Lemma 37. FEs gilt
U3<6(Qs) .

Das heisst der Stau lost sich nach hinten auf.
Beweis. Siehe Bemerkung 36. ad

Stau-Auflésung: Es sei das Stauende y; links vom Stauanfang yg, d.h. y1 <yo.
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A Pe<Pg, P,<P
X=yo+ vt

Stauauflosung
t* B R R R P PRI LY

Verdilinnungs-
welle

Lemma 38. Fs sei ¢” <0. Dann ist
vr>vsg,
wobei vs in (74) gegeben und vr die Geschwindigkeit des Schocks ist.

Beweis. Es ist, da ¢” <0,

q(os)—d(or) 1 /"S

vp= = q'(r) dr>q (os).
0s — Of Os —0f Jo; ~~~
H;)—’ >q'(0s)

Es ldsst sich nun der Zeitpunkt t* berechnen, wenn der Stau sich aufgelost hat. Es ist
y1tort"=yo+vst",
und damit

_Yo— Y1
Ur —Us .

t*
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Bemerkung 39.

L& keine Stauauflosung

Die Aussage des Lemma’s gilt
nicht fiir ¢”=0. Dann st
sich der Stau vorne genauso
schnell auf, wie er von hinten
anwéchst.

o e e

v

Nach der Stauauflésung:

t pf= pa< pS

t*‘

Die Geschwindigkeit v ist hierbei

_qlo(t,x))—dq(oy)
vr(to)= o(t, ) — oy

fir (t,x)el’, t>t*,

wobei o(t,z)=(¢")"" (@)

fiir t* Stauauflosungszeitpunkt. Mit der Parameterisierung der Kurve I'={(t,w(t))} folgt
qo(t,w(t))) —q(er)
o(t,w(t)) — of

Das ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung, welche fiir einen gegebenen Start-
punkt (t*,w(t*)) eine eindeutige glatte Losung w:R; —R hat.
(Die Losung w ist glatt, da q(p) stetig in t*)

()= wobei  o(t,z)=(g") ! (‘”*yo) .

t
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9. Energiegleichung

Wir betrachten N Massenpunkte, welche sich nach folgenden gewthnlichen Differentialgleichun-
gen verhalten

%mi(t):ri(t), (75)
2 (mattyatn)) = Zg” xi(t) ~ ;1)) + (1), (76)

J#Z
Es ist x;(t)€R? der Ort des i-ten Massenpunktes zum Zeitpunkt t€R, und m;(t)€R dessen
Masse. Es seien weiter g;;(x;(t) —x;(t)) mit g;;:R*—>R3 die Wechselwirkungskrifte zwischen
dem i-ten und j-ten Massenpunkt. Wir setzen voraus, dass ¢;;(xi(t) —x;(t))=—g;i(x;(t) —x;(t))
gilt. Alle anderen Krifte, die auf den i-ten Massenpunkt wirken, seien mit f; bezeichnet. Wei-
terhin ist r; die Massenproduktion (Massenreaktionsrate) des i-ten Massenpunktes. Wir haben
diese Modelle bereits in (17)-(18) und (38)-(39) (mit Massenfluss) betrachtet.

Wir definieren die ”gemittelte Energiedichte”

ZE JUs(z—x4(1)) -

Hierbei ist

£,0)=""" |02 - ZGqu % (1)

J#l

die Energie des i-ten Massenpunktes mit dem Potential G;;:R3—R, wobei gilt
VGij(z)=gi(x)  fir zeR’

Der erste Summand von F; ist die kinetische Energie und der zweite Summand entspricht der
potentiellen. Der Einfachheit halber fithren wir folgende Notation ein

Gij (£):=gij (xi(t) =x;(8)  und Gy (t):= G (xil) —x; (1)) .
Wir beweisen nun

Lemma 40. Fs gilt die Energiegleichung (bzw. Energieidentitit)

S ri(t)
NEu(t.) + div(@,(t,2)) = (X)(6),£i(t) - 5

=1

x|(t) Js(o () (77)
fiir (t,x) R, x R3, wobei

s(t,7) ZE (t)ths(z — x4 (1))

+ Z <gZJ ) z +X ( )> X] / ws —(1-s Xz(t)—ng'(t))dg

,Jl

der ”gemittelte Energiefluss” ist.
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Beweis. Aus der Massenerhaltung folgt mit der Produktregel

D750 ey 12) =" o 1) 2 4 s 1) ) 1)
= (x40, " (1) 4 1) "<t>>:<xz<t>,%(mm)x;(t)) 00
(N ri(t)
=0, 2 (1) +£:() - "5 (1))
i
Hierbei wurde im letzten Schritt die Massen- und Impulserhaltung eingesetzt.
d (=1 al
(32 LG x5 (1)) == D (Vi) x5 (1) X4 (0) X (1))
j=1 j=1
J#i J#i R . 1
——(x0,>_5u(0)) + Y 5 (GO X +3(1)
77
Insgesamt ergibt sich
N
thl(t):<x;(t),fz(t)_ Tz(t)xf(t)> + ;;@”(t) () +x)(1))
i#i
Wir betrachten nun
N
0,Es(t,) Zdt sz —xi(t)) + Y Ei(t) Vs (a —x4(t)) (— (1))
i=1
_Z< iét)x (t )>¢S z—x;(t))+ Zl <ng t)+x(t )>1/)S(x—xi(t))
i

—le(ZE (t)s(x— Xl(t))>.

Wie im Beweis in Lemma 17 folgt nun (Hinweis: Behandle hier (g;;(t),x;(t)+x(t)) wie r;(t) dort.)

N

> §<@j<t>,xz<t>+X9<t>>¢s<”“"““”
Z'7‘74:1

i

:—div(iz<§ij(t),xg(t)+x;-(t)> (xi(t) —x;(t /% - —sxl(t)—éxj(t))dg).

ij 0
Beispiel 41.

1. Gravitation von IN Korpern mit der jeweils konstanten Masse m;
Siehe HA 2: Die Energie der einzelnen Massenpunkte ist hier definiert als

Ei(t) =75 Ixi(t ||2—f§j”xzmlmf al

1]1
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Das heifit, die Massen- und Impulserhaltung lauten

- xi(t) ;1)

mx;(t)=—Y mim;G—— g , fir i=1,...,N
jz_; T () —x; ()]
G

Da f;=0 und r;=0, so folgt das die rechte Seite in (77) verschwindet. Damit gilt die

Energieerhaltung: 0rEs+div(Ps)=0

. Duffing Oszillator
Siehe TA 8: Hier ist N=1 mit konstanter Masse m=1. Fiir die freie Energie gilt
1

B(t):= |2/ ()P + 5 Bl + Sala(n)]*

=G(z(t))

Das ist ein Ausnahmefall zu obigen, da hier nur ein Massenpunkt betrachtet wird. Es ist
G der potentielle Energieanteil. Die Impulserhaltung ist

2" (t)=—Px(t) — ax(t)® -0z (t) fiir teRy
——
=g(=(t)) £(t)

mit 6 >0. Die Massenerhaltung ist trivial, da r;=0. Die Energieidentitit lautet nun
&5+ div(ds) =—6]2 (¢)]* <0.
Damit gilt die
Energieungleichung: s+ div(P) <0

fiir isothermale Prozesse.
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10. Anhang

10.1 Anhang zu Kapitel 1

Anhang 42. Aus TA 1 kennen wir folgende Aussage:
Wir betrachten folgendes Problem

Es gilt: Ist y die Losung von
y:D% y(0)2571$0

dann folgt
z=_Sy lost (*).

Hierbei ist A=SDS™1!,
D=diag(\1,..,A\n), A\ EW

S:(UA1 ,...,U)\n), U, EV.
Wir wenden nun diese Aussage auf die Berechnung der exakten Losung von Problem (5) an.

Berechnung der EW:

_ A1 \_y2 _
det(A—)J)-det(_1 _5_)\>—)\ +eA+1=0
also
Mam—Say1-5
2T 4
Berechnung der EV:
(A= ATv=0

es folgt

1 1
Ux, = -1 Ur, = 1.
—syJ1-22 —spy1-22

Also ist S=(v,,vx,) und damit z(t)=Sy(t). Es folgt fiir die erste Komponente der Losung x=(z1,22):
AeMt
zi(t)=(1 1) (Be,\ﬁ) ;
wobei die Konstanten A und B aus den Anfangswerten bestimmt werden. Also ist die allgemeine Losung

A B £ T4 g2 ~ . 22
xl(t):A(’/)\lt+B€)‘2t:e_§t(A€l\/;t_’_Be_l\/;t).
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