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Vorwort

Die Erforschung der Natur ist heute dadurch charakterisiert, dass friiher getrennte
Disziplinen immer stirker zusammenwachsen. Dies gilt auch fiir die Astronomie und
Physik. In dem Mafe, wie das Verstindnis des Kosmos und seiner Abldufe zunimmdt,
wichst die Bedeutung der Physik im Rahmen der Astronomie. Dadurch werden grofle
Bereiche der Astronomie immer mehr zur Astrophysik.

Dieses Zitat aus der alten Denkschrift Astronomie (1987) der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft beschreibt ein wichtiges Anliegen der Vorlesung, nimlich die physikali-
schen Grundlagen, nach denen astronomische Objekte funktionieren, zu beleuchten.
Um den astrophysikalischen Bezug zu betonen, miissen einige Ergebnisse der theore-
tischen Physik, wie Thermodynamik, klassische Mechanik, Atom- und Kernphysik,
Relativititstheorie, um nur einige zu nennen, ohne ausreichende Ableitung iiber-
nommen werden.

Der erste Teil stellt im Wesentlichen eine Einfithrung in die Astrophysik hydrostati-
scher Konfigurationen, in einige relevante Strahlungsprozesse sowie in die elementare
Plasmaphysik dar. Der zweite und dritte Teil dieser auf zwei Semester konzipierten
Vorlesung behandelt eine Auswahl von astrophysikalischen Phianomenen des Inter-
stellaren Mediums (ISM) bzw. galaktische und extragalaktische Fragestellungen der
Astrophysik. Bedingt durch den Bachelor-Studienplan Astronomie an der Univer-
sitit Wien und die Stoffaufteilung zwischen den Teilen der Vorlesung, unterscheidet
sich die Auswahl des Stoffes etwas von friiheren Astrophysik Vorlesungen.

Obwohl die astrophysikalische Forschung groftenteils noch cgs-Einheiten verwendet,
sind die konkreten Zahlenwerte dieses Skriptums in SI-Einheiten angegeben. Zur
Vertiefung des Stoffes stehen in den Ubungen zahlreiche Beispiele zur Verfiigung.

Zu guter Letzt mochte ich mich bei Herrn Dr. Harald Héller herzlich bedanken, der
einige Teile des MHD-Kapitels getippt hat. Fiir Hinweise zu Fehlern, Kritik und
Anregungen zu fehlenden Aspekten bin ich dankbar.
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Kapitel 1

Stellare Astrophysik

In diesem Kapitel werden in erster Linie Phinomene besprochen, in denen die Eigen-
gravitation eine entscheidende Rolle spielt, also Sterne und Planeten, aber auch
Kollapsstrémungen und allgemeinere Gleichgewichtskonfigurationen.

1.1 Hydrostatische Konfigurationen

1.1.1 Stellare Zeitskalen

Beginnen wir mit der Definition eines Sterns als selbstgravitierende, selbstleuchtende
Gasmasse, die sich einerseits im

e mechanischen (=hydrostatischen) Gleichgewicht befindet. Die Gravitation
wird durch die Druckkrifte (Fliehkraft, Magnetfeld) kompensiert. Andererseits
gilt fiir einen Stern ebenso, dass er sich im

o thermischen Gleichgewicht befindet. Die Abstrahlung an der Oberfliche ent-
spricht der Energieproduktion im Inneren.

Eine solche Definition ist zweckméafig und reicht fiir die weiteren Anwendungen
aus. Allerdings strahlen Sterne Energie ins Weltall ab und &ndern ihre chemische
Zusammensetzung, sodass man in der Folge auch eine zeitliche Entwicklung mit
folgenden Phédnomenen in Betracht ziehen muss:

e Normale Hauptreihensterne entwicken sich auf nuklearer Zeitskala und kénnen
verschiedene Brennphasen mit unterschiedlicher Energieproduktion durchlau-
fen.

e Die Variabilitdt der Helligkeit ist oftmals auf radiale und/oder nichtradiale
Pulsationen zuriickzufiihren. Es gibt Schwingungen um die Gleichgewichtslage
und es stellt sich die Frage nach der Ursache des Pulsationsmechanismus, der
grofrdumige Bewegungen anregen kann.
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Sterne sind teilweise nicht im thermischen Gleichgewicht, d.h. Energiepro-
duktion und Energieabgabe sind nicht im Gleichgewicht. Sterne wihrend der
Vorhauptreihenentwicklung oder Weile Zwerge sind

Beispiele dafiir.

Sterne entstehen und vergehen in dynamischen (hydrodynamischen) Phéno-
menen, z.B. Kollapsstromungen, Novae und Supernovae.

Als weiteren Ausgangspunkt fiir zahlreiche Vergleiche nimmt man die Parameter
unserer Sonne:

Io= | 3810%W
My = | 1.989-10kg
Ro = | 6.96-10°m
Tug = | 5800K

Den Entwicklungsweg eines Sterns bestimmen im Wesentlichen drei Zeitskalen. Da
sie die Komplexitit der Sternaufbaugleichungen verringern konnen, sind sie von
besonderer Bedeutung:

a)

Auf der nuklearen Zeitskala indert sich die chemische Zusammensetzung des

Sterns, wobei Masse M und Leuchtkraft L eingehen,
1 0.007 Mc?

Y ——— . 1.1

he=90" L \L-1)

Der Faktor 0.007 kommt bei Wasserstoffbrennen aus dem Massendefekt zwi-

schen den H-Atomen und dem resultierenden He-Kern, der Vorfaktor von 0.1

ist aus Sternentwicklungsrechnungen entnommen, da ungefahr 10% des Was-
serstoffvorrates verbrannt werden, ehe ein Stern die Hauptreihe verlésst.

Mit Hilfe der thermischen oder Kelvin-Helmholtz Zeitskala lassen sich die Ab-
weichungen vom thermischen Gleichgewicht charakterisieren. Es ist die Zeit-
skala, die ein Stern bendtigt, um seine thermische Energie Eiperm mit Hilfe der
Leuchtkraft L in den Weltraum abzustrahlen,

. . Etherm -~ GM 2
KHE= —p— = pm e
wobei die zweite Form der Gleichung mit Hilfe des Virialtheorems (siehe Ab-
schnitt 1.11.2) umgeschrieben werden kann.

(1.2)

SchlieBlich beschreibt die mechanische Zeitskala die Schall-Laufzeit durch den
Stern mit Radius R
R R3
Tdyn = Cs = GM : (13)
Es ist die typische Einstellzeit des hydrostatischen Gleichgewichts und gilt
auch als charakteristische Pulsationsperiode der radialen Fundamentalmode
(siehe Abschnitt 1.8) .



Abbildung 1.1: Hydrostatisches Gleichgewicht einer Kugelschale mit Dicke dr in
sphérischer Symmetrie. Das Materieelement dm wird im Gleichgewicht zwischen
Schwerkraft und Druckkraft gehalten.

Ohne auf mehr Einzelheiten eingehen zu kénnen, ist zusammenfassend zu sagen,
dass fiir alle Hauptreihensterne die obigen Zeitskalen sehr verschieden sind. Es gilt

Thuc 2> TKH 2> Tdyn- (14)

1.1.2 Hydrostatisches Gleichgewicht

Unter der Annahme, dass sich Schwerkraft und Gesamtdruck P (vergl. Abb. 1.1)
die Waage halten, kénnen wir folgenden Ansatz fiir as Massenelement dm machen

APdA = —gdm = —gh drd4,

AV
wobei g die Schwerebeschleunigung bezeichnet und fiir dm = pdrdA gilt. Nach
Kiirzen von dA lisst sich die letzte Gleichung wie folgt umschreiben
[ dP
— = —pg. 1.5
dr P9 (1.5)

Im weiteren wird die Schwerebeschleunigung g aus der Poissongleichung berechnet.

Dazu fiih die bi Radi t te M koo
azu fithren wir die bis zum ius 7 integrier asse ein (fh {) \/

= 4—11 r @
il s f4ﬁr'2p(r’)dr @ (1.6)

Die Poissongleichung fiir das Potential ¢ verwenden wir in sphirischer Symmetrie,
d.h.
2 i (( N
= il S . 1.
DY = rﬂdr(rd) 47Gp (7)

Nach Multiplikation mit 7? und Integration von Gleichung (1.7) erhilt man unter
Verwendung von (1.6)
o d1 r

—_— = 2 = .
e = i drpGredr = Gm, (1.8)

' PT s
womit sich die Schwerebeschleunigung durch lL”L— C
2
Gm ('f;/ = O.m (1.9)
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ergibt. Somit lisst sich das hydrostatische Gleichgewicht durch
dP __Gpm

dr T2

(1.10)

schreiben.

Durch die_Ableitung von Gleichung (1.6) wird der Zusammenhang zwischen inte-
grierter Masse m und Radius 7 hergestellt,

(1.11)
Damit ist die Grundlage geschaffen, das hydrostatische Gleichgewicht (1.10) mit der
integrierten Masse m als Koordinate umzuschreiben,

d_Ii dP dr Gm

dm  drdm  dmrd

(1.12)

Zusammenfassend ist zu sagen, dass die zwei Gleichungen (1.10) und (1.11) eine hy-
drostatische Kugel mit den Unbekannten p(r), P(r) und m(r) festlegen. Als weitere
Bedingung fehlt die Zustandsgleichung, die Druck und Dichte in Beziehung setzt

P=P(pT). (1.13)

Der Zustand des Gases ist auch durch seine Temperatur 7' charakterisiert, was wie-
derum zu einem unterbestimmten Gleichungssystem fiihrt. Im Sternaufbau muss
dazu die thermische Struktur des Sterns mitbestimmt werden. Ohne darauf niher
cingehen zu konnen, wenden wir uns in den folgenden Kapiteln den Fillen zu, in
denen die Zustandsgleichung durch P = P(p) vereinfacht wird.

1.1.3 Mittlerer Druck und Gravitationsenergie

Unter Zuhilfenahme des hydrostatischen Gleichgewichts lassen sich nun verschiedene
GroBen bestimmen. Durch Multiplikation von 47r7® mit Gleichung (1.10) erhélt man
ar _ 4nG pmrd

3 i
A7 E - T, (114)

und daraus wird nach partieller Integration
B qdP R - R arGmpr?
/ a3 dr = [P(r)tlﬂ"rs” . f P(r)dmridr = — f ST g, (1.15)
0 dr 0 0 0 T

Der erste Term iiber den Druck ist gleich null, wenn man den AuSendruck P(R)
vernachldssigen kann. Mit Gleichung (1.11) lésst sich der rechte Ausdruck als die
Gravitationsenergie darstellen,

M R
Egrav = —-/0 Gdem = —3/0 P(r)4nridr. (1.16)



Definiert man den mittleren Druck P als

R R

f P(r)4nridr = P / dnridr = PV, (1.17)
0 0

erhdlt man daraus folgende Beziehung zwischen mittlerem Druck und Gravitations-

energie

Egrav

-
=

(1.18)

3l =

1.2 Planeten

Als einfache Anwendung der Hydrostatik betrachten wir einen Planeten, der als ein
grofler Festkorper, einem Metall dhnlich, beschrieben wird. Die Kompressibilitit des
Materials bzw. deren Inverses, der Elastizitdtsmodul ist durch

definiert, wobei K die Dimension eines Drucks hat und in der GréBenordnung von

etwa K ~ 10" Nm~? liegt. Eingesetzt in das hydrostatische Gleichgewicht (1.10)
liefert diese Beziehung

dP_dPdp Kdp  Gmp

dr Edr T opdr 12
oder schliefilich ; G
0 m,
2~ _.}% : (1.20)

Um konkrete Modelle ausrechnen zu kénnen, ist es nétig den Elastizitatsmodul fest-
zulegen. Aufgrund empirischer Daten wird eine Entwicklung im Druck P nahegelegt,
d.h.

K=Ky+BP+CP*+DP3+... (1.21)

Im Weiteren bleiben wir aber bei einem konstanten Wert bzw. einer linearen Funk-
tion fiir K.

1.2.1 Konstante Elastizitit

Da die Elastizitdt fiir manche Fille druckunabhingig angenommen werden kann,
folgt aus Gleichung (1.19) unmittelbar

dp 1
& 2R, 1.22
;=R (1.22)
die sich mit der Randbedingung po = p(F) zu
P~ P
p(P) = po exp - (1.23)
K,
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integrieren lasst. Da die Relation (1.22) nur fiir kleine Druckunterschiede gilt, ist
eine Entwicklung der Exponentialfunktion zuléssig, d.h.
P'—P0+1(P—Pg)2 1(P—P0)3+”_

Ko 2 K? 6 K3 !

p(P) = po (1+

1.2.2 Lineare Elastizitit

Fiir die meisten Anwendungen ist es ausreichend einen linearen Ansatz zu verwen-
den, d.h.

dp dP
—_—=— 1.24
P K(} + BP ( )
Auch diese Gleichung erlaubt eine elementare Integration mit der Randbedingung
po = p(P) und fihrt zu
SR ()
P=—||l—] -1|+R”R|— 1.25
B [ Po *\po (125)
bzw. zu einem Ausdruck fiir die Dichte
Ky+ BP\YE
= e : 1.26
P Po (KO 4 BP()) ( )

Da. fiir zahlreiche Anwendungen der Druck am Aussenrand Py sehr klein verglichen
mit dem Druck im Planeteninneren ist (Py < P), kénnen wir in Gleichung (1.25)
bzw. (1.26) den entsprechenden Term vernachldssigen und man erhdlt

P = % [(%)B— 1} (1.27)

BP\Y®

Diese Form der Zustandsgleichung wurde zum ersten Mal von Murnaghan (1944)
fiir Planeten angewendet.

Die Losung (1.25) lasst sich in der Form
Ky p T K
( B + 0) (Pu) B i e

schreiben. Als Vorgriff auf das kommende Kapitel (siche Abschnitt 1.3) ist zu be-
merken, dass diese Zustandsgleichung (1.29) die Form einer sogenannten Polytrope
hat (abgesehen von der zusitzlichen Konstanten D). Damit gelten alle Ableitungen
zu Polytropen auch fiir terrestrische Planeten mit

B=1+%, mit 3<B<5. (1.30)
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1.3 Polytropen

1.3.1 Lane-Emden-Gleichung

Unter einer Polytrope versteht man eine einfache Zustandsgleichung in der Form
P=Kp'*s, (1.31)

wobei n den Polytropenindex bezeichnet. Klarerweise gilt fiir den Adiabatenindex

7 = 1+41/n. Setzt man diese Relation in das hydrostatische Gleichgewicht (1.5) ein,

dy 1dP 1 _1dp Ky dp'?

—_—— T — — == — K i 1— — 1. 2
dr pdr p " y—1 dr (1.32)

ergibt sich daraus die Moglichkeit einer direkten Integration, die zu
7 ==
T S S P 1.
¥ — (1.33)

fithrt, wobei die Integrationskonstante durch ¢ = 0 fiir p = 0 verschwindet. Aus
(1.33) folgt fiir die Dichte

Man beachte, dass eine identische Relation abgeleitet wird, wenn als Zustandsglei-
chung (1.31) die Gleichung fiir planetares Material (1.29) zur Anwendung kommt.

Eingesetzt in die Poissongleichung (1.7) liefert dies

1d [ ,dy (7 "
SRt = - |, 1.35
r2dr ("Y dr) 4?TG[ (n+1)K 135}
Diese Gleichung lisst sich durch dimensionslose Variablen
drG
= — A(—p )12 Y B S _
¥ = 9.0(2), z= A(—1.) r, mit A CESAR (1.36)
einfacher aufschreiben, woraus sich nach Substitution in (1.35) die sogenannte Lane-
Emden-Gleichung ergibt
1d /[ ,df
B 0 n = . 1.37
22dz (z dz) e 1:37)

Die Randbedingungen sind durch 6(0) = 1 und #'(0) = 0 gegeben, da p = p.0"
gilt und das Potential am Innenrand regulir bleiben soll. Der &uere Rand wird bei
p = 0 erreicht, d.h. die erste Nullstelle der Funktion #(2) wird mit 2, bezeichnet.
Die Losungen der Lane-Emden-Gleichung sind in Abbildung 1.2 dargestellt.



10/ - = ¥ + & o ]
[ Lane—Emden Funktion ]

0.6

8(z)

0.4

0.0l

Abbildung 1.2: Lésungen 6(z) der Lane-Emden-Gleichung mit zugehtrigen Nullstellen z,
fiir verschiedene Polytropenindizes n. Die Werte n > 5 fithren zu keinen physikalischen
Lésungen.

1.3.2 Eigenschaften der Lane-Emden-Lésungen

Aufgrund der obigen Definitionen und der Beziehung (1.34) gilt fiir alle Polytropen

=[-__—“’° ]n P= P it P—[—-——“ ]m (1.38)
Pe= 1"+ K] ¢ | TmrnEl |

Die Masse einer Polytrope ergibt sich aus der Integration von Gleichung {1:13);
da r3/2% aufgrund von (1.36) konstant ist, und somit vor das Integral geschrieben
werden kann,

T 3 z 3 z
— 2 n . i 2 An . i d 2d9
m(r) -—/0 4dnrrep Odr = 417,0,;3—3/; 2°0"dz = —411',0,_.;[; o (z o dz. (1.39)
Der Integrand ist die negative linke Seite der Lane-Emden-Gleichung (1.37), d.h. das
Integral lasst sich direkt auswerten

il =i (—é j_i) . (1.40)

Die Gesamtmasse M ist demnach dieser Ausdruck am Radius R, also der entspre-

chenden Nullstelle z,,
v = amp 8 -1 %8 (1.41)
Bl zdz ), ' '

wenn z, die Nullstelle der Polytrope mit Index n bezeichnet. In Abbildung 1.2 sind
diese Nullstellen fiir Werte n = 0, 1.5, 3 deutlich hervorgehoben. Es ist zu beachten,
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“n pe/p
244949 1.0

3.14159  3.28987
3.65375  5.99071
4.35287 11.40254
6.89685 54.1825
00 00

L R e e =1 I~
T

Tabelle 1.1: Nullstellen und Dichteverhiltnisse fiir einige Polytropenindizes

dass sowohl die Nullstellen als auch der Klammerterm ohne Details des Sternmodells
berechnet werden kénnen. Mit Hilfe der mittleren Dichte p findet man

_3M p ([ 3db
P= iR o ( ;a)zzh- (1.42)

In Tabelle (1.3.2) sind die Werte der Nullstellen z, sowie das Dichteverhiltnis (1.42)
zusammengefasst.

Ohne Ableitung wird noch hinzugefiigt, dass fiir drei Werte des Polytropenindex 7
geschlossene Losungen existieren

n=0: Gfs) = 1-322 (1.43)

n=1: 6,(z) = §1121_z (1.44)
1 .\~

n=2>o: 95(2:) = (1 + 522) 4 (145)

Daraus wird deutlich, dass fiir Werte n > 5 kein endlicher Rand vorhanden ist.

1.4 Weille Zwerge

Die Theorie der Polytropen hat den Nachteil, dass die Konstante K in der Zustands-
gleichung P = K p” unbestimmt bleibt. Eine wichtige Anwendung ergibt sich jedoch
aus dem Grenzfall, in dem ein Stern durch den Druck der entarteten Elektronen
stabilisiert wird. Die Zustandsgleichung hat die Form P = P(p) und die Konstan-
te K folgt explizit aus der Teilchenstatistik fiir ein Fermi-Gas. Derartige Objekte
heilen Weile Zwerge und sind der Endzustand von sonnenihnlichen Sternen. His-
torisch gesehen ist Sirius B der erste entdeckte WeiBe Zwerg. Der Name wurde von
A. Eddington eingefiihrt, der auch zeigte, dass aufgrund der Allgemeinenen Relati-
vitétstheorie die stellaren Spektrallinien eine gravitative Rotverschiebung von

% = g- = % oder v =0.6362 ﬂéjgj
aufweisen miissen.

kms™! (1.46)



—

Masse [Mg) Radius [Rg)] Ter [K] Avlkm/s]
Sirius B 0.978 = 0.002 0.00864 & 0.00012 25200 80.42+4.83
40 Eri B 0.501+0.011  0.0136 & 0.00024 16900 23.3+0.6
Stein 2051 | 0.50 & 0.05 0.0115 4+ 0.0012

Tabelle 1.2: Beobachtete Parameter der genannten Weifien Zwerge (Sirius B: Barstow
et al. 2005, 40 Eri B: Shipman et al. 1997)

1.4.1 Historisches und Beobachtungen

o 1783: W.H. Herschel beobachtet das Doppelstern-System 40 Eridani B und
findet damit den 1. WeiBlen Zwerg, ohne ihn als neue Klasse von Objekten zu
erkennen.

o 1834: F. Bessel schlieBt aus Eigenbewegungen, dass Sirius einen unsichtbaren
Begleiter hat.

o 1862: A. Clark findet Sirius B am vorausberechneten Ort, M =~ 1 Mg und
L ~ 1/400 L, aus Parallaxen-Beobachtungen.

e 1925: W. Adams bestimmt des Spektraltyps zu F mit Teg ~ 8000K und
R ~ Ry /55, woraus sich eine mittlere Dichte von p = 6.1-107 kg/m?® ergibt.

e 1926: R.H. Fowler zeigt, dass Ionisation auch bei 7" — 0 erfolgt und dass nach
dem Pauli-Prinzip ein Elektrongas durch eine Fermi-Dirac-Statistik beschrie-
ben wird.

e 1931: S. Chandrasekhar legt seine Berechnungen zu Polytropenmodellen mit
relativistisch entartetem Elektrongas vor und zeigt damit die Existenz einer
Grenzmasse, der heute sog. Chandrasekhar’schen Grenzmasse.

1.4.2 Zustandsgleichung fiir entartetes Elektronengas

Ohne hier die Ableitung zu geben (siche z.B. Weigert & Kippenhahn 1980), ldsst
sich die Zustandsgleichung fiir ein nicht-relativistisches, aber vollstindig entartetes
Elektronengas mit der Elektronendichte n, berechnen

3\ 2/3 5/3
Pe,n‘r. == (3h ) : ( p ) = K, p5}'3’ (147)

81 Sme \ Hep

wobei das sog. mittlere Molekulargewicht der Elektronen . auftaucht. Die gravitativ
wirkende Massendichte p wird dazu iiber

P = feMpTe (1.48)

10



log Temperatur [K]

Ultrarelativistisch entartetes e~ Gas

log Dichte [g/cm?3]

Abbildung 1.3: Die Ubergangsregionen in der Zustandsgleichung eines Sterns zeigen wel-
che physikalischen Effekte den Druck dominieren. Die diinnen Linien zwischen 104 und
10° K zeigen die Ionisation von Wasserstoff und Helium.

umgeschrieben. p, gibt das Inverse der Anzahl der Elektronen pro Nukleon an,
also fiir ein reines Wasserstoff-Plasma gilt p, = 1, fiir ein reines Helium-Plasma
beispielsweise p, = 2. Ebenso findet man p, = 2 fiir einen typischen Weilen Zwerg,
der im wesentlichen aus einem Gemisch von Kohlenstoff und Sauerstoff aufgebaut
ist.

Der andere explizit darstellbare Grenzfall ist das extrem relativistische entartete
Elektronengas (rechtester Bereich in Abb. 1.3), fiir welches

3 1/3 4/3
Pe,c.r. = ( i ) 46 ( £ ) = Ky 94/3 (149)

3Ty, My ;;
giiltig ist. Beide Zustandsgleichungen sind im Falle vollstandiger Entartung von der
Temperatur T' unabhéngig.

Das Ubergangsgebiet zwischen entarteten Elekronen und idealem Gas kénnen wir
einfach abschdtzen, in dem wir den jeweiligen Elektronendruck gleichsetzen,

5/3
P, = Pe,n.r‘ oder ka = K, ('ﬂ) ) (150)
HeTp He
woraus sich der Ausdruck
5 o\ %2
L= ( ) T3/? = 2.4.107°T%2 [kgm™3) (1.51)
He mpKl

11



ergibt. Dieser Ubergang zwischen nichtentartetem und entartetem Elektronengas ist
ebenfalls in Abb. 1.3 als Linie eingezeichnet.

1.4.3 Chandrasekhar’sche Grenzmasse

Betrachtet man nun die entsprechende Polytrope mit n = 3 oder v = 4/3, so folgt
fiir die Gesamtmasse aus Gleichung (1.41)

M = 4np.R? (—1 @) , (1.52)
z3

z dz

und der Wert des z-Terms kommt aus Tabelle 1.3.2. Zur weiteren Berechnung
bendtigen wir die Beziehung aus den dimensionslosen Variablen (1.36)

w_ 4G - 1?*2
K= v~ ('n+1) (=ve) (1.58)

beziehungsweise die Relation

(—%e)" = pe[K(n + ", (1.54)
die aus Gleichung (1.38) folgt. Damit gilt fiir die Polytropen Konstante

4?TG (n— ])}1“

2
= — 4t wGpifa% mit n=3. (1.55)

Insbesondere muss diese letzte Gleichung am Rand des Sterns bei7 = R und z = z;
gelten, um daraus die zentrale Dichte p. zu bestimmen

pe = (-ﬁ—éz:%) ">, (1.56)

Setzt man diesen Ausdruck in die Masse der Polytrope (1.52) mit n = 3 ein, ergibt
sich eine vom Radius unabhéngige Masse

et [ (o) o

Fiir den Grenzfall, dass der gesamte Stern durch den Druck extrem relativistischer
Elektronen gehalten wird, ergibt sich nach Einsetzen der Naturkonstanten in (1.49)
mit K = K, die Chandrasekhar’sche Grenzmasse

5. 836

My, = Mo=144My  fir pe=2. (1.58)

E
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Abbildung 1.4: Die Entwicklung des Sternzentrums in Temperatur und Dichte fiir ver-
schiedene Sternmassen verdeutlicht die Entstehung von Weilen Zwergen fiir massearme
Sterne mit M < 8 Mg. Die verschiedenen Brennphasen sind als gestrichelte Linien einge-
zeichnet, ebenso wie der Ubergang zwischen entartetem und nichtentartetem Elektronen-
gas (nach Iben 1991, ApJ. Suppl. 76, 55).
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1.4.4 Entwicklung zum Weiflen Zwerg

Wir stellen hier die Frage, wie die Kernregion eines massearmen Sterns auf kleine
Anderungen reagiert. Dazu bringen wir eine kleine Stérung z an den Gleichgewichts-
radius 7 an, d.h.

r—r(l4+z) mit |z|]<r und z#z(m). (1.59)

Die Stérung z soll demnach nicht von der integrierten Masse m abhéngen, also
eine Lagrange’sche Storung sein. Eingesetzt in die Gleichung der integrierten Masse
(1.11)

m dm
e Ao > ———  —Amr? c 1.
dr wpT" — (1 + ﬂ‘:)d?" nr (1 + .’L‘) (P+ (59) ’ ( 60)
und Multiplikation und Linearisierung liefert dazu die Dichteinderung
dp
— =-3z. 1.61
: (L61)

Dieselbe Vorhangsweise beim hydrostatischen Gleichgewicht (1.12), geschrieben in
der integrierten Masse m,

gdP Gm  dP oP Gm
B0 e s B ) ———— .62
dm dnrt ' dm (1 ¥ P) drri(l + )t (1.62)
woraus durch Linearisierung der Term
% = —4z (1.63)

hervorgeht.
Weiters benotigen wir eine Zustandsgleichung, die wir allgemein in der Form

p== OPRP, (1.64)

ansetzen. Fiir ein ideales Gas gilt dann & = § = 1. Fiir kleine Anderungen ist
z.B. eine Binomialreihenentwicklung durchfithrbar

(p+08p) = C(P+68P)(T+6T)" (1.65)
5p sP1E[. T
1+? = |:1+?:\ |:1+?:|

1+ a3 (%) (£ 2+ § bt ey (2T 2+
“IrJ\P) T T T T\ )\T) T
Die Linearisierung liefert schlieBlich eine differentielle Zustandsgleichung der Form

sp 6P 0T
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Die Substitution von (1.61) und (1.63) fiihrt auf

pOT _44-3 . 0T _4a-3
6p T 3§ dlnp 36

(1.67)

Fiir ein ideales Gas ergibt Gleichung (1.67) mit & = § = 1 eine Steigung von 1/3,
so dass sich das Sternzentrum unweigerlich in das Gebiet der entarteten Materie
bewegt, wie in Abbildung 1.3 dargestellt. Dann entwickelt sich die Zustandsgleichung
der entarteten Elektronen zu v = 5/3 mit & = 3/5 und § ~ 0, so dass (1.67) stark
negativ wird, d.h. bei einem weiteren Dichteanstieg sinkt die Zentraltemperatur
und die Entartung nimmt zu. Erst im ultrarelativistischen Fall wird v = 4/3 und
damit &@ = 3/4, so dass sich das Zentrum nach (1.67) mit der Ableitung gleich Null
stabilisiert.

Der stellare Entwicklungsverlauf ausgehend von numerischen Rechnungen ist fiir
verschiedene Sternmassen in Abbildung 1.4 zusammengefasst und zeigt im Wesent-
lichen den schematischen Zusammenhang von Abb. 1.3. Dabei ist die Entstehung
von Weiflen Zwergen im unteren Massenbereich unvermeidbar.

1.4.5 Oberfliche von Weiflen Zwergen

Ausgangspunkt bildet die Strahlungstransport-Gleichung (1.315) fiir ein optisch
dickes Medium, die in Abschnitt 1.14.2 abgeleitet wird

lﬁﬂaRcT2T3 dT

L=-
3pKR dr

Der Temperaturgradient wird

dI"  3pkr L

—_—— 1.68
dr  16magcr?T3 ( )

in der Atmosphére durch Photoionisation und Bremsstrahlung, d.h. gebunden-frei
und frei-frei Ubergiinge dominiert, so dass man die Opazitit durch die sog. Kramers-
Opazitat approximieren kann

kr = KopT 3% . (1.69)

Umgeformt liefert der Druckgradient

dP _dPdr _ 16marcGmT®®

= s 2 ol e 1.70
dT"  dr dT 3kopL i)

Da die Massendnderung in der Atmosphére vernachlédssigbar ist, kann die integrierte
Masse m durch die Gesamtmasse M und der Druck durch die ideale Gasgleichung

ersetzt werden
dP 16magrcGMTS® kT

. 1.71
dT 3koL  pmyP jLel)
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Eine einfache Integration mit den Randbedingung P = 0 fiir T = 0 liefert die

Dichtestruktur 1/2
32marcGMpumy 3.25
_ 325 1:72
P ( 25.5 KokpL e

Nach Schwarzschild (1958, p. 237) approximiert sich kg als

ko =4.34-108 Z(1+ X) m?*kg ™' . (1.73)

Die Dicke der Atmosphire lisst sich dadurch abschétzen, dass der Gasdruck dem
Entartungsdruck der Elektronen vergleichbar wird, d.h. wir verwenden die Dichte
p. mit der Temperatur T, aus Gleichung (1.51)

k 3/2
Ps = (m Kl) T3}2 =24-107° #eTEﬁ [kg m—3] : (1'74)
P

Einsetzen der letzten beiden Gleichungen liefert einen Ausdruck fiir die Leuchtkraft

. 1 M
L=57-10"2 fé AT ETE'E‘ [W] = CMT"/? (1.75)

Mit typischen Werten einer chemischen Zusammensetzung von X = 0, Y = 0.9,
Z = 0.1, einer Masse M = 1 M, sowie g = 1.4 und p, = 2 folgt

L =02T5 [W], (1.76)
d.h. Leuchtkrifte zwischen L = 107%...107° Ly fithren auf Temperaturen 7, =~
10%...107 K und typische Dichten von p, ~ 10°kgm™.
1.4.6 Kiihlung von Weiflen Zwergen

Da WeiBe Zwerge keine Energieproduktion haben, miissen sie im Laufe der Zeit
auskiihlen, d.h. die thermische Energie

Etherm=/ evT'dm
M

der Ionenkomponente nimmt ab und die extrem hohe Wérmeleitung garantiert eine
konstante Temperatur durch den Stern. Diese thermische Energie ist abschétzbar,
wenn wir fir die spezifische Wiarme/Nukleon cy = %k setzen,

3 M
Etherm = kT

AaT
AT (1.77)

und M die Masse bzw. A das Atomgewicht bezeichnet. Die Kiihlrate ist durch

dEtherm
= 1.5
L T (1.78)
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gegeben und mit Hilfe von (1.75) kénnen wir schreiben

~z= | GkF

d (3 M
2 Am,

) =CMT"?, (1.79)

Dieser Ausdruck lésst sich mit der Randbedingung T'(¢y) = Ty direkt zu

3 k

3 ~5/2 _p5/2\ _ o(p —
g (T 7 ) C(t — to) (1.80)

integrieren. Definieren wir die Zeitspanne 7 = ¢t — ¢y und nehmen Ty > T an, so
folgt unmittelbar mit der rechten Seite von (1.79) und durch weiteres Verwenden

der obigen Relationen
5 kTM LY
- Pria _ 1.81

"= 3Am,L (M) (1.81)
Typische Werte von M = 1 Mg und L =~ 1073Lg, liefern 7 ~ 10° Jahre, einen Wert
der fiir die Beobachtungen zumindest um einen Faktor 10 zu lange ausfillt.

Der wichtigste Effekt ist die Kristallisation an der Oberfliiche, da bei Temperaturen
kleiner als die sog. Debye-Temperatur ¢y abnimmt, d.h. die spezifische Wirme cy ~
T3 sinkt durch Gitterschwingungen sehr stark. Dadurch verkiirzt sich die Kiihlzeit
wesentlich.

1.5 Bonnor-Ebert-Sphiren

1.5.1 Isotherme Kugeln

Wir betrachten eine isotherme Gaskugel und schreiben daher den Druck als

— G-

P=Kp=—p. (1.82)
7

Mit Hilfe des hydrostatischen Gleichgewichts (1.5)
dP _ dPdp _ de dp

e — ch 1.83
dr  dpdr dr Par (1.88)

folgt eine Differentialgleichung fiir die Dichte
dlnp  1dy

dr ~ Kdr’

die sich aufgrund der Konstanz von K direkt integrieren lisst. Eine isotherme Dich-
teverteilung ist mit dem Potential 1 durch

p=pcexp(—Y/K) = pcexp(=®), mit ®=19/K (1.84)
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verbunden. Dabei haben wir als Randbedingung am Innenrand ¢ = 0 mit p = pc
gesetzt. Um diese Beziehung in eine Radiusrelation umrechnen zu kénnen, muss die
Poissongleichung (1.7) gelost werden.

Das Potential v ist in sphérischer Symmetrie durch

1d(2dw

T?E T E) =47TGP

mit der Massenverteilung verbunden. Aus dem hydrostatischen Gleichgewicht und
der Isothermie-Bedingung in der Form (1.83) wird daraus eine isotherme Version
der Lane-Emden-Gleichung

Kd(2d1np
— l——

2 dr dr

) = —4nGp.

Setzen wir darin sowohl unsere Losung (1.84) und den dimensionslosen Radius

= af = 1.85
reag= || e (189
ein, so bestimmt sich das isotherme Analogon zur Lane-Emden-Gleichung (1.37) zu

1d [,,d® _®

—— (2] = 1.86

e ( ds) ) it
mit den Randbedingungen am Innenrand

P
£=0" ®=0 und i—£=0. (1.87)

Eine im Weiteren gut geeignete Form der isothermen Lane-Emden-Gleichung (1.86)
ergibt sich durch die Einfithrung der Grofie

n=-exp(—®) und p=pn (1.88)

(vergl. dazu 1.84). In diesem Fall transformiert sich die Lane-Emden Gleichung auf
die Form ot o

" + ?7? _ ("‘?n) +n2=0, (1.89)

wobei / die Ableitung nach & bezeichnet. Die entsprechenden Randbedingungen lau-
ten dann n(0) = 1 und #'(0) = 0.

Die isotherme Lane-Emden Gleichung hat keine geschlossene analytische Losung
und der Verlauf der Funktion n(€) ist in Abbildung 1.5 dargestellt. Es ist aus der
Gleichung bzw. aus (1.84) ersichtlich, dass die Losungen unendlich ausgedehnten
Konfigurationen entsprechen. Um daraus eine physikalische Losung zu konstruieren,
miissen wir die Dichteverteilung bei einem endlichen Radius abschneiden und iiber
diesen Rand Druckgleichgewicht zwischen der isothermen Wolke und dem interstel-
laren Medium voraussetzen.
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Abbildung 1.5: Losung n(€) der isothermen Lane-Emden-Gleichung. Da die mathema-
tische Lésung keinen Rand hat, muss man eine physikalische Losung bei einem Radius
abschneiden und in ein Medium mit entsprechendem AuBendruck einbetten.

1.5.2 Einfluss des Auflendrucks

Um eine Einbettung in ein Medium mit konstantem AuBendruck P, vorzunehmen,
ist es notwendig, die globalen Eigenschaften der Losung mit den Randwerten zu
verbinden. Dazu verwendet man den Gaufi’schen Satz angewendet auf eine Funktion
F in einem Volumen V' mit der Oberfliche O

/V-FdV:/F-df. (1.90)
14 o]

Die Anwendung auf die Poissiongleichung in sphérischer Symmetrie (1.7) liefert dann

wadV = /V-(W)dv=/v¢-df
v v e
_ f 4rxGpdV = 4nG f pdV = 4xGMy,
1% L

wodurch die Masse My, die sich innerhalb des Radius Ry befindet, definiert ist. Die
Losung der Lane-Emden-Gleichung (siehe Abbildung 1.5) wird demnach bei einem
Radius R, abgeschnitten. Da sich das Oberflichenintegral leicht berechnen lésst,
d.h. Oberfliche mal Gradient an dieser Fliche, findet man aus der obigen Gleichung

_ R} (dy
Mo =2 (3)“&. . (1.91)

Mit Hilfe der hydrostatischen Beziehung (1.5) sowie den Relationen (1.88) und (1.85)

erhalten wir
dp ~ Kdp  Kdn

dr—  pdr  andf’
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Abbildung 1.6: Der dimensionslose Aufiendruck @ als Funktion des dimensionslosen Ra-
dius S zeigt einen singuldren Punkt.

was eingesetzt in Gleichung (1.91)

_ KRj (dlnn
- K8 (d1) -

ergibt. Verwendet man noch den dimensionslosen Radius § aus Gleichung (1.85), so
findet sich mit Ry = a&y eine kompaktere Form der letzten Gleichung

aK ( dlnn
= (E—— ; L
M ¢ ( dmg)£=& (483)

Quadrieren der letzten Gleichung sowie die Einbeziehung der Definition von a aus
Gleichung (1.85) ermoglichen eine Beziehung zwischen der zentralen Dichte p. und

den Werten am Rand bei &
K3 dlnn\?
e = : 1.94
Pe = GEMZ (5 d1n£)£=€u (194)

Die beiden letzten Gleichungen zeigen zusammenfassend, wie zu einer bestimmten
Masse Mp mit Rand Ry = a&p ein bestimmter Druck Py = Kpo und eine zentrale
Dichte p. gehoren.

In der Folge betrachtet man die Wirkung auf die Dichteverteilung mit konstanter
Masse Mo, wenn der AuBendruck von P auf P, erhtht wird und sich der Radius von
Ry auf R, = a&, éndert. Aufgrund von (1.94) ergibt sich eine neue zentrale Dichte

K3 dlnn\>
pC,* - 4?TG3M3 (Ed]_l‘lf)&:a‘ 1 (1'95)
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da die Gesamtmasse M, konstant bleibt. Die Beziehung (1.93) liefert auch den

dimensionslosen Radius
B s il (dlng) . (1.96)
£=¢.

aK \dlnpg

Die isotherme Konfiguration befindet sich im Gleichgewicht mit dem AuBendruck,
d.h.

P.= Kp. = Kpe.n(&) , (1.97)

wobei die allgemeine Form der Dichteverteilung (1.88) Verwendung findet. Durch
Einsetzen der obigen Relationen wird daraus schlieflich

K dlnn)’
b= e &) (gdlnf)ezg‘ ‘ )

Demnach liegt eine Relation zwischen dem AuBendruck P, = P(€,) und dem re-
sultierenden Radius der Wolke R, = af. vor, wobei £, als Parameter entlang der
Losung der isothermen Lane-Emden-Gleichung (Abbildung 1.5) fungiert. Definiert
man nun die beiden dimensionslosen Gréfien @ und S ohne die Vorfaktoren der
Gleichungen (1.98) und (1.96)

_(.dInp\? _ (dIng
aer=n(emy) - s@=(Gs) .

ergibt sich der Funktionenverlauf von Abbildung 1.6. Die Grélen @ und S sind direkt
aus der Losung der Lane-Emden-Gleichung (sieche Abbildung 1.5) zu entnehmen.

Aus dem Verlauf dieser Q(S)-Kurve wird ersichtlich, dass ein maximaler (dimensi-
onsloser) AuBlendruck Quay mit

Qmax = 17.56 mit S(Qumax) = 0.41 (1.100)

existiert. Fiir hoheren AuBendruck P, > Ppa gibt es demnach keine stabilen iso-
thermen hydrostatischen Konfigurationen mehr. Dieses Resultat wurde erstmals
von Ebert (1955) und Bonnor (1956) abgeleitet, daher der Name der sogenannten
Bonnor-Ebert-Sphéren.

Es bleibt noch zu bestimmen, welchem Radius &4, dieser maximale AuBendruck
entspricht. Dazu bildet man die Ableitung von @ (siehe Gleichung 1.99), die man

auch als )
dQ d (& [dn
%" & (“5 E ) —

darstellen kann. Nach Differenzieren dieser Gleichung und Verwendung der Lane-
Emden-Gleichung in der Form (1.89), um die zweite Ableitung zu ersetzen, findet

sich folgende Relation
dQ «dn | 1 [dn ’
e, 0 bl o [T o ) (S, - 9 1.102
€~ [n? (da) y .
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Abbildung 1.7: Die dimensionslose Ableitung des AuBendruckes nach dem Radius dQ JdE.
Die erste Nullstelle legt den (dimensionslosen) Radius &max fest, an dem der maximal
mogliche Auflendruck erreicht wird.

Diese Funktion ist in Abbildung 1.7 dargestellt und die erste Nullstelle, d.h. d@Q/d¢ =
0 oder der Radius &pax, bei dem der maximal mogliche AuBendruck erreicht wird,
findet sich bei

F Pe 1
Evax = 6.47 mit = = 14.13. 1.103)
Ao TiSmax) (

Damit ist auch das maximal mdgliche Dichteverhaltnis zwischen der Dichte am Au-
Benrand puax und der Dichte im Zentrum p. berechnet.

1.6 Gleichungen des Sternaufbaues

Viele Details zu den folgenden Gleichungen des Sternaufbaus sowie den allgemeinen
Eigenschaften der Sterne sind sehr gut im Buch von Kippenhahn & Weigert (1980)
zusammengefasst.

1.6.1 Mechanische Anteile

Als Wiederholung von Abschnitt 1.1 verwenden wir hier wiederum die Gleichungen
in sphirischer Symmetrie, d.h. alle Variablen héngen nur vom Radius r (oder der
integrierten Masse m) und der Zeit ¢ ab. Das hydrostatische Gleichgewicht ist durch
ein Kriftegleichgewicht zwischen Druckkraft und Schwerkraft definiert, d.h.

dP

o _ oo 1.104
s gp (1.104)
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Die Schwerebeschleunigung g folgt aus der Poissongleichung (1.7) fiir das Potential
¥, das sich in sphérischer Symmetrie einmal integrieren lisst, und mit Hilfe der bis
zum Radius r integrierten Masse m(r) (1.6) zu

S5 (1.105)

ergibt. Die gebrauchlichste Form des hydrostatischen Gleichgewichts in sphérischer
Geometrie lautet demnach

dpP Gpm
e rdale - of (1.106)
Im Fall der integrierten Masse m als Variable mit
dr 1
— = 1.107
dm  4rwpr? (-107)
wird daraus AP dP d C
i 0 (1.108)

dm ~ drdm 4wt

Die drei unabhéngigen Variablen P, p und m sind durch die zwei Gleichungen (1.107)
und (1.106) verbunden. Hat man beispielsweise eine Zustandsgleichung der Form
P = P(p) oder p = p(P) zur Verfiigung (z.B. entartetes Elektronengas, Polytropen
(Abschnitt 1.3) oder Planeten ( 1.2)), lassen sich die beiden Gleichungen integrieren
und man erhélt ein einfaches Sternmodell. In allgemeinen Fall ist aber die Zustands-
gleichung in der Form P = P(p,T) oder p = p(P,T) gegeben, so dass auch die
thermische Struktur des stellaren Plasmas mitbestimmt werden muss.

1.6.2 Thermische Anteile

Zur Bestimmung der Temperatur im Sterninnern muss man die Frage kldren, wie
die Energie im Stern erzeugt und wie diese Energie an die Oberfldche transportiert
wird. Bezeichnen wir mit L, die Leuchtkraft am Radius r und betrachten eine Schale
der Dicke dr, in der thermonukleare Reaktionen stattfinden. Dabei fithren wir die
nukleare Energie ¢, ein, die pro Masse und Sekunde erzeugt wird, und schreiben den
Zuwachs dL, an Leuchtkraft als

dL, = 4nr’pe, dr, (1.109)

oder mit Hilfe der Massengleichung (1.11)

oL
— =¢,. 1.110
ookl (1.110)
Im nichtstationdren Fall schreiben wir den Energieaustausch d@ allgemein als
8Lr 8L’l’ dQ
= - =Ep — —r. 1.111
dQ = (e, - ) dt oder En = — ( )
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Unter Verwendung des 1. Hauptsatzes der Thermodynamik, d.h.

dQ = dU + Pdv, mit p= ; (1.112)

folgt nach zahlreichen Umformungen (siehe z.B. Kippenhahn & Weigert, 1980) die
zeitabhingige Energiegleichung

oL, or §oP

Erab e o i T (1.113)
Dazu wird die allgemeine Zustandsgleichung der Materie P = P(p, T, 1) oder p =
p(P,T, ) in differentieller Form verwendet. p bezeichnet das mittlere Molekularge-
wicht, das sich durch nukleares Brennen ebenfalls &ndert. Wir definieren uns dann
folgende lokale Koeffizienten

. dlnp
@ = (3111 P)T,p (1.114)
: dlnp
& = (BlnT) - (1.115)
< dlnp
G = (aln,u),,,T . (1.116)

Fiir ein ideales Gas gilt demnach & = § = ¢ = 1. Eine Taylor-Entwicklung um den
Gleichgewichtszustand fiihrt in der ersten Ordnung auf

po(P,T,pu) + dp = p(P+ 0P, T+ 6T, pu+bp) =

i Y sy () 54 (2
= po(P, T, p) + (BP) 0P+ (BT) 6T + (3,u) op+ ...(1.117)

Tl.u P,F- P,.T

oder nach Division durch pp und Anwendung der obigen Definitionen
(1.118)

was als Verallgemeinerung der adiabatischen Variation (1.183) aus Kapitel 1.10 zu
sehen ist.

Ohne auf die Details einzugehen, mochte ich hinweisen, dass die zeitabhéngigen Ter-
me dann wichtig werden, wenn sich die Entwicklung des Stern auf der thermischen
Zeitskala 7xy (siehe dazu Gleichung 1.2) vollzieht, d.h. wenn Energieproduktion und
Energieabgabe nicht im Gleichgewicht sind.

Als letzte Gleichung kommt noch der Energietransport hinzu, der durch Strahlung,
Wirmeleitung und Konvektion erfolgen kann. Aus dem 1. Moment der Strahlungs-
transportgleichung lisst sich unter der Voraussetzung eines optisch dicken Mediums
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im thermischen Gleichgewicht (siche Abschnitt 1.14.2) folgende Gleichung fiir den
Temperaturgradienten ableiten

dl’" 3krpL,

... . vz, Y 1.119

dr 16magcr2T3’ ( )
die sich auch mit Hilfe der Massengleichung (1.107) in die Form

g 3kp L,

T RO o, ot IR 112

dm 64m2agcriT (1.120)
bringen lésst. Da der Strahlungsfluss F,,4 mit der Leuchtkraft L, iiber

L. = 4nr® Floq (1.121)

zusammenhéngt, sehen wir, dass diese Gleichung (1.119) eine Diffusionsgleichung
mit dem Diffusionskoeffizienten D4 fiir die Strahlung darstellt,

dapeT®
3krp

wie wir sie beispielsweise in Kapitel 1.4.5 zur Oberfliche von Weilen Zwergen ver-
wendet haben.

In einem stellaren Plasma stellt sich heraus, dass der Temperaturgradient V7" nicht
immer stabil ist, und dass ein zu steiler Gradient zu sog. Konvektionsbewegungen An-
lass gibt. Wann diese auftreten, werden wir im nichsten Kapitel behandeln, weitere
Details zur Konvektionsbehandlung sind beispielsweise im Buch von Kippenhahn &
Weigert (1980) nachzulesen.

Das klassische System der 4 Sternaufbaugleichungen (1.108), (1.107), (1.113), (1.120)
fiir die Unbekannten P, r, L,, T ist damit als Funktion der integrierten Masse m
vorgestellt. Speziell sind die Randbedingungen, wobei zwei am Innenrand bei m = 0
mit 7 = 0 und L, = 0 festgelegt sind. Die beiden anderen sind schwieriger am AuBen-
rand bei m = M durch die Abstrahlung in der Sternatmosphére zu implementieren,
d.h. T(M) = Teg mit der Effektivtemperatur Tog bzw. P(M) = Pypo mit dem Pho-
tosphirendruck Pphot. Dieses System wird erst durch weitere Materialfunktionen wie
die Opazitét kg = kr(p,T) (vergl. Abschnitt 1.14.2 mit Abbildung 1.25), die nu-
kleare Energieerzeugung e, = e,(p, T') sowie die Zustandsgleichung p = p(P, T, i)
mit samt ihren thermodynamischen Eigenschaften, wie z.B. eine Relation (1.115),
abgeschlossen.

Froqg = —=Dd VT mit Diwa = (1.122)

1.6.3 Konvektion
Druckskalenhthe

Ausgehend von einer hydrostatischen Schichtung wollen wir den Temperaturverlauf
iber den Druck angeben. Zu diesem Zweck definieren wir den Gradienten
_olnT POT
~ OdlnP TOP’

(1.123)
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_r@_ Ty +AT, Pg+AP
Vcﬂ ar

* @ To, Po

Abbildung 1.8: Schematische Bewegung eines Konvektionsballen im stellaren Hinter-
grund. Ausgehend von der Zone mit (Tp, Py) bewegt sich das Konvektionselement um
Ar zu den Werten (Tp + AT, Py + AP). v bezeichnet die Konvektionsgeschwindigkeit.

Verwenden wird das hydrostatische Gleichgewicht (1.10) zusammen mit dem Strah-
lungstransport im optischen dicken Medium (1.315) kénnen wir in einer radiativen

Schichtung i ard -
_ T RRLr

i s O . 1.124
dP  dr dP 16macGT3m * ( )
bestimmen, um den radiativen Gradienten festzulegen
rad = . 125
Vied = {6racGT (129)

Als weitere wichtige Grofe nehmen wir die sogenannte homogene Schichtdicke oder
auch die Druckskalenhdhe
dr dr P
j = Y, - . S 1.12
P~ dmP dP ~ pg’ (3-126)
wobei der rechte Ausdruck aus der Hydrostatik (1.10) folgt. Schreiben wir fiir ein
ideales Gas ¢z = P/p so gilt

Hp = (1.127)

@ |

Im weiteren Verlauf der Vorlesung bendtigen wir aus (1.126) noch folgende Relation

PdT _ PdT dr _ Hpdl
V=GP T.ardP T dr (1:328)

Bewegung eines Ballens

Um eine turbulente Strémung innerhalb einer hydrostatischen Konfiguration zu be-
schreiben, betrachten wir ein Materieelement(= einen Ballen), das sich um eine
Wegstrecke Ar bewegt (siehe Abbildung 1.8). Bezeichnen wir mit A die Anderung
in der duBeren Schichtung und mit d die Veréinderungen im Ballen, so gilt

AT = (3T) Ar~—T—V—Ar (1,129)
or
P

AP = (ar)m —H—pAr (1.130)
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Mit D = d — A ist die Differenz zwischen innen und aufien gemeint und da in
der Schichtung mechanisches Gleichgewicht herrscht, ist die Zeitskala des Druckaus-
gleichs die kiirzeste, so dass wir Druckgleichgewicht zwischen dem Ballen und der
Umgebung annehmen diirfen

DP=0 oder AP=dP. (1.131)

Betrachten wir nun eine adiabatische Bewegung des Ballens, d.h. S = const. und
dann gilt
dT apP AP Ar

? = vad? = vad“ﬁ'— = —ng‘ff—P ) (1.132)

woraus sich aus (1.129) und (1.132) die Temperaturdifferenz zwischen einem Ballen
und der Umgebung ausrechnen lisst

dl’" AT
Ar V T

Nehmen wir an, dass DT < 0 ist, und die Bedingung des Druckgleichgewichts sagt
nun Dp > 0, worauf die Schwerkraft den Ballen wieder zuriick zieht. Ist nun aber der
Temperaturunterschied positiv D7" > 0, so ist die Dichte geringer als die Umgebung
Dp < 0 und die Auftriebskrifte werden den Ballen weiter nach oben aufsteigen
lassen. Zusammenfassend erhalten wir demnach ein Stabilitédtskriterium

V< Vad s (1.134)

das nach dem Entdecker Schwarzschild-Kriterium fiir konvektive Stabilitdt genannt
wird.

Nach dieser Relation gibt es zwei Moglichkeiten, wie der Gradient der Schichtung
V steiler als die rein thermodynamische Grofie V.q werden kann. Entweder ist der
lokale Temperaturgradient V z.B. durch die nukleare Energieerzeugung so grof,
dass die Stromung konvektiv wird, oder im anderen Fall kann V.4 z.B. in den Io-
nisationszonen (sieche Abbildung 1.9) selbst so klein werden, dass bereits in kleiner
Temperaturgradient im Stern gegeniiber konvektiven Bewegungen instabil wird. Im
ersten Fall haben wir die turbulenten Kernregionen massereicher Sterne vorliegen,
der zweite Fall beschreibt die konvektiven Oberflichenschichten aller kiihleren Ster-
ne.

Das Schwarzschildkriterium (1.134) lisst sich fiir den Fall eines chemischen Gradien-
ten verallgemeinern, wenn wir wiederum unsere Zustandsgleichung in differentieller
Schreibweise (1.118) verwenden, d.h.

Ap AP AT Ap :

ol QRS Y il O £ h 1.135
) & ) T ¢ Schichtung ( )
dp dP  .dT dp

— = @— —0—= +p— Ballen . 1.136
A &5 ] T + allen ( )
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Abbildung 1.9: Die thermodynamische Gréfie V,g = (8InT/81n P)g als Funktion von
Temperatur 7' und Gasdruck Py im Bereich der Tonisationszonen von Wasserstoff und
Helium. Fiir ein ideales einatomiges Gas gilt v = 5/3 und Va4 = 0.4, in den lonisations-
zonen kann V,q stark absinken (graue Bereiche).

Mit der Annahme, dass sich die chemische Zusammensetzung des Ballens wahrend
seiner Bewegung (1.136) nicht éndert, also dp = 0, konnen wir die Dichtedifferenz
Dp bestimmen und das sogenannte Ledouz-Kriterium fiir konvektive Stabilitdt in
einem chemisch inhomogenen Medium ableiten

a1
v<vad+§v# mit v”=( ““). (1.137)
g

dln P

Wenn also der chemische Gradient nach auflen abnimmt, d.h. V,, > 0 gilt, da der
Druck P nach aufien abnimmt, so wirkt der chemische Gradient stabilisierend. Der
vollsténdigkeithalber sei noch erwihnt, dass man im Fall einer Schichtung mit

WVas € VEY 3 %v“ (1.138)

von Semikonvektion spricht.

1.7 Fragmentation

1.7.1 Jeans-Kriterium

In diesem Kapitel stellen wir die Frage nach der Stabilitdt unter dem Einfluss der
Gravitation. Ausgangspunkt ist eine homogene Struktur, die gestort wird. Unter der
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Abbildung 1.10: Eine Stérung von der Linge Aj/2 beinhaltet die Jeans-Masse Mj und
ist gravitativ instabil.

Annahme von Isothermie, idealem Gas und eindimensionaler Geometrie verwenden
wir die Gleichungen der Hydrodynamik fiir die Dichte p, die Geschwindigkeit u, den
Druck P und das Gravitationspotential 7, d.h.

ap dpu
= e _CE 1:
ot Oz (1.139)
du du aP
hschie e SR 1.14
P [ar. +“a:c] oz P9 (L:140)
0%
— = ) 1.141
5a2 ArGp (1.141)

Die Gleichgewichtskonfiguration ist zeitunabhiingig und rdumlich konstant, also p,
Fo, ¥ und uy = 0. Dabei ist zu beachten, dass 19 = const. keine Losung der
Poissongleichung (1.141) ist. Ohne auf diesen sogenannten Jeans-Schwindel niher
einzugehen, wird die Stérung linearisiert und mit dem Index 1 bezeichnet, sodass
aus (1.139)-(1.141) folgendes System entsteht

ap1 Ouy
S = g 1.142
8’.'..51 aPl 311’1
S e el L Ml 1.14
P05t oz Moz .145)
%y
5 4ArGp. (1.144)

Als Zustandsgleichung wird ein ideales und isothermes Gas verwendet, d.h. man
entwickelt die Druckstérung P, um das Gleichgewicht P(pg, To) mit Ty = const.,

oP
P =p (3_,0) = picZ (1.145)
0

wobei ¢ die isotherme Schallgeschwindigkeit bezeichnet. Fiir ein ideales Gas gilt

dann richtigerweise
g s A8 (1.146)
7

Die rdumliche Ableitung der linearisierten Bewegungsgleichung (1.143) liefert

azul 62P1 82¢1 82P1 82,01
Ow __h s = 2P 1.147
P otox o T oz~ PodnGpn a2’ (1.540)
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wobei die linearisierte Poissongleichung (1.144) und die zeitliche Ableitung der li-
nearisierten Massenerhaltung (1.142) eingesetzt werden. Mit Hilfe der Zustandsglei-
chung (1.145) wird eine einfache Wellengleichung aus (1.147) abgeleitet,

l 32P1 _ 82P1 . 47TGp(}P]_
¢ oz 02 &

(1.148)

Klarerweise gilt eine identische Form fiir p;, und diese lineare Gleichung ldsst sich
iiber einen Ansatz fiir ebene Wellen P, = Aexpli(kz — wt)] l6sen, d.h.

47 G py
= (1.149)

1
——sz + k2
5 5
Die letzte Gleichung stellt eine sogenannte Dispersionsrelation F(w,k) = 0 fiir
Schallwellen in einem gravitierenden Medium dar. Um zeitlich anwachsende Losun-

gen von Gleichung (1.148) zu erhalten, muss man w? < 0 fordern, oder im Grenzfall
w? = 0 und damit aus (1.149)

2
I (-2;) . (1.150)
J

ci

Aus dieser Definition der Jeansldnge A; bestimmt man diese mit Hilfe der idealen

Gasgleichung zu
TFC2 172 ’JTRTD
A —_— —--—-s — . 1 . 1 5 1
! ( Gpo ) V 1Gpo ( )

Fiihren wir nun die Jeansmasse Mj mit folgender Definition ein

% AJ 5 x 3
My=—po| 5| =zPAs, (1.152)

3 2 6

so ergibt sich aus den beiden letzten Ausdriicken
5/2 3/2
M=l (E) T2 512 (1.153)

Die Jeansmasse nimmt also mit steigender Dichte ab, d.h. wahrend einer Kollaps-
strémung, in der die mittlere Dichte py anwéchst, kénnen immer kleinere Fragmen-
te instabil werden. Andererseits wirkt eine hohere Temperatur T stabilisierend,
da die Druckkrifte besser gegen gravitative Stérungen arbeiten kdnnen. Wihrend
die Jeanslidnge (1.151) eindeutig festgelegt ist, kann der Vorfaktor der Jeansmasse
(1.152) in einzelnen Definitionen, je nach angenommener Geometrie, etwas abwei-
chen.
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1.7.2 Minimale Masse

Wir werden ausrechnen, wie lange der Vorgang der Fragmentation in einer interstel-
laren Wolke unter der Annahme von Isothermie stattfinden kann. Dazu schéitzt man
die Energieabgabe ab, die bei Kontraktion abgestrahlt wird, d.h. die freiwerdende
Gravitationsenergie soll auf der typischen Kollapszeitskala 7y (siche Abschnitt 1.8)
aus dem kollabierenden Fragment entweichen,

dE.  GM?*1 GM?
A= — =~ — VGp.

Z =R R VYO
Die mittlere Dichte p liefert dann

[3 [M5G8
A e (1.155)

Die Abstrahlung eines Kérpers ist nach dem Stefan-Boltzmann’schen Gesetz gegeben
durch

(1.154)

B =4noR%fT*, (1.156)

wobei der Faktor f < 1 die Effektivitéit der Abstrahlung bezeichnet. Ein schwarzer

Korper ist durch f = 1 gekennzeichnet. Solange Isothermie aufrecht ist, gilt demnach
B> A

Kann die Energie aus dem Fragment nicht mehr entweichen, so setzen wir A ~ B
und bestimmen daraus die limitierende Jeans-Masse
5 64m30?
Ilim = 373
Den Radius R rechnen wir iiber Dichte und Masse um

*ReTE. (1.157)

Mit Hilfe der abgeleiteten Beziehung der Jeans-Masse (1.153) wird daraus

29\ /4 7o 94 1\ 12 )
v (5) () (@s) rome o

Einsetzen der Naturkonstanten und Umrechnung in Sonnenmassen liefert fiir o = 1
die Abschétzung

Tl/d.
My jim = 0.02 7 M . (1.159)

Die kleinste Masse, die typischer Weise fragmentiert, liegt fiir f ~ 0.1 und T ~
1000 K bei etwa
MJ.Hm =2{.35 M@ . (1160)

Es ist bemerkenswert, dass diese Masse im stellaren Bereich, nicht aber in der
Groflenordnung von Planeten oder ganzen Sternhaufen, liegt. Da die Temperatur
mit der Potenz von 1/4 eingeht und die Abstrahlungseigenschaften (also f) kaum
von der chemischen Zusammensetzung abhéngen, kann diese Masse My, im kos-
mologischen Kontext als nahezu konstant angesehen werden.
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1.8 Druckloser Kollaps

Im folgenden Abschnitt betrachten wir eine vereinfachte Kollapsstrémung, in der
wir die Druckkrifte vernachlissigen, d.h. P = 0 setzen. Als Anfangsbedingungen
einer sphirischen Konfiguration mit einer mittleren Dichte g wahlen wir

m_

u(t=0)=0, M(Et=0)= %pﬁa : (1.161)

Die Kontinuititsgleichung lautet in sphérischer Symmetrie

dp 4 1 0rfpu

at ' r2 or

Erweitert man diese Gleichung mit dem Faktor 4772, erhalten wir
d(4dwr?p) L o(4nr?pu)

0. (1.162)

ot ar 0
o (om0 (om\ _
at \ or or\ or)
o (om om
g(?a?"’u?) = 0 (1163)
om am

wobei die Massengleichung (1.11) mit der integrierten Masse m zur Anwendung ge-
kommen ist. Aufgrund unserer Anfangsbedingungen (1.161) erhalten wir fiir A(t) =
0, also die Aussage, dass sich einzelne Massenschalen, die ja an der Koordinate m
hingen, nicht iiberholen kénnen, was mit Hilfe der Lagrangeableitung besonders

deutlich wird,
om om dm

- s S PR ) 1.164
ot L or dt 0 (1.164)
Die Bewegungsgleichung lautet in Lagrangeform

d*>r  Gm

Sl ok W 1.165

dt? * 22 ( )

Indem wir den ersten Term wie folgt umschreiben,

d*r  du _ dud_r_u,u
ez dt  drdt
erhalten wir eine neue Form der Bewegungsgleichung

Gmdr

. (1.166)
T

0w = —Gm, %d(iﬁ) =—

Da sich die Massenschalen nicht iiberholen, bleibt mn fiir jeden Radius konstant und
man kann (1.166) direkt integrieren,
GM

-1—u2 = +G_m + konst., konst = ———, (1.167)
2 i R
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Abbildung 1.11: Der Radius r/R als Funktion der Zeit in Einheiten der Frei-Fall-Zeit 7¢
bei einem drucklosen Kollaps.

wobei die Anfangsbedingung die Konstante festlegt. Fiir die Geschwindigkeit der
duBlersten Massenschale m = M gilt die folgende Gleichung

dr 1 1
— = - — . 1.1
= i\/QGM (r R) (1.168)

Die Mehrdeutigkeit von (1.168) wird dadurch vermieden, dass wir eine Kollapslésung
suchen, d.h. es muss dr/dt < 0 gelten. Durch Umformung von (1.168) folgt

dr
i .
Jon (1)

1 3
V2GM/R3\ 1-¢ %

Im letzten Ausdruck sehen wir, dass die Lésung nur von der mittleren Ausgangs-
dichte g abhidngen wird, d.h.

R T i -
dt = \/FG;E Tk (1.170)
3

Wir definieren die Frei-Fall Zeit 7 durch die Zeitspanne des Kollaps bis zum Zen-

trum (r = £ = 0), also
0
P /8:2?5 _/1. 1/15ng5_ (1.171)
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mit £ = }%. (1.169)




Abbildung 1.12: Einfache Akkretionsstromung auf einen hydrostatischen Kern mit
Masse M. und Radius Rs, der von einer Akkretionsstoffront umgeben ist.

Das verbleibende Integral ldsst sich mit der Variablentransformation §{ = sin? ¢
einfach zu 7/2 auswerten und man erhélt

3
e _ 172
™=\ 32Gp (L1

Der zeitliche Verlauf der Kollapsstromung, d.h. der Radius 7/ R, ist in Abbildung 1.11
aufgezeichnet. Die Form der Kurve entspricht einer Zykloide. Zum Zeitpunkt 7g ist
die Wolke vollstindig kollabiert, die Einfallsgeschwindigkeit divergiert zu diesem
Zeitpunkt. Im weiteren Verlauf der Vorlesung wird deutlich werden, dass alle dyna-
mischen Phinomene in einer hydrostatischen Konfiguration mit dieser Zeitskala 7
einhergehen.

1.9 AKkkretionstromungen

Im folgenden Kapitel behandeln wir eine einfache Akkretionsstromung mit der Ge-
samtmasse M auf einen bereits vorhandenen hydrostatischen Kern mit geniigend
Masse M.. Wir kénnen annehmen, dass die Materie im Wesentlichen frei fallt,
d.h. die Geschwindigkeit im Abstand r durch

2G M.
ug(r) = e (1.173)
T
gegeben ist. Im stationéren Fall ergibt sich die Massenakkretionsrate zu
M = drrtpug,  p(r) o< r=3/2, (1.174)

wenn das Geschwindigkeitsgesetz aus (1.173) zugrundegelegt wird.

Der Kern ist von einer StoSfront mit Radius Rs umgeben, in der die kinetische Ener-
gie des einfallenden Gases in Strahlung und thermische Energie umgewandelt wird.
Die Konfiguration ist in Abbildung 1.12 skizziert. Mit Hilfe von Gleichung (1.174)
schreiben wir die Dichte als

o(r) = (é)/ | (1.175)
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Abbildung 1.13: Die Kernmasse p(7) in Einheiten der Gesamtmasse M als Funktion der
dimensionslosen Zeit 7 in Einheiten von 7.

wobei p; die Dichte an der Stofifront bezeichnet. Der StofSradius ist zwar nicht zeitlich
konstant, aber die Variationen sind relativ gering, sodass wir fiir die verbleibende

Hiillenmasse
R r\ 732
M—-M, = f 47rr25(—) dr
R P\ R,

9 R
= 41rpsRs3”2 §r3f2

Re=~0

~ %pﬁf’ﬂﬁw (1.176)

erhalten. Der Radius der Wolke ist wesentlich grofier als der Stofradius, d.h. R > R;.
Die Massenakkretionsrate ergibt sich aus dem Materiefluss iiber die Oberfliche und
mit Verwendung von Gleichung (1.173) und u, = ug(R;)

dM,
dt

= 4nR%pyu,

2GM,
R

= 4mwR?p, = 47(2G)?p, R32 M}/2. (1.177)

Aus Gleichung (1.176) kann man pngf ? ausrechnen, sodass sich eine Differential-
gleichung fiir M, ableiten lésst,

dM,
dt

= 4n(2G) V2 M2 (M — M,) 83

™

RYE (1.178)
Nach Einfiihrung einer dimensionslosen Zeit 7 (in Einheiten der Frei-Fall Zeit, siehe
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Kap. 1.8 und Gleichung (1.172) sowie des Massenverhdltnisses p durch

t V8GM M,
o 2 e = — Iy
T ¢ R und B=37 (1.179)

wird die Struktur von (1.178) deutlicher

dt 3
dr 4

Diese Differentialgleichung ldsst sich 16sen, wenn man

w1 =), (1.180)

d 3
21—_—(\/\—?_@ = —Ed’r und damit  artanh/p = 3%1_
beachtet. Die Integrationskonstante verschwindet, da fiir 7 = 0 auch p =0 gelten
muss. Daraus errechnet sich die Massenanteil im Kern
2
exp(~34i'r) -1
exp(z'r) +1

deren Verlauf in Abbildung (1.13) dargestellt ist. Aus (1.181) wir ersichtlich, dass
asymptotisch die gesamte Masse in den Kern fallt.

1.10 Dynamische Stabilitéit

In diesem Kapitel stellen wir die Frage, wie eine hydrostatische Konfiguration auf
adiabatische Kompressionen reagiert. Dazu geht man von einer Gleichgewichtslage
(1.10) aus, in der wir gemittelte Grofien verwenden.

Diese Konfiguration soll nun eine kleine Radiusinderung 6R < R erfahren, dann
wissen wir bereits aus Kap. 1.4.4, dass die Dichteinderung der Gleichung (1.61)

67'0 =-3 ¢ (1.182)
p R

geniigt. Wir verwenden nun eine adiabatische Zustandsgleichung der Form

P=Kp' mit v== (1.183)
cv

und entwickeln diese Gleichung um P,

_ _ 9P _ P w  (FP4
P = —3dp=P —dp=P—-—0R
+ 0P P+ 8ﬁ5p +'yﬁ5p P R §
§P 6R
L om By— 1.184
B v g (1.184)
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wobei die Relation (1.182) verwendet wird. Nun lisst sich die Stérung in der Druck-
kraft berechnen, d.h.

5P P -3yPSR P PéR
0Fpruck = 5~ = wR=—p— - 70R =7 (=37 -1). (1.185)

Analog kénnen wir die Stérung in der Gravitationskraft ausrechnen, d.h.
4r 2
5FGrav = ‘3—G[2p Jp R+ p 5R]
A _
- %G [25(—3% SR)R + p* JR] = %’rcﬁ? SR[-5].  (1.186)

Schreibt man die Kraft als Masse mal Beschleunigung, so kann man eine Bewegungs-
gleichung ableiten, d.h.

. P
0Rp = —0Fpryek — 0 Fgray = EJR@’T +1)+5 %TGﬁ%R. (1.187)
Mit Hilfe der hydrostatischen Gleichung

P _GM dr _,

umgeschrieben, folgt daraus
SRp = %Gp%ﬁ [-3y —1+5]
R + w?6R=0, mit w?= %Gﬁ 3y —4]. (1.189)
Diese lineare Differentialgleichung ldsst sich mit einem Ansatz der Form
dR = A exp(iwt) + B exp(—iwt) (1.190)

l6sen, wobei die Integrationskonstanten A und B durch die Anfangsbedingungen
gegeben sind.

Die Form der Losungen kénnen wir weiter untersuchen, wenn wir v festlegen und
Gleichung (1.189) betrachten.

e v =5/3. Daraus ergibt sich

w? = %Gﬁ>0,

und somit eine stabile Oszillation. Eine Periode, definiert durch

2w 3
I=—=2 = 4+/2 1.191
. ﬂ-‘/éleﬁ V215, ( )
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Abbildung 1.14: Die thermodynamische Gréfie I'y = @1n P/d1In p fiir ein typisches stel-
lares Plasma bei einer festgehaltenen Dichte von p = 107 kgm™ als Funktion der Tem-
peratur. Die beiden horizontalen gestrichelten Linien zeigen die Werte von I'y = 5/3
bzw. I'; = 4/3. Es sind jeweils die einzelnen Prozesse aufgelistet, die I'; wesentlich bestim-
men.

greift auf die Frei-Fall Zeit (1.172) zuriick. Wie bereits bekannt (siehe Ab-
schnitt 1.8), stellt die Frei-Fall Zeit die Zeitdauer eines drucklosen Kollapses
(siehe Abschnitt 1.8) dar, also eine charakteristische Zeitskala, in der eine
Gaswolke mit der mittleren Dichte p zu einem Punkt zusammenféllt. Damit
ist klar, dass es in einer hydrostatischen Konfiguration nur eine dynamische
Zeitskala gibt, auf der alle Abweichungen vom hydrostatischen Gleichgewicht
ausgeglichen werden.

e v=4/3. In diesem Fall gilt

w? =0, und  6R = 0
6R = at-+b, (1.192)

d.h. die Radiuséinderung § R wichst linear mit der Zeit an. Das Gleichgewicht
ist indifferent und in Abhéngigkeit von den Anfangsbedingungen erhalten wir
sowohl eine Expansions- als auch eine Kollapsbewegung. Ein radiativ domi-
niertes Plasma oder ein vollstindig relativistisch entartetes Elektronengas ist
durch v = 4/3 charakterisiert.

e v < 4/3. In diesem Fall gilt w? < 0, d.h. der Ansatz (1.190) fithrt zu expo-
nentiell anwachsenden Losungen. Wie in Abbildung 1.14 dargestellt, sind die
Ionisations- bzw. Dissoziationszonen fiir v < 4/3 verantwortlich, und in einem
Stern wird es demnach immer solche Zonen mit I'; < 4/3 geben.

Zusammenfassend lisst sich sagen, dass v = 4/3 die Lésungen in stabile und instabile
Schwingungen teilt. Ausgehend von einer einfachen Mittelung iiber den Stern wurde
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dieses Kriterium abgeleitet, wobei sich fiir eine realistischere Zustandsgleichung P =
P(p,T) ein analoges Kriterium mit

olnP  pdP

L= dlnp Fa_p

(1.193)

ableiten ldsst. Diese thermodynamische GroBe ist auch in Abbildung 1.14 fiir eine ty-
pische stellare Zustandsgleichung gezeichnet. Wir finden darin zahlreiche Zonen mit
'y < 4/3, die alle dynamisch instabil sind. Um das Stabilitdtskriterium (1.189) an-
wenden zu kénnen, muss man zunéchst eine geeignete Mittelung fiir I'; durchfiihren.
Abschlielend bleibt zu sagen, dass alle Objekte, deren gemitteltes I'; nahe bei 4/3
liegt, zu dynamischen Instabilititen neigen.

1.11 Virialtheorem, skalare Version

1.11.1 Formulierung

Das Virialtheorem ist aus der Mechanik bekannt und lisst sich auf die Gleichungen
der Hydrodynamik erweitern. Dazu betrachtet man ein Volumen V' im Raum, das
von einer Oberfliche O umgeben ist. Mit Hilfe des Virialtheorems lésst sich dann der
Zusammenhang einzelner Energieanteile verdeutlichen. Den Ausgangspunkt bildet
die Bewegungsgleichung,

i—? =-VP+jxB<pVy, (1.194)

die nun auch die Lorentzkraft enthélt. Diese Gleichung wird skalar mit dem Orts-
vektor r multipliziert und iiber das Volumen V integriert, d.h.

/r —pdV——/r-VPdV+/r—(ij)dV—/r-V'qb,odV. (1.195)
v 14 v

Die néchsten Gleichungen stellen nun Umformungen der einzelnen Terme dar, um
daraus die Anteile der verschiedenen Energien zu bestimmen.

Beginnen wir mit dem Geschwindigkeitsterm und gebrauchen zur Umformung die

Kettenregel,
du
/ dt pdV = - dt dm f

wobei dm = pdV zur Anwendung kommt. Der letzte Term stellt nun die zweifache
kinetische Energie FEy;, des Systems dar. Die Symmetrie des skalaren Produktes
erlaubt es uns, den anderen Term mit Hilfe von

d dr d dr d/’ dr?
dm + — —-rdm = s

s e = —dm 1.196
dt Jo, " dt dt Jy dt dt (1398)
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umzuschreiben, wobei das Integral

Fime f i (1.197)
M

das polare Trigheitsmoment bezeichnet. Die letzten drei Gleichungen zusammen
ergeben nun

du 1d%1
_Arapcﬂ/ = EEE e 2Ekin- (1198)

Der folgende Druckterm ist ebenfalls mit Hilfe partieller Integration zu behandeln,

/r—VPdV=/V—rPdV—fPV-rdV=/Pmr-df—3/PdV, (1.199)
v v 1% o 14

wobei der GauB’sche Satz und V-r = 3 zur Anwendung kommen. Der erste Term
stellt einen Oberflichenterm mit dem Aufendruck Pey dar und wird mit

B / Pyor-df (1.200)
0]

bezeichnet.

Das zweite Integral in Gleichung (1.199) stellt die thermische Energie Finerm dar
und es gilt im Falle eines idealen Gases mit Adiabatcnindex 7

3] PdV = 3(y — 1) Etherm - (1.201)
Vv

Etwas aufwindiger gestaltet sich die Berechnung der magnetischen Terme, doch mit
Hilfe des Maxwell’schen Spannungstensor wird die Vorgangsweise klar, d.h.

1 1
T;:j = Z’}; (BiBj - 5526.73') . (1202)
Mit dieser Definition gilt fiir die i-te Komponente der Kraftdichte
oT;;
j B i = —U y 2
(i x B) % Bz, (1.203)

wobei hier die Summe explizit, d.h. ohne die Einstein’sche Summenkonvention, aus-
geschrieben ist. Die Kraftdichte ist die Vektordivergenz des Maxwell’schen Span-
nungstensors. Damit schreibt sich der magnetische Term

BTp . 6‘5,-’1}- Q:El
LZmi;ax; dv_zi:[]vg—é%idv-/v;%%dv] . (1.204)

Der zweite Term in Gleichung (1.204) lasst sich einfacher auswerten, da der Diffe-
rentialausdruck gleich d;; ist, und fiir den Spannungstensor (1.202)

1 1 1 1 1
T,;g=— 82___ 2 2 _ T p2 2 __ - p2 =__BZ 1.
Ei %( - 5B+ Bl - 5B+ B 28) = (1.205)
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gilt. Die magnetische Gesamtenergie innerhalb des Volumens V ist definiert als

Blrey = f iy (1.206)
wodurch der zweite Term eine einfache Deutung erfahrt. Mit Hilfe des Gauf8’schen

Satzes fiir Tensoren riickt man dem ersten Term von Gleichung (1.204) zu Leibe und
erhélt ebenfalls einen Oberflachenterm

f Domy 2dV = ) / > " 2Ty df; + Emmag (1.207)
4 1 3 ax-? i o j
= T 1]
= /O [(r B)B - 2B r] df + Emeg  (1.208)
= &l Bl (1.209)

Der letzte Term des Virialtheorems (1.195) stellt die Gravitationsenergie dar, die
mit Hilfe eines Riickgriffs auf das Potential von Punktmassen berechnet wird. Fiir
die Gravitationsenergie gilt

G p(r)p(r’ '
0 = 1.21
Bgrav .//I;* r_r.'l d dI‘ ( 0)
_ Je—r)@-1)
= /_/: TE drdr
; —
= fo pr)p(r)r - !r r)d.rdr"
y r—r|3

f_/;frp(r)r-v [|1'—(1?[] dr' dr

= ‘—f pr-VydV.
v

Il

Die Umformung in der 3. Zeile niitzt dabei die Symmetrieeigensschaften des Integrals
zwischen r und r’ aus.

Fasst man nun alle Terme zusammen, so bestimmt sich fiir eine beliebige Konfigu-
ration das Virialtheorem (Chandrasekhar und Fermi 1953) zu

1d%1

S5 = 2Fin + 3("}‘ — l)Etherm + Emag + Egav + S, (1.211)

und erlaubt damit eine Aussage iiber die Umverteilung der einzelnen Energien einer
Konfiguration. Die Summe beider Oberflichenterme S; und S, ist im Term

1 B?
R N Z Yyt 1.212
S 4ﬂ_/0(r B)B-df /;(Pextﬁ-sﬂ)rd (1.212)

zusammengefasst.
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1.11.2 Stellare Gleichgewichte

Fiir einen Stern im hydrostatischen Gleichgewicht, d/dt = 0 und u = 0O ist es erlaubt,
den externen Druck P, sowie das Magnetfeld B = 0 zu vernachléssigen. Daraus
ergibt sich eine einfachere Version des Virialtheorems

E
3(v — 1) Etherm = —Bgray erm — L 1213
(’Y ) th g Oder Eth 3(7 — 1) ( )

Diese Relation erlaubt das Umschreiben der thermischen Zeitskala (1.2) mit Hilfe
der Gravitationsenergie.

Bezeichnet man die Gesamtenergie mit W, so gilt

3y—4
—— Eoy. 1.214

Fiir einen Stern mit einem mittleren Adiabatenindex von + findet man demnach

W = Eiperm + Egrav =

E av . 5
W= % <0, mit 7v=g3 (1.215)

also eine gebundene Konfiguration, da ja Eg., < 0 ist. Dagegen gilt

W =0, mit y= % i (1.216)
also ein indifferentes Gleichgewicht. Die Energieerhaltung fiihrt auf
dw dw 1dE
L - = —_—_— = —= Bray 21
+— 0 oder L Fr S (1.217)

wobei der letzte Term fiir v = 5/3 ausgewertet ist. Daraus sieht man, dass der Stern
bei Kontraktion, also Anderung von W, die Hélfte seines Energiegewinns abstrahlt,
die andere Halfte in eine Erhchung der thermischen Energie steckt.

Die Gravitationsenergie W lisst sich ebenfalls fiir spharische Systeme abschétzen.
Da fiir die Ableitung des sphérischen Potentials (vgl. Abschnitt 1.1.2)

oY Gm
il i P i 1.218
ar re ( )
gilt, kann man das verbleibende Integral als die Gravitationsenergie Fgay
_ / O it — B (1.219)
M T

aufschreiben. Im Falle konstanter Dichte ergibt sich durch einfache Integration bei-
spielsweise
3GM 2

Egrav = _5 R

(1.220)
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Abbildung 1.15: Schematische Darstellung der Gleichgewichte. Die Existenz des mini-
malen Radius Rpi, verhindert einen statischen Ubergang von interstellaren Wolken zu
Sternen.

Generell hingt die Gravitationsenergie von der Dichteverteilung im Stern ab, und
man schreibt allgemeiner fiir zahlreiche Abschitzungen

2
Egay = —aGRM , (1.221)

wobei dann a ~ 1 gilt. Aus dieser Abschéitzung und Relation (1.213) folgt schlieBlich
der im ersten Abschnitt verwendete Ausdruck der thermischen Kelvin-Helmholtz
Zeitskala (1.2).

1.11.3 Interstellare Wolken

Ist eine sphérische Konfiguration mit Radius R in ein Medium mit konstantem Druck
Pext eingebettet, so kann man das Oberflichenintegral (1.200)

S = / Pr.df = 47 R3P.,, (1.222)
S

leicht auswerten, andernfalls ist eine aufwindigere Berechnung erforderlich. Ver-
nachlissigt man die magnetischen Terme und nimmt man ein Gleichgewicht ohne
weitere Bewegungen an, so reduziert sich das Virialtheorem (1.211) auf

Egrav -+ 3(7 - I)Etherm + 81 =0. (1223) <——..

Mit Hilfe der vorherigen Uberlegungen und der thermischen Energie eines idealen
Gases mit konstanter Temperatur 7', d.h. - -‘(-1-, = B

1 1 RT &
Eiherm = ——~/ PdV=——"|[ pdV (1.224)
7 =1 dw ¥4 Sy

ergibt sich aus dem vereinfachten Virialtheorem (1.223) ein Zusammenhang zwischen
externem Druck P., Temperatur und Radius

2
EM'.i" = ocGM

’ T ATR3 Py . (1.225)
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Da die rechte Seite dieser Relation fiir Py % 0 und M # 0 sowohl bei B — 0,
als auch bei R — oo divergiert, muss dazwischen ein minimaler Radius Rpin liegen.
Schematisch ist dieser Sachverhalt in Abbildung 1.15 erldutert. Sinkt die Temperatur
unter ein bestimmtes Minimum, wird daher kein stabiles Gleichgewicht mehr moglich
sein und die interstellare Wolke kollabiert. Um R, zu bestimmen, bildet man die

Ableitung
d G M? 3
E(O’ R +47TRP3,¢)-—0,
woraus sich der minimale Radius zu
aGM? 14
Rmin = (12?TP t) (1226)

ergibt. Einsetzen von R, in die Gleichgewichtsbedingung (1.225) liefert eine mini-
male Temperatur Tpin, die zur Aufrechterhaltung eines Gleichgewichts erforderlich
ist

1 GM?* Ar 4

R
—M min — T i
2 L 30" JRmin F 3 Rmm

1
= g(uwpm)lf“(ac)?'f“Mw + %’T(1zﬂ)*3f4pj,;’;‘(ac)3f4M3ﬂ

Pext

= g(ac)3f4(12wpm)”4M3f2 ; (1.227)

Unterhalb dieser Temperatur Tp,, wird kein stabiles Gleichgewicht moglich sein.
Aus der Relation (1.226) erkennt man nach dem Quadrieren weiters, dass

M (12xPu\"?
M - ( ok ) = [(Pu) (1.228)
eine maximale Saulendichte darstellt, die vom externen Druck Py abhéngt. Uber-
steigt die Saulendichte M/R? einen bestimmten Wert, wird das stellare UV-Licht
abgeschirmt, die Wolke kann weiter auskiihlen und nach Gleichung (1.153) sinkt die
Jeans-Masse, die Wolke kann in sich zusammenfallen. Driickt man den Radius durch
Masse und Dichte aus, ergibt sich in Analogie zur Jeansmasse Mj (1.153) folgender

Ausdruck - -
37/® R —1/2 m3/2

Abgesehen vom Vorfaktor entsteht damit die gleiche Abhingigkeit der kritischen
Masse von Dichte p und Temperatur 7', wie sie schon aus den linearisierten hydro-
dynamischen Gleichungen (Abschnitt 1.7.1) abgeleitet wurde. Die Konsistenz muss
bestehen, da das Virialtheorem aus denselben Gleichungen hervorgegangen ist.
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Abbildung 1.16: Eine interstellare Wolke wird von einem homogenen Magnetfeld By
durchdrungen und koppelt damit die Wolke an das ISM.

1.11.4 Magnetische Konfigurationen

Eine weitere wichtige Anwendung des Virialtheorems (1.211) untersucht den Einfluss
von Magnetfeldern auf das Gleichgewicht. Im einfachsten Fall vergleicht man die
magnetische Energie mit der Gravitationsenergie und vernachlissigt dabei auch die
Oberflichenterme, d.h.

Eineg + Egay = 0. (1.230)
Betrachtet man ein homogenes Feld By und eine homogene Kugel mit Dichte pg
(vergl. Abbildung 1.16), so gilt

2 B2 3
Bsg= SB»,-? dV = °6R :

Mit Hilfe des Ausdrucks fiir die Gravitationsenergie (1.221) erhilt man eine kritische
Masse M., bei der sich Gravitation und Magnetfeld im Gleichgewicht befinden,

B? Mf
=—=< 1.231
6o R4 ( )
Ersetzen des Radius mit Hilfe der Masse und Dichte liefert
3 _3‘;2 B
M. = 1.232
(£) @aor=2 (1282

Umrechnen der Dichte gy in eine Teilchendichte pg = pmyne mit p = 1.2 und
a = 3/5 zeigt die kritische Masse in physikalischen (problemorientierten) Einheiten

M, = 6-10* ([1?1%])3 ([106”;[1_3]) - Mo . (1.233)

Im Fall M < M, kann ein Magnetfeld der Stirke By die interstellare Wolke stabili-
sieren, im Fall M > M, kann das Magnetfeld einen Kollaps nicht verhindern.

Ein weiteres wichtiges Konzept stellt der magnetische Fluss ®y durch eine Fliche
F mit einem gerichteten Fldchenelement df und einem geschlossenen Rand £ dar
(Abbildung 1.17). Seine Definition lautet

@M=/B-df, (1.234)
F




Abbildung 1.17: Erhaltung des magnetischen Flusses ®y durch eine Fliche F, die von
einer geschlossenen Kurve £(t) berandet ist. Im Lauf der Zeit verformen sich 7 und £
durch ein Geschwindigkeitsfeld u. Anschaulich: Die Anzahl der Feldlinien durch die von
L aufgespannte Fliche F bleibt erhalten.

der bei hoher (unendlicher) Leitfahigkeit A erhalten bleibt

d®

d—:‘ =0 fir A—oo. (1.235)
Anschaulich gesprochen bedeutet die letzte Bedingung, dass die ‘Anzahl’ der Feld-
linien durch eine Fliche erhalten bleibt. Im Weltraum sind fast immer geniigend
Ladungstriger vorhanden, sodass Gleichung (1.235) oftmals eine sehr gute Néherung
darstellt.

Betrachtet man einen sphiirischen Kollaps einer Wolke, die von einem anfénglichen
Radius R, zum Radius R kontrahiert und von einem homogenen Magnetfeld By
durchdrungen ist, so gelten Fluss- bzw, Massenerhaltung

®y = wBoR:=nBR? (1.236)
M o= TRy =T oRS. (1.237)
Aus den beiden Relationen ldsst sich ableiten, wie sich das Magnetfeld wihrend der
Kompression verstéarkt
B 5 2/3
— == : 1.238
By (Pu) ( )

In diesem Fall sieht man, dass die magnetische kritische Masse M, (1.232) erhalten
bleibt.

Allgemein haben numerische Rechnungen gezeigt, dass eine leicht modifizierte Ver-
sion von (1.238) gilt, ndmlich

B p\" 1
—_—=|— mit K~ -=. 1.239
Bo (Pn) 2 (1.239)

Eingesetzt in Relation (1.233) ergibt das

M, =510° [ Y (1.240)
T [106 m—3] 21 '
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Abbildung 1.18: Schematischer Verlauf der Feldlinien bei einem sphérischen Kollaps vom
Radius Ry zum Radius R. Das Magnetfeld in der Zwischenzone ist radial gerichtet.

wobei sich der etwas kleinere Vorfaktor ebenfalls aus numerischen Gleichgewichts-
rechnungen (Mouschovias 1976) ergeben hat.

Diese magnetischen Gleichgewichte stellen das Analogon zu den isothermen Bonnor-
Ebert-Sphéren (vergl. Abschnitt 1.5) dar. Auch hier gilt, dass Stabilitit nur bis zu
einem maximalen Verhéltnis von Aufilendichte zu zentraler Dichte von p./p < 30
moglich ist.

Aus der kritischen Masse M, (1.232) und der Definition des magnetischen Flusses
(1.234) leitet sich folgende Relation ab

2 _ P
M= —"—. 1.241
¢ 6r%G ( )
Berechnet man die magnetische Energie, der in Abbildung 1.18 dargestellten Konfi-

guration, so setzt sie sich aus der magnetischen Energie der inneren Kugel mit Radius
R, dem Zwischenmedium (R < r < Rj) und den Oberflichentermen zusammen.

drsBE 1 [REAT sow
i _ 242
B 3 R 87r+8n'_/R _/{; /0. By r*sin 8 df dyp dr (1.242)

Die radiale Komponente B, im Zwischenbereich ergibt sich aus der Divergenzfreiheit
des radialen Magnetfeldes, d.h.

V:-B= = d?_(r B.) =0, oder 7°B, = const.

Die Integrationskonstante ist am Rand r = Ry bestimmt und es gilt
2
B, = By cosf (%) . (1.243)

Nach Einsetzen in Gleichung (1.242) lassen sich die Integrationen elementar durch-
fithren und man gelangt zu

B*RS By /1 1
= etiit] | 1.244
Binag 6 6 (R Ro) ( )
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Es bleibt die Bestimmung der Oberflichenterme, die man mit Hilfe eines Tricks
berechnen kann (Mestel 1965). Dazu legen wir den Rand auSerhalb von Ro und
so kann der Lorentz-Term im Virialtheorem j x B keinen Beitrag liefern, d.h. der
Oberflichenterm muss gleich dem negativen Volumenterm sein

s_ BiRS B*R¢

s 1.245
s T (1.245)
wobei die letzte Umformung aus der Flusserhaltung (1.236) stammt.
Das Zusammenfiigen aller Terme liefert schliefilich
B*R' 1 1 GM?
E S v = ——— | = — = | — =0 ;
mag + S + Eg 3 [H Ro] a—p (1.246)

Umgeformt mit Hilfe des magnetischen Flusses (1.236) liefert dieser Ausdruck

oL R % B
{W (1—5)—114]}%_0. (1.247)

Die magnetische kritische Masse M. aus Gleichung (1.232) erlaubt (bis auf einen
Faktor 2) eine weitere Umformung

R M\?
K1 (Wf) , (1.248)

Aus dieser Relation ist ersichtlich, dass fiir M < M, die Wolke von einem anfang-
lichen Radius Ry bis zu einem Gleichgewichtsradius R kontrahiert. Die Feldlinien
sind dann so verbogen, dass die magnetischen Zugspannungen den weiteren Kollaps
verhindern konnen.

1.12 Stoflwellen

1.12.1 Rankine-Hugoniot-Bedingungen

Zur niheren Betrachtung der Ausbreitung solcher hydrodynamischer Unstetigkeiten,
wird die Welle als infinitesimal diinn angesehen. Um das physikalische Bild weiter zu
vereinfachen, nehmen wir ein Koordinatensystem an, in dem die Unstetigkeit ruht.
Um in das System der Beobachter zu transformieren, muss man die Stogeschwin-
digkeit u, kennen, die sich z.B. aus den Anfangsbedingungen ergibt. Die StoBfldache
sei in der (y,z)-Ebene gelegen, die Stromung nur in z-Richtung. Das Medium vor
der StoBwelle ist durch den Index 0, das Medium nach dem Stofidurchgang mit
dem Index 1 bezeichnet. Weiters betrachten wir in einer stationdren Situation die
Kontinuitatsgleichung

/ V- (pu)dV = j{ pu-df = 0. (1.249)
14 o _
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Abbildung 1.19: Eindimensionale, ebene StoSwelle in x-Richtung. Die Darstellung zeigt
den Bereich, iiber den die hydrodynamischen Gleichungen integriert werden, um die Stof-
bedingungen (Erhaltungssitze) abzuleiten.

Eine Auswertung des Oberflichenintegrals iiber die Dose (siehe Abbildung 1.19)
liefert die Massenerhaltung

Polg = p1Uy. (1250)

In analoger Weise kénnen wir die Impulsbilanz iiber die Diskontinuitéit bilden und
erhalten

poug + Po = pul + Py. (1.251)
Mit der Energiegleichung haben wir die dritte Erhaltungsgleichung
Pg 'Ug P] H%
IR B L AP o B 1.252
o+t ¥ © B ( )
abgeleitet, die sich mit Hilfe der Enthalpie h = e + P/p als
i 2
ho+% =h1+3‘2—1 (1.253)

iibersichtlicher schreiben ldsst. In unserem Fall nehmen wir ein ideales Gas mit
Adiabatenindex v an. Die Enthalpie ergibt sich dann zu

v P

h= o
=1

(1.254)

und wir erhalten aus (1.253)
vy Po L‘Zg i 2 .P] 'U.%
—_— = — 1.255
Y=1pp 2 ~y—-1po 2 ( )
Die Gleichungen (1.250, 1.251, 1.255) heifien auch Rankine-Hugoniot Bedingungen
und bilden ein System von 3 algebraischen Gleichungen fiir die 6 Unbekannten pg,
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Abbildung 1.20: Hugoniot-Kurve einer Stofiwelle, die den Anfangszustand pg, Pp mit dem
Endzustand p;, P; verbindet. Entlang einer solchen Hugoniot-Kurve nimmt die Entropie
S von rechts nach links zu.

P, uo, p1, P1, u;. Einerseits ist der Zustand vor der StoBwelle (po, Fo, uo) bekannt,
andererseits fiihrt die Bewegung der Stofiwelle mit der Geschwindigkeit ug zu ei-
ner weiteren Unbekannten. Mit einer Parametrisierung iiber die Machzahl (siehe
Abschnitt 1.12.2) findet man dann eine eindeutige Losung des Problems, d.h. der
Zustand hinter dem StoB kann mit p;, P, u; eindeutig charakterisiert werden.

Mit der Einfithrung des spezifischen Volumens v = 1/p lésst sich (1.250) als

om0 (1.256)
Uy Po N1

schreiben und aus der Impulsbilanz (1.251) folgt

2 2 P - P
B _UM_p_p uwd wd=vl—. (1.257)
Vo (4 o — U1

Setzen wir die Relation (1.256) nochmals ein, so finden wir

3 _ 2P1_P0
Uy =Vg—— -
Up— U

(1.258)

Mit Hilfe der Energieerhaltung (1.255), sowie den obigen Relationen (1.257, 1.258)
gilt

i[u1 —uf] = 5[1}1 — 5 =ho—hy. (1.259)

Up— U
Daraus kénnen wir eine Beziehung ableiten, welche die Werte vor und hinter dem
Stof verbindet,

1 7

5[’1}0 + U]][P] = Pg] = h] = hg = :f-—;—l[Pl’Ul - PD’UD] s (1260)
oder allgemein daraus eine sogenannte Hugoniot-Kurve

Pl =H(PU!UU:U1) (1261)
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Abbildung 1.21: Schematischer Verlauf von Druck P und Dichte p iiber eine StoBfront
hinweg. Die Gréflen sind im System der StoBwelle (d.h. u; = 0) dargestellt.

ableiten. Entlang dieser Kurve (Abb. 1.20) ordnen sich alle méglichen Zustéinde hin-
ter der StoBfront an, in unserem Fall handelt es sich dabei um eine Hyperbel. Es lisst
sich allgemein zeigen, dass iiber eine Stoffront die Entropie S ~ In P/p zunehmen
muss und dass daher nur Verdichtungen p; > py méglich sind. Der schematische
Verlauf der Variablen iiber eine Stoffront ist in Abbildung (1.21) dargestellt.

Berechnen wir nun aus (1.260)

1 0% 1
P = —_ — —_ —
1 | 5 (vo +v1) - lul] P [2(1;0 +v1)

2 Yol (1262)

v
v—1
woraus sich unmittelbar das Druckverhéltnis

A _ (4 Dw-(-Du

- 1.263
P[) (’Y + 1)’01 — (’]f — 1)1)0 ( )

oder das Dichte- und Kompressionsverhiltnis
E_(T—I)Pl_‘f‘(’]/'l'l)f)g (1264)

w (@+D)P+(y-1FR

bestimmen ldsst. Da wir ein ideales Gas mit T' o« Pv angenommen haben, gilt fiir

das Temperaturverhéiltnis
E Pyu

To - Pyvg '

Hinter dem Stofl muss P, > Fy gelten und im Grenzfall eines starken Stofies folgt
fir v > 1 das Kompressionsverhiltnis

(1.265)

P1 %i% 4 18 (1.266)

P> P : — = ; — =

! 0 £o To G +1 P@ -
Im Fall eines isothermen Stofles v = 1 geht formal p;/py — oo und ein derartiger
StoB kann nur (ohne darauf hier einzugehen) mit Hilfe eines Energietransportes weg
von der Stofiregion korrekt beschrieben werden.
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1.12.2 Machzahl

Bezeichnen wir mit ap; die Schallgeschwindigkeiten in den beiden Medien vor (0)
und hinter (1) dem StoB, so sind die Machzahlen Mo, durch das Verhiltnis zur
Stromungsgeschwindigkeit im System des StoBes gegeben, d.h.
ag, = ’Yfg"i ) My, = -, (1.267)
Po,1 ap,
Nach einigen Umformungen mit Hilfe der obigen Gleichungen lisst sich zeigen, dass

einerseits i B
Zims e 21
5 Qs M= [(7 1)+ (y+1) P[,] >1 (1.268)

gilt, da in einem Stof stets P;/FP > 1, und dass P1/Py — 1 auch zu My — 1 fiihrt.
Andererseits ist

<QAs ME = 2—11: [(7 — 1)+ (v+ 1)%’] <1 (1.269)

giiltig. Aus diesen Bedingungen sehen wir ug > ao und u; < a;, so dass ein Stof
immer einen Uberschall-Unterschall Ubergang darstellt. Fiir einen starken Stof mit
Py/P; = 0 finden wir als Grenzfall

Uy & ol 1
M, = —=4/— 1.270
=2 (1.270)
vor. Mit Einfithrung der Grofie
2 _2—1 (1.271)
a4+ 1

kénnen wir das Druckverhéltnis (1.263) in einer kompakten Form mit der Machzahl
My aus dem Vorland des Stofles schreiben
Py

—=1+p) M -2, (1.272)
Py

bzw. lisst sich fiir das Kompressionsverhéltnis (1.264)

2
M Gl (1.273)
po 2+ (y—1)Mg

ableiten.

Da fiir die Machzahl im Vorland M > 1 gilt und da nach dem Stoff M; < 1 erfiillt
ist, miissen sich hintereinander laufende StoBwellen stets einholen. Die Wechsel-
wirkung von Stofwellen hingt stark von dem Adiabatenindex v ab. Wie eingangs
erwihnt, ist die Machzahl im stationéren Fall ein Parameter, der sich z.B. aus den
Anfangsbedingungen einer zeitlichen Entwicklung ergibt.
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Abbildung 1.22: Eigenschaften der spezifischen Intensitit I,(r,n,t), die vom Ort r, der
Blickrichtung n, der Frequenz v und der Zeit ¢ abhingt. Zwischen dem Ortsvektor r und
der Blickrichtung n wird der Winkel # aufgespannt.

1.13 Strahlungsfelder

1.13.1 Strahlungsintensitit

Die wichtigste Grofe bei der Beschreibung von Strahlungsfeldern stellt die spezifische
Intensitat /,(r,n,t) dar, die vom Ort r, der Blickrichtung n, der Zeit ¢ und der
Frequenz v abhéngt. Sic ‘st {iber die Energiemenge dFE definiert, die durch eine
Fliche dA, orientiert ir. Richtung n pro Zeit- und Frequenzintervall geht,

dE = I,dA dQ dt dv. (1.274)
Das Ranmyinkelelement dSQ lésst sich in sphirischer Geometrie als
df2 = dy sinf df (1.275)

schreiben un wir werden im Folgenden oft axialsymmetrische Strahlungsfelder be-
schreiben, d.h eine Integration tiber den Azimutwinkel ¢ durchfiihren kénnen. Die
grundsitzliche Arordnung izt in Abbildung 1.22 dargestelit.

1.13.2 Nettostrahlung:fluss

Nehmen wir ein Flachenelement dA, das in Richtung n orientier, ist (vergl. Abbil-
dung 1.22). Durch dieses Elctaert geht in Richtung von dQ ein differentieller Fluss
dF,, der eine effcktive Fliache cos8dA sicht

dF, = I, cos §dQ, (1.276)
d.h. der gesamte Fluss ergibt sich durch Integration iiber alle Raumwinkel
E, = /f,_, cos 0dS2. (1.277)

Da man im Falle von Isotropie die spezifische Intensitét 7, I,(r,n,t) vor de= inte-
gralzeichen ziehen kann, ist in diesem Fall der Nettofluss gleich null, da JcosfdQ =0
gilt. Anschaulich kommi aus jeder Richtung der gleiche Enegieanteil, der sich im I
tegral weghebt.
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1.13.3 Strahlungsdruck

Zur Berechnung des Strahlungsdruckes bedenken wir, dass nur die N ormalkompo-
nente des Impulses auf unser Flichenelement dA iibertragen wird (vergl. Abbildung
1.22), und dass der Photonenimpuls durch hv/c gegeben ist,

B % / I, cos® 0dQ. (1.278)

1.13.4 Strahlungsenergiedichte

Die spezifische Strahlungsenergiedichte u, definieren wir als die Energie pro Ein-
heitsvolumen dV und Frequenzinterval dv. Um eine Verbindung mit der spezifischen
Intensitét I, herzustellen, gehen wir von der Strahlungsenergiedichte pro Raumwin-
kel u,(Q) aus, d.h. es muss gelten

dE = u,(Q)dV dQ dv = u,(Q) dA cdt dQ dv, (1.279)

wobei wir das Zylindervolumen als dV = dA cdt angesetzt haben. Der Vergleich mit

Gleichung (1.274) zeigt,

u(0) = (1.280)

und nach Integration iiber den Raumwinkel erhélt man fiir die spezifische Strah-
lungsenergiedichte

52 % f 1,dq. (1.281)

1.13.5 Strahlungsmomente

Im Folgenden wollen wir die Abhéngigkeiten im Strahlungsfeld etwas vereinfachen,
und nehmen nur axialsymmetrische Felder an, d.h. wir kénnen die Integration iiber
dy durchfiithren. Dazu verwenden wir

p = cosb, du = —sin 8d#. (1.282)

Beginnend mit der Strahlungsenergiedichte berechnen wir

J = i_/fdﬂ—l_/%d fﬂfsiné?dﬁ
Y g T A Sy "OD !

1 1

1

sowie die hoheren Momente in den Potenzen von p = cos 0 als

2m ™
H, = i/';r';,cosfhsiﬂ=i/ d(p/ I, cos@sin 0 df
4?]' 471— 0 0
1

= f I pdp (1.284)
2/
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sowie den Strahlungsdruck

1 2 m
K, = —/Iu00829d§2=—1-/ d(,o/ I, cos® 0 sinf df
4 4r o 0
1

1
= = f I p2dp. (1.285)
2Ja

Diese Definitionen gehen auf Eddington zuriick und der Vergleich dieser mathemati-
schen GroBen mit den physikalischen Termen (1.281, 1.277, 1.278) sei hier nochmals
zusammengefasst:

A7 i g
v Z_Jv: Juz_ Iv
U . 2/;1 du
1
F, =4rH, H,,:%/ Lpdp (1.286)
o
47 1
P =—K, K,== [ ILp%du.
’ 5 [ L

1.13.6 Eddington-Faktor

Betrachten wir ein anisotropes Strahlungsfeld I, am Ort r und entwickeln wir es in
eine Potenzreihe nach dem Winkel p = cos 6,

L(r,p) =a()+b(ru+c(rp+..., (1.287)

die wir aber fiir die weitere Berechnung nach dem linearen Glied abbrechen. Bestim-
men wir nun die Momente der Intensititsverteilung (1.287), so erhalten wir

Hot =5 [ @) +bmdde = a)

vt H = [ e+ b0 =240 (1.288)

Mo K, = %/_ll[av(*r) +b,(r)plpldp = G”T(r)
bzw. aus dem Vergleich von 0-tem und 2-tem Moment
K,= % (1.289)
Dieser Idee folgend kénnen wir nun den sogenannten Eddington- Faktor
fu= % (1.290)

definieren, der sich im Fall isotroper bzw. leicht anistroper (1.287, bis zur 1. Ord-
nung in p) Strahlungsfelder zu f, = 1/3 ergibt. Der Eddingtonfaktor beinhaltet
im Wesentlichen die Geometrie des Strahlungsfeldes und in fast allen Fillen gilt
1/3 < f, £ 1. Im allgemeinen Fall ist der Strahlungsdruck K, ein symmetrischer
Tensor, so dass auch der Eddington-Faktor zum Eddington-Tensor wird.
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Abbildung 1.23: Geometrie der Strahlungstransportgleichung.
1.14 Strahlungstransport

1.14.1 Strahlungstransportgleichung

Um weitere Eigenschaften von Strahlungsfeldern zu untersuchen, leiten wir in einer
einfachen Form die Strahlungstransportgleichung her. Dazu ziehen wir Bilanz, d.h. es
soll lokaler Verlust gleich lokaler Gewinn gelten. Wie in Abbildung 1.23 zu sehen
ist, kommt an der Unterseite des Zylinders dA die Strahlung / »(r,0,t) unter dem
Raumwinkel dQ hinein, an der Oberseite tritt die Strahlung IL(r +dr,0 +do,t +
dt) aus. In Inneren des Zylinders kann Strahlung entlang des Weges ds absorbiert
werden, wobei folgender linearer Ansatz zum Tragen kommt. Es wird der Anteil

—I,a,ds (1.291)

aus dem Strahl herausgenommen. Durch diese Gleichung haben wir den Absorptions-
koeffizienten @, = k,p eingefiihrt, der die Dimension Flidche pro Masse hat. Im
Riickgriff auf andere Elementarprozesse sehen wir, dass die Absorption als Wirkungs-
querschnitt pro Masse versténdlich wird, bzw. &,p die Einheit 1 /Lénge hat. Die
GroBe k, heift Opazitit und liegt fiir die astrophysikalischen Anwendung meist in
Form von Tabellen vor.

Die Emission im Zylinder schreiben wir als
Ev
.U = e 3 1.292
Juds = —pds (1.292)

wobei der rechte Teil fiir isotrope Emission gilt und der Faktor 47 als Normierung
{iber den Raumwinkel explizit mitgenommen wird.

Sammeln wir alle Terme zusammen, so ergibt sich folgende Bilanz
L(r,0,t)dAdw — I,(r+dr,0+df,t+dt)dAdw
— LkypdAdwds + %p dAdwds = 0. (1.203)

Den zweiten Term entwickeln wir bis zur ersten Ordnung,

6[;; alru afv
I,,(T' + dr,ﬂ + dig,t + df) = I,,(T',G, t) + gdr + —a—g—dﬂ + —g
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Abbildung 1.24: Der funktionale Verlauf der Planckfunktion mit z = hv/kT und
f(z) = 2%/(e* — 1) als durchgezogene Linie. Die Ableitung der Planckfunktion nach der
Temperatur tritt als Gewicht beim Rosseland-Mittel auf und ist als g(z) = 2167 /(e® — 1)2
strichliert dargestellt. Beide Kurven sind auf eins normiert.

/
Eingesetzt in (1.293) erhalten wir nach dem Kiirzen von dAdw

oL, . oI, . I,
- [& dr + o2df +

dt] — Ik,pds + %«p ds = 0. (1.295)
s

Das verbleibende Wegelement ds liisst sich einfach geometrisch ausrechnen,

dr = cosfds
rdl = —sinfds (1.296)
cdt = ds,

um schlieflich mit der Strahlungstransportgleichung (STG) zu enden

v in ¢ Iv IV &
dl, sinfd 16—+I,nup—%ﬂ= , (1.297)

cos O

o v o0 cot
In Falle thermischer Emission gilt das Kirchhoff 'sche Gesetz

£
B o B, 1.2
y Ky B, (T) (1.298)
mit der Planckfunktion (siehe Abbildung 1.24)
3
B,(T) = 21 - (1.299)

¢ exp(hw/kT) —1"

Nehmen wir beispielsweise den Fall einer isotropen, homogenen und zeitunabhiin-
gigen Hohlraumstrahlung an, d.h. alle Ableitungen der STG (1.297) verschwinden,
so gilt

Iy = B(T). (1.300)
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Berechnen wir in diesem Fall die Energiedichte (1.281) mit (1.283)

dm 1

4
- ) X
H c g2

/ BT dyt = %T[BU(T), (1.301)

bzw. durch Integration der Planck-Funktion iiber alle Frequenzen

o] ) 8ﬂ5k4
Hand = -/o u,dv = T mit ag = o (1.302)
und erhalten das Stefan-Boltzmann’sche Geselz.
Unter Zuhilfenahme von g = cos  und nach Einfiihrung der Quellfunktion
Ey
v = 1.
Tikes (1.303)

konnen wir die STG (1.297) im stationéren Fall in eine kompaktere Form umschrei-
ben A

| %
3lo \ 8L,  1—i0L
( ot } iy I s+l = 5,) =0 (1.304)

Wir haben schon gesehen, dass im Fall thermischen Gleichgewichts das Kirchhoff’sche
Gesetz gilt, d.h.

asl

8, =B,(T). (1.305)

1.14.2 Strahlungstransport im Sterninneren

Von der stationiren Strahlungstransportgleichung (1.304) ausgehend bilden wir zu-
nichst das 1. Moment,

A2 0 1 al, | .
¢ ok @‘gfﬂzfvdw;f(ﬂ—#s) i du+fm,o(fu- S)pdp=0,  (1.306)

A
das wir durch partielle Integration auf eine Gleichung fiir den Strahlungsdruck ver-

einfachen koénnen ¢ M My aM M, ‘
Ay, xS 3K, -4, ¢ M4
¥ * L=, (1.307)

wobei eine isotrope Quellfunktion S, angenommen wird. Im Sterninnern sind die
Dichten so hoch, dass sowohl die Eddington-Naherung (siehe Abschnitt 1.13.6) als
auch das lokale thermodynamische Gleichgewicht (LTE) mit J, = B,(T) gilt,

1 1
Ku=_v=_
J 3

3
wodurch der zweite Term auf der linken Seite wegfillt. Mit Hilfe der Beziehung
zwischen dem 1. Moment H, aus (1.286) und dem Strahlungsfluss F, haben wir
dann

B,(T), (1.308)

3K,p
dr

F,. (1.309)

4BAT) )
T — —3fiu,0Hp =
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Abbildung 1.25: Ein Ausschnitt aus dem Rosseland-Mittel kg der Opazitit als Funktion
der Temperatur 7' und R = p/Tg, wobei Ts = T/[10° K]. Die gestrichelten Kurven zeigen
die OPAL-Opazititen, die durchgezogenen Linien stellen die Opazitiiten nach Alexander et
al. (1994) fiir niedrigere Temperaturen dar. Beide Bereiche iiberlappen sich und stimmen
in den Ubergangszonen relativ gut iiberein.
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Der Gesamtfluss ergibt sich dann aus einer Integration iiber alle Frequenzen

2 4r [ 1 dB,(T)
Blaag= LAy = —— —dv. 1.310
‘ ./o s SPfu W dr (1.810)

Diese Gleichung koénnen wir nun umschreiben, um daraus eine einfachere, bzw. von
der Struktur des Sterns unabhiingige Grofle zu extrahieren
a7 ml&Bv(T)ﬁT E?_rg D“ifﬂﬁ‘,,(’i’“)

— —dv = dv . |
3pJo k, OT Brdy 3por Jy kK, OT g (1811

Frag=

An dieser Stelle ist es sinnvoll, das sogenannte Rosseland-Mittel der frequenzabhén-
gigen Opazitit zu definieren

f 10B,T)

B

KR o2 63»(?1)
0 ar

(1.312)
dv

Der funktionale Verlauf der Gewichtsfunktion dB, (T")/dT ist in Abbildung 1.24 als
strichlierte Kurve dargestellt. Die Integration der Planckfunktion B,(T) iiber die
Frequenz liefert

. _ IRCg *0B,(T) , _ s
./n B,(T)dv = 41rT und fo 3T dv = = >, (1.313)

so dass wir den radiativen Fluss aus (1.311)

4GRC dT
Froa=—7—T°— 1.314
d 3,0.\‘%‘.3 dr ( )
bzw. die Leuchtkraft L, fiir die Verwendung im Sternaufbau als
d
g, — _167aRE 25T (1.315)

" 3pkg dr

schreiben konnen.

Das Rosseland-Mittel liegt heute meistens in Form von Tabellen, kg = kr(p, T) fiir
verschiedene chemische Mischungen vor (siche Abbildung 1.25). Da die frequenz-
abhiingige Opazitit &, in nichtlinearer Weise zur Mittelbildung (1.312) beitrégt,
muss eine solche Tabelle fiir jede chemische Mischung zur Verfiigung stehen. Die Ge-
wichtsfunktion dB,/dT im Rosseland-Mittel unterscheidet sich in der Form kaum
von der Planckfunktion B,, die Opazitit k, betont hingegen die Minima in der
Durchsichtigkeit, d.h. die Photonen versuchen auf dem einfachsten Weg dem stella-
ren Plasma zu entkommen.
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Abbildung 1.26: Die Intensitit an der Stelle I,(7,) setzt sich aus der eingestrahlten
Intensitét 1,(0) sowie den Anteilen 0 < 7/, < 7, Zusammen.

1.14.3 Formale Losung der ebenen Strahlungstransportglei-
chung

Die allgemeinen Eigenschaften der STG lassen sich in einer planparallelen Schichtung
anschaulich diskutieren. Dazu lassen wir formal den Radius groB werden r — oo.
Zur besseren Unterscheidung nennen wir unsere Raumkoordinate nun z,

dl,
- + kp(l, — S,) = 0. (1.316)

Wir definieren die optische Tiefe als natiirliche Skala der Photonenwegstrecken

7

z1
oy = Kpds oder T f Kypdz, (1.317)

20

womit sich Gleichung (1.316) als

p% =8,—1I, (1.318)

aufschreiben lisst. Diese Gleichung kann formal geldst werden, wenn man bedenkt,
dass e™/* den integrierenden Faktor angibt. Mit

J=Le** ud S=S3§,ev/H (1.319)
transformiert sich (1.318) auf

aJ
oT,

pZl =5 wnd  J(m)=J0)+ i / Slwland, (1.320)
0

die wir sofort formal integriert haben. Die Riicksubstitution von (1.319) in die letzte

Gleichung liefert die formale Losung der STG (auch in Abbildung 1.26 dargestellt)

T
I(r) = L,(0) ™/ +i f e~r=TInS, (1) dr,. (1.321)
0
Allerdings handelt es sich dabei um eine formale Losung, weil S, a priori nicht
bekannt ist und S, = S,(/,) gilt. Normalerweise ist die optische Tiefe positiv 7, > 0
und die Losung ldsst sich anschaulich interpretieren. Es ist aber méglich, dass 7, < 0
wird, und man auf diese Art ein exponentielles Ansteigen der Intensitit I, erhlt.
Diese sogenannte Laser- oder Maser-Emission wird hier nicht weiter diskutiert.
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Im einfachsten Fall setzt man S, konstant und erhalt

SV W ' '
I,,(Tu) = [v(o) e—naf.u s I\/ﬂ e—('ru—-'r,,),’g dTu

= 8, +e™*(,(0)-S,). (1.322)

Dadurch gelangt man zur Definition von

Ty 2 1 optisch dick, Iy =S

7, < 1  optisch diinn, I(r) =L(0) (1.323)

1.15 Graue ebene Atmosphére

Eine einfache Losung der Strahlungstransportgleichung (1.304) kann man ableiten,
wenn wir frequenzunabhingige Grofen verwenden, und eine planparallele Schichtung
voraussetzen, d.h.  — co. In dieser Anwendung ist es iiblich, die optische Tiefe T
von auBen nach innen zu definieren, d.h. 7 = 0 ist der AuBenrand, 7 = oo das
Sterninnere. Die zu lésende Gleichung hat dann die Form

dl

po=1-5. (1.324)

Eine weitere wesentliche Voraussetzung ist Strahlungsgleichgewicht, d.h.

/ rs,,.],dv=/ S, (1.325)
0 0

welches sich im grauen Fall auf J = S reduziert. Unsere graue Atmosphére wird
dann durch die Integrodifferentialgleichung

1
,uﬁ=f—.} mit J=}-f Idp . (1.326)
dr 2/,

beschrieben. Zur weiteren Berechnung bilden wir von Gleichung (1.326) das 0-te und
1-te Moment, also

dl d dH
sowie
dl d dK
2-—— —_ — 2 = — = — = a
=t = [wran="7 [utan= [urau=rr,  (.329)

wobei wir die letzte Gleichung mit der Konstanz von H aus Gleichung (1.327) mit
der Integrationskonstante C zu

K(r)=H[r+C]= %F[’r + O] (1.329)
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integrieren konnen. Wie wir friiher schon gesehen haben (1.289), gibt es fiir isotrope
Strahlungsfelder die Eddington-Beziehung, d.h fiir groBe optische Tiefen muss J =
3K gelten. Fiir 7 >> 1 haben wir demnach

T —00: K(r) = %FT und J(71) — %F'r. (1.330)

Die mittlere Intensitdt J nimmt asymptotisch mit der optischen Tiefe linear zu, so
dass folgender Ansatz
3
e = ZF[T + q(7)] (1.331)

mit g(7) als sogenannter Hopf-Funktion naheliegt. Den obigen Uberlegungen folgend
gilt demnach

lim () — K(7)] = gi?n;[iF(T)—%Fq('r)—iF(f+C’)]=0 |
g = plea). (1.332

Die analytische Bestimmung der Hopf-Funktion ¢() ist eine schwierige Aufgabe und
wir wollen hier das Problem nur in der Eddington-Niherung betrachten, d.h. wir
setzen iiberall in der Atmosphére (und nicht nur in grofien optischen Tiefen) J = 3K.
Damit wird fiir die Strahlungsenergiedichte der folgende Ansatz moglich (1.331)

) = ZFT — (1.333)

Unter Zuhilfenahme der formalen Lésung der STG (Abschnitt 1.14.3) und der Eigen-
schaften der Exponentialintegrale (sieche Appendix) kann man Jg berechnen und
damit

LI . gp [‘r + g] (1.334)

festlegen. Im Falle thermischer Emission haben wir J = B = apc/4nT* und be-
stimmen unter der Annahme der Eddington-Néherung die Temperaturschichtung in
einer grauen, ebenen Atmosphire
3 2

Tt = ZT;H [r - 5] : (1.335)
Diese Schichtung ist so aufgebaut, dass T'(r = 2/3) = T.q gilt. In einer optischen
Tiefe von 7 = 2/3 gilt ziemlich genau exp(—2/3) =~ 0.5, also 50% aller Photonen
aus dieser Schicht gelangen zum Beobachter und 50% werden nochmals absorbiert.
Definiert man die Oberflichentemperatur Ty mit 7 = 0, so haben wir

1/4
;” = (%) =0.841, (1.336)
eff

was ohne Eddington-Approximation mit einer vollstindigen Berechnung der Hopf-
Funktion (1.331) auf (v/3/4)Y/4 = 0.8114 gefiihrt hétte. Man sieht, dass sich die
Eddington-Approximation als sehr gute Ndherung herausstellt.
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1.16 Strahlungsprozesse

1.16.1 Einstein Koeffizienten
Relationen zwischen den Einstein-Koeffizienten

Da das Kirchhoff’sche Gesetz (1.298) die Verbindung zwischen Emission und Ab-
sorption herstellt, muss es auch auf mikroskopischer, atomarer Ebene eine Relation
zwischen diesen Prozessen geben. Betrachten wir dazu, A. Einstein folgend, ein ein-
faches System mit zwei Energieniveaus. Das eine Niveau besitzt die Energie E mit
dem statistischen Gewicht g;, das andere Niveau ist durch E + hyp mit g» charak-
terisiert (siehe Abb. 1.27). Das System kann durch Absorption einen Ubergang von
Niveau 1 zu Niveau 2 machen, der umgekehrte Prozess bewirkt die Emission eines
Photons mit der Energiedifferenz AE = huy.

Albert Einstein hat drei Prozesse identifiziert, die dabei stattfinden kdnnen:

1. Spontane Emission: Das Atom dndert seinen Zustand durch Emission eines
Photons ohne Vorhandensein eines Strahlungsfeldes. Diesen Vorgang beschreibt
der Einsteinkoeflizient

As; = Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit [s]_1 (1.337)

2. Absorption: Dieser Prozess findet in einem Strahlungsfeld statt und der Vor-
gang der Absorption wird proportional zum mittleren Strahlungsfeld sein. Da-
bei ist zu beachten, dass das Energieniveau nicht unendlich schmal ist, sondern
durch eine sogenannte Linienprofilfunktion ¢(v) beschrieben wird, d.h. der da-
zugehorige Einsteinkoeffzient ist

BysJ = Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit (1.338)
der Absorption ,

wobei die gemittclte Strahlungsenergiedichte (1.283) mit

T fo Jé()dv  mit /0 ) ap =1 (1.339)

eingeht.

3. Stimulierte Emission: Einstein hat noch den dritten Prozess der stimulierten
Emission definiert, der ebenfalls das Vorhandensein eines Strahlungsfeldes er-
fordert, daher gilt

Bo;J = Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit (1.340)
der stimulierten Emission .
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T Niveau 2, g,

AE=hy, )
+—— Absorption
Emission —

Niveau 1, g,

Abbildung 1.27: Emission und Absorption in einem einfachen Atom mit zwei Energieni-
veaus, deren Energiedifferenz AE = hyg betrigt.

Da J, nur wenig iiber das Frequenzinterval Av der Linie variiert, verhalt sich ¢(v)
praktisch wie eine d-Funktion.

Sind nun die Besetzungszahlen der vorhandenen Atome durch in den beiden N iveaus
durch n; und n, gegeben, so muss sich im thermodynamische Gleichgewicht folgende
Bilanz aufschreiben lassen

ny Blgj = '(121421 + TLnglj i (1.341)

Diese Gleichung lésst sich nach J auflésen

AZI/le
(n1/n2)(Bia/Ba) — 1°

In unserem Fall des thermodynamischen Gleichgewichts sind die Besetzungszahlen
ny und ny durch die Boltzmann’sche Formel festgelegt, d.h.

n_ g1exp(—E/kT) o
na . gaexp (—(E + huo)/KT) — g “P/kT) (1.343)

J=

(1.342)

so dass sich aus Gleichung (1.342) der Ausdruck

A2/ By
(91B12/92Ba1) exp(hvy /kT) — 1

ergibt. Im Fall der thermodynamischen Gleichgewichts (LTE) wissen wir bereits aus
Gleichung (1.301), dass J, = B, gilt und aus der Tatsache, dass die Planckfunktion
B, kaum iiber das Interval Av variiert, kann man J = B, ableiten. Setzt man in den
letzten Ausdruck die Planck-Funktion (1.299) ein, so miissen folgende Relationen
zwischen den Einstein Koeffizienten gelten

= (1.344)

91Bi2 = g2By (1.345)
2hv?
Ay = 2 By, . (1.346)

Diese Relationen sind von der Temperatur unabhingig und miissen daher auch fiir
Atome gelten, die sich nicht im thermodynamischen Gleichgewicht befinden. Diese
Relationen sind daher die Verallgemeinerung des Kirchhoff’schen Gesetzes (1.298)
fiir den Fall von Nichtgleichgewichtszustinden.
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Absorption und Emission als Einstein-Koeffizienten

Der Vergleich der Definitionen von Intensitdt, Absorption (1.291) und Emission
(1.292) liefert dann folgende Beziehungen

: hv
I = ny Ap1 (V). (1.347)
Da Absorption und stimulierte Emission von der vorhandenen Intensitat abhéngen,

fasst man beide im Absorptionskoeffizienten zusammen
hv
o, = E QS(V)(TL]BR — 712321) . (1348)

Die stimulierte Emission (in Form des Einstein-Koeffzienten Bj;) tritt dabei for-
mal als negative Absorption auf. Damit kénnen wir die ebene Strahlungstransport-
gleichung (1.316) mit = 1 mit Hilfe der Einstein Koeffizienten schreiben

dl, hv hv
—~ = —— (n1Bi2 = n2 Ba1)¢(W) Lo + — g Ag19(v) (1.349)
ds 4 47
und die Quellfunktion (1.303) ermitteln
A
B, DAL (1.350)

nyBia —naBay
Verwenden wir die Beziechungen der Einstein Koeffizienten (1.345, 1.346) unterein-
ander, so finden wir

hv

Q, = Eﬂ]Blg(l—glnz/gzﬂl)Qb(V) (1351)
2hi? b

S, = = (@—) , (1.352)
c gina

wobei wir (1.352) als verallgemeinertes Kirchhoff’sches Gesetz (siehe auch Gleichung
1.298) verstehen konnen.

Thermische Emission

Betrachten wir zunichst eine rein thermische Emission mit der Temperatur 7', die
nicht der Gastemperatur entsprechen muss, so sind die Niveaus nach der Boltzmann-

Formel verteilt, d.h.
4 g1 hv
e P — ), 1.3
T exp (kT) (1.353)

wir sprechen von lokalem thermischen Gleichgewicht (engl. local thermodynamic
equilibrium (LTE) und erhalten in diesem Fall

h h
Q, = ﬁ n1812 [1 — exp (—k—;)] (1354)
S, = .B,IT). - (1.355)

Wir sehen wiederum das Kirchhoff’sche Gesetz (1.298), und andererseits den klas-
sischen Absorptionskoeffizienten modifiziert durch die stimulierte Emission.
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Nichtthermische Emission

In diesem Fall sind die Niveaus n; und n, nicht nach der Boltzmann-Gleichung
verteilt, d.h.
hv

wie es beispielsweise in einem Plasma mit einer N icht-Maxwell'schen-Geschwindig-

keitsverteilung oder auch starker Streuung vorkommen kann. Fiir ein System im
thermischen Gleichgewicht haben wir ja immer

n32 g1 hv
= _ 1 ;
Sy exp ( kT) ], (1.357)
so dass gilt
Doy 1 (1.358)
g1 g2

und diese Bedingung ist in vielen Fillen erfiillt, auch wenn das Material nicht im
thermischen Gleichgewicht ist, und man von einer normalen Besetzung spricht.
Werden jedoch in das héhere Niveau n, mehr Teilchen gepumpt, so kann dies zu
einer invertierten Besetzung fiihren, also

LN (1.359)
91 g2
was fiir den Absorptionskoeffizienten @, (1.351) den Effekt von
@, <0  mit J=[ell, (1.360)

hat, d.h. die Intensitdt erfihrt bei einer bestimmten Frequenz eine enorme Verstér-
kung. Die Intensitit wird demnach entlang ihres Weges um den Faktor exp |, | mit
@, < 0 verstérkt und wir sprechen von einem Maser oder im Optischen von einem
Laser. Solche Maser/Laser-Emissionen eignen sich aufgrund ihrer sehr engen Lini-
enbreiten besonders gut, die Geschwindigkeitsfelder mit Hilfe des Dopplereffektes zu
messen.

1.16.2 Bremsstrahlung

Zunéchst besprechen wir die Bewegung einer Ladung mit der Geschwindigkeit v in
einem Coulomb-Feld im Abstand R, d.h. ein Elektron mit Ladung —e bewegt sich im
Feld der Ladung Ze mit einem Impaktparameter b. Wir kénnen das Dipolmoment
d = —eR definieren

d=—ev. (1.361)
Die Funktion d(w) wird iiber eine Fourier-Transformation definiert,
ag:/'é@k4wmh (1.362)
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Abbildung 1.28: Vereinfachte Geometrie des Elektrons in Coulomb-Feld eines Ions. Die
Abbremsung fiihrt zur Emission von sog. Bremsstrahlung.

woraus sich die resultierende Fouriertransformierte von Gleichung (1.361)

—fdw) = —— [ ve“tdt. (1.363)

o o (e

ergibt. Ohne die Bewegung im Detail zu berechnen werden wir dieses Integral
abschitzen und betrachten dazu eine typische Zeitskala der Wechselwirkung

T = =y
v

wobei die Exponentialfunktion (vgl. 1.363) in zwei Bereiche unterteilt wird. Im Fall
wr > 1 oszilliert die Expontialfunktion heftig und ist damit klein, im Fall wr <1
ist dieser Integrandterm konstant eins, also

e
2mw?

Av, wrk1

jm P
12

(1.364)
0, wr>1,

wobei Av die Geschwindigkeitsinderung in der Zeitspanne 7 bezeichnet.

Zur weiteren Berechnung machen wir einen vereinfachenden Ansatz, die sog. Dipol-
approzimation, die allgemein fiir ein Ensemble von Teilchen mit Ladungen ¢; an den
Orten r; gilt. Dazu fiihrt man den Vektor

d=>Y g (1.365)

ein und nach den Formeln der klassischen Elektrodynamik schreibt sich die abge-
strahlte Leistung pro Raumwinkel d€? in dieser Naherung als

ap _ &
dQ ~ 4dncd

Bezeichnet n den Einheitsvektor in Richtung des Raumwinkels d2 (wie in Abb. 1.29
dargstellt) so gelten fiir das entsprechende elektrische Feld im Abstand R

sin? @ . (1.366)

nx(nxd dsin @
Eaa(t) = _%__) und  E(t)raa = T;% . (1.367)
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Abbildung 1.29: Abstrahlungsgeometrie eines Dipols, der in Richtung d beschleunigt
wird.

Wenden wir unsere Fourier-Darstellung (1.362) auf die letzte Gleichung an

2

E(w) = —;—R sin 0 d(w) . (1.368)

Aus der Elektrodynamik wissen wir mit dA = R%dQ, dass die abgestrahlte Energie
W pro Zeit und Fliche durch
aw o

dW
= iE2 oder —_—= o E2

dtdA ~ 4rx ®) dA s (et (1.869)

gegeben ist. Diese Relation werten wir mit den Eigenschaften der Fouriertransfor-
mierten aus,

[ " B0 dt = 2 / VB = fn T \Bw)d,  (1370)

wobei die letzte Form durch die Symmetrieeigenschaft von |E(w)> = |E(~w)|?
zustande kommt. Somit erhalten wir

dw e W TR dw o 2

= — = . 1.371

aid cfo B @)Pds wnd L = ol () (1.371)
Die Integration iiber die Fliche dA = R%d( liefert schlieBlich

dw dw 2 5

el /dAdw i(w) R sin 0dfdp

= = 8““" Id(w | . (1.372)

Mit Hilfe unserer Apprommatlon (1.364) konnen wir nun die Dipolapproximation in
eine Geschwindigkeitsinderung umrechnen

2e? 2
aw C3|Av'| wr K 1

dw

(1.373)
@ wr>1,
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Zum AbschluB benétigt man noch einen Ausdruck fiir die Geschwindi gkeitsdnderung
Av, die wir iiber die senkrechte Komponente Av, approximieren, d.h.

F\ ® Ze2cosf
= —dt = ———dt
A‘UJ_ p= dt _/_m —
- Ze? [ b df = zZet ™ b dt
= o (b2 + 32)3,!2 T m o0 (B2 + (vt)z)m
Ze? [® oy —3/2 27e?
I ds = 374
mbvf_w(ns) s=—p (1.374)

Wir erhalten somit die abgestrahlte Energie pro Kreisfrequenz w in Abhéngigkeit
vom Impaktparameter b als

A bk vjw
dW(b) =, 37rc3m2b21)2 § (1375)

dw

0, b>v/w.

Damit kann man mit Hilfe der letzten Formel das Ergebnis auf eine astrophysika-
lisch relevante Form bringen, welche eine grofie Anzahl von Elektronen und Ionen
charakterisiert; n; bezeichnet die Ionendichte und n. die Elektronendichte, wobei
sich alle Elektronen mit der gleichen Geschwindigkeit v bewegen sollen. Um die ge-
samte abgestrahlte Energie pro Volumen und Zeit zu bestimmen, muss man den
Teilchenfluss iiber alle moglichen Impaktparameter b integrieren, d.h.

dW bmax IV (b) 16€° bmex b
e Mo N 9rbdh = ——— e 2 il
dwavat Y /bmm Gy modb = gamy el /bmin b

16€° ... I Diiaig

Es bleibt noch eine Abschitzung fiir bpmin bzw. bmax zu finden. So kann man bei-
spielsweise die Unschérferelation AzAp > h mit Az ~ b und Ap ~ mv verwenden

und erhélt

B B (1.377)

mv

Genauere Rechnungen liefern einen Ausdruck

aw  16me’
dwdV dt — 3+/3c3m2v

wobei geg filr den sog. effektiven Gaunt-Faktor steht. Nach unserer Rechnung (1.376)

ist er beispielsweise
3. [ bmax
et = -—-\:T_ In (——) ; (1.379)

bmin

nineZ> gog (v, W) (1.378)
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Thermische Bremsstrahlung

Besonderere Bedeutung in der Astrophysik hat die Kiihlung von diinnen, heifien
Plasmen, in denen nur frei-frei Ubergiinge moglich sind. Bei dieser thermischen
Bremsstrahlung geht man davon aus, dass die Elektronen ein thermisches Gas bil-
den und damit eine Maxwell-Verteilung in den Geschwindigkeiten aufweisen. Die
abgestrahlte Energie folgt aus der entsprechenden Mittelung iiber die Verteilungs-

funktion
h de(v,w)vg exp (_m_v?) dv
AW Sy dwdV dt kT 11,866
dwdV dt fOOUQexp (_m_’uz) s ' '
: 2T

wobei sich die untere Grenze v, aus der Bedingung hv > imuv?® folgt. Die Integra-
tion von (1.380) liefert mit der Relation dw = 2mdv die gesamte Bremstrahlungs-
emission pro Frequenz, Zeit und Volumen zu

dw o 257eb [ o
dvdVdt — 3c3m \ 3km

1/2
) T-V2Z22nine "/ T goe (1.381)

womit sich der Emissionskoeffizient (sieche auch Abschnitt 1.14.1)

o aw
vt = dydv dt
berechnen ldsst. Fiir dem Gaunt-Faktor gilt in guter Ndherung geg ~ 1. Der Faktor
T-'/2 in (1.381) kommt aus der Tatsache, dass €, g ~ v~! (1.378) mit (v) ~ T/
gilt, der exp (—hv/kT)-Term aus der unteren Grenze der Maxwell-Verteilung. Fiir
sehr hohe Temperaturen kénnen noch relativistische Korrekturen notwendig werden.

=3.8-107° T2 Z2nin.e ™/ gog  (Wm™3Hz™!]  (1.382)

1.16.3 Synchrotronstrahlung (einfach)

Geladene Teilchen bewegen sich auf Spiralen im Magnetfeld (siehe Abb. 1.30 und
Kapitel 1.17.1). Es handelt sich um eine beschleunigte Bewegung und damit ist Ab-
strahlung unvermeidlich. Allerdings ist eine relativistische, exakte Behandlung ziem-
lich aufwendig, daher beschrinken wir uns hier auf die wichtigsten Grundtatsachen.

Ausgehend von der relativistischen Bewegungsgleichungen fiir ein Teilchen der Masse
m und der Ladung ¢

%(7mv) = %v x B (1.383)
d
-&-E('ymCQ) = gv-E=0, (1.384)
sieht man, dass v = const. gilt. Demnach folgt die einfachere Gleichung
dv ¢
&y % , 1
TMm—p =~V X B (1.385)
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Abbildung 1.30: Spiralférmige Bewegung eines Elektrons im homogenen Magnetfeld B.
Die Spirale weist einen Anstellwinkel (engl. pitch angle) a auf. Diese beschleunigte Bewe-
gung fithrt zur Emission von Synchrotronstrahlung oder auch Magnetobremsstrahlung.

Trennt man die Geschwindigkeit in zum Magnetfeld parallele bzw. vertikale Kom-
ponenten, so ist

dyy
— = 1.386
T 0 (1.386)
dvy q
i QU T =0 1.387
T P v) X B ( 38 )
Da v = const. und auch wegen
dv q
'ymv-a=gv-va=0 (1.388)

v = const. gilt, findet man v, = const. Wir werden im folgenden

v 1
Bi= und

c Ve h

verwenden und die Teilchen vollfiilhren eine Gyrationsbewegung mit der Gyrations-
frequenz wp

(1.389)

wpp=—"—=—" = —W, (1390)
’)rmc ’Ymc ’Y

wobei wy, die sog. Lamor-Frequenz ist, wie sie im nicht-relativistischen Grenzfall
~ = 1 (1.451) auftritt. Die entsprechende Beschleunigung steht senkrecht auf die
Geschwindigkeit mit a; = wgv, und es gilt fiir die abgestrahlte Leistung die rela-
tivistische Verallgemeinerung der Lamor’schen Abstrahlungsformel

2 i _29° n, n 2¢° 412, 2
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wobei wir die Transformation vom augenblicklichen Ruhsystem des Teilchens in das
System des Beobachters mit a = v?*a bzw. a| = ¥%a, verwendet haben. Die
abgestrahlte Leistung ist dann

2¢° ,¢°B? 2
Mit Hilfe des klassischen Elektronenradius
ro= & 282105 m (1.393)
T me2 '
und einer Mittelung iiber alle méglichen Winkel
2 2 27 pm
2 ‘6 s 2 ﬁ .3 2 2
(B1) 4?T_/.sm @ 4?1_]0' /0 sin” a dyp do 3[3 ( )
sowie der Relation zum klassischen Thomson-Querschnitt
2
s DD (1.395)
3
und der Energiedichte eines Magnetfeldes B (siehe auch Kapitel 1.17.2)
BQ
=— 1.396
Us 8 ( )

konnen wir die abgestrahlte Leistung (1.392), gemittelt iiber eine isotrope Anstell-
winkelverteilung (siehe auch Abb. 1.30), angeben

(P) = %JT36272UB ; (1.397)

Spektrale Verteilung

Ein externer Beobachter sieht von einem Elektron in Gyrationsbewegung nur ein-
zelne Lichtpulse, deren Geometrie in Abb. 1.31 skizziert ist. Bezeichnet As das
Bogenstiick der Flugbahn, so gilt

As 2 _ 2a

a=-—, mit Af=—, d.h. As

. 1.39
= - : (1.3%8)

Mit Hilfe der relativistischen Bewegungsgleichung (1.385) bestimmen wir daraus

|Av] g

Gl e & 1.399

Al chsma, ( )
mit Av = vA#f sowie As = vAt

A8  gBsina

As  ymev
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2l Zeit

Abbildung 1.31: Emissionscharakteristik eines einzelnen gyrierenden Elektrons in Ri-
chung eines Beobachters auf der x-Achse. Der Lichtpuls erfolgt alle 27 /wp, die Breite der
Emission skaliert wie v~327 /wg.

und dem Kriimmungsradius der Gyration

v

a= (1.400)

wp Sin &

wird daraus die Abschétzung

2
i oder At = e

As = = —.
YWp SIN ¢

- — 1.401
Ywgsin o’ ( )

Diese Formel gilt im lokalen Ruhsystem des Teilchens, nicht fiir die Ankunftszeiten
beim Beobachter, die wir mit tZ) bezeichnen. Dabei ist zu beriicksichtigen, dass der
Puls vom Zeitpunkt ¢; bereits weitergelaufen ist, wenn der Puls zum Zeitpunkt ¢,

erfolgt, d.h. die Zeitspanne At = t; — t; verkiirzt sich fiir den Beobachter um den
Faktor As/c. Damit wird aus (1.401)

2

AtB) = =
~Ywp Sin &

1-5).

Da fiir sehr schnelle Teilchen v 3> 1 der Ausdruck 1 — 8 = 1/(2+?) gilt, sieht man

i

AB) — — —
Ywpsina '’

(1.402)

d.h. der Puls ist um den Faktor 43 kiirzer als die Gyrationsperiode wg sin o. Anhand
dieser Zeitspanne ist es sinnvoll eine typische Frequenz zu definieren,

We = —g'y%g sinae  oder Y= %7%5 sin o (1.403)

um welche das spektrale Fenster der Emission konzentriert sein wird.

74



™™

1.0 ]

log L,

0.1 e

v/ 'sz L¢’v (’Y)

0.01 \— '
0.01 01 1.0 10. log v

v/ 'YZVL

Abbildung 1.32: Frequenzabhiingige Emission ¢, (7) eines einzelnen gyrierenden Elektrons
als Funktion von v/y%y, sowie die schematische Zusammensetzung eines Potenzgesetzes
durch viele Einzelspektren.

Nun kénnen wir dazu iibergehen, ein Ensemble von relativistischen Elektronen mit
Energien ymc? zu betrachten, welches sich in einem Magnetfeld bewegt und dabei
Synchrotronstrahlung emittiert, d.h.

(P} = 3orcB™ Vs (1) (1.404)

wobei ¢,(7) die Frequenzverteilung eines emittierenden Elektrons im Magnetfeld
bezeichnet. Diese spektrale Verteilung ist ohne detaillierte Ableitung in Abbildung
1.32 dargestellt. Dabei gilt die Normierung

-/:0 u(7)dv = 1. (1.405)

Die Elektronen sollen durch eine Potenzverteilung in der Energie gegeben sein,
n(vy) dy = ngy P dy, mit Nn<yY<m, (1.406)

wenn n(7y) die Anzahl der Elektronen mit Energien im Intervall zwischen ymc? und
(v + dy)mc? angibt. Die Gesamtemission pro Volumen und Frequenz schreibt sich
dann unter Verwendung von (1.404) als

pic= [ (RO dr = [ Lo oy (o)

Das Pulszeitintervall (1.402) schreiben wir um, so dass wir es spéter als eine Bedin-
gung fiir eine Frequenz verwenden kénnen

Yvg = Yy, . (1.408)

In einfachsten Fall approximieren wir die spektrale Emission durch eine an der Stelle
v?vy, zentrierte Delta-Funktion, wie in Abb. 1.32 illustriert,

$u(7) =0(v —7v’m), (1.409)
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was die Integration von (1.407) wesentlich erleichtert. Bei derartigen Prozessen hat
die genaue Form von ¢,(7) eher wenig Relevanz. Eingesetzt erhalten wir das Ergeb-
nis

. 4 5 oo ) ) 5 1 v (1-p)/2
Plv = §0T5 naUB/ 7S (v — Yu) dy = §0'Tﬁ noUp— (_‘) - (1.410)
1 VL \VL
Die Gesamtleuchtkraft einer optisch diinnen Region mit Volumen V/, die Synchro-
tronstrahlung emittiert, ergibt sich somit zu

L, = f pj, dV ~ v~ 1/2 (1.411)
v

Zusammengefasst folgt im Fall von Synchrotronemission das fiir Beobachtungen
wichtige Resultat: Ein Elektronenspektrum

n(E)dE ~ E'PdE  ergibt  L,~v™® mit s= = (1.412)

Anwendung auf Radiogalaxien

Bei manchen Quellen dominiert Synchrotron-Emission den gesamten Radiobereich,
so beispielsweise bei Radiogalaxien, deren gigantische Radiolobes am Ende der Jets
durch relativistische Elektronen als helle Radioquellen sichtbar werden. Um die
Energie einer solchen Radiolobe abzuschétzen, nehmen wir ein Potenzgesetz von
hochenergetischen Elektronen der Form (1.406) an und berechnen die gesamte Ener-
giedichte Ucg in den Teilchen als

nomec” _(p-2)
2 p min

Ur =m0 | (mec®y)yPdy= (1.413)

Ymin
Die gesamte Synchtrotron-Emission L, ist aus (1.410) und (1.411) zu bestimmen,
wobei wir die Abhiingigkeit (1.390) der Lamorfrequenz vy, von der Magnetfeldstarke
B verwenden und alle Konstanten in C' unterbringen,

. 2 1 f gy R
L, =pj)V = —O'TﬁznOUB;; (—)

3 v,
1 1 ~(p-1)/2
0 = Mo 32§ (E) = Tp B{p+1){2
ng = CB~@/Z, (1.414)

Eingesetzt in die Energie der Teilchen (1.413) mit einer neuen Konstanten C’
Ucr = C'B~#+)/2 (1.415)

Weiters konnen wir die Gesamtenergie W einer Region mit Volumen V' betrachten,
die sich aus den Teilchen und dem Magnetfeld zusammensetzt,

W = (Ucr + Us)V , (1.416)
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von der wir im Sinne unserer Abschéitzung das Minimum suchen, also

aw d (B?*V 2Ug p+1U,
e e 'g-(p+1)/2) — £¥B _ L5
75 — 1B ( . +C'B ) B 5 0. (1.417)
Daraus folgt eine einfache Relation fiir die beiden Energieanteile
1
Ug:p: e . (1.418)

Da die Beobachtungen einen Spektralindex p = 2.5 zeigen, ist der Vorfaktor annéhernd
eins, so dass sich die sog. Aquipartionsenergie ergibt

UB L UCR . (1419)

Die Abschétzung der extrem leuchtkriiftigen Radiogalaxie Cyg A liefert bei einer
beobachteten Ausdehnung von R = 30kpc und einer magnetischen Feldstirke von
10~* GauB nach (1.418) zumindest eine Energie von
B%4n
UB‘CYEA o ‘S_WFR:; o~ 1053J L d 109 ESN ¥

Fiir andere Radiogalaxien sind die magnetischen Feldstidrken zwar um einen Faktor
10 geringer, aber die Energie in den Radiolobes entspricht noch immer der Energie
von 107 Supernova-Explosionen.

1.16.4 Compton-Streuung
Streuraten

Beim sog. Compton-Effekt wird ein Teil der Energie eines Photons hv auf ein Elek-
tron iibertragen, bzw. in der Astrophysik spielt auch der Inverse Compton-Effekt
eine wichtige Rolle, da beispielsweise niederenergetische Photonen (z.B. aus der kos-
mischen Hintergrundstrahlung) durch schnelle Elektronen in den Réntgen-Bereich
gestreut werden.

Im einfachsten Fall hat das Photon nach der Wechselwirkung die Energie hv,. Dieser
Prozess ist in Abbildung 1.33 im Ruhsystem des Elektrons dargestellt. Das Elektron
hat die kinetische Energie 7', den Impuls p und wird durch das Photon in Richtung
des Winkels ¢ gestreut. Dabei muss Energie-

hv =T + hi (1.420)

und Impulserhaltung sowohl in z- als auch y-Richtung gelten

% = % cosf + pcosy (1.421)
0 = % sinf — psin . (1.422)
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Abbildung 1.33: Compton-Effekt: Geometrie im Ruhesystem des Elektrons bei Wech-
selwirkung mit einem ankommenden Photon hv. Der Energieiibertrag éndert sowohl die
Energie des Photons als auch die des Elektrons.

Weiters benotigen wir die relativistische Energie-Impuls-Beziehung
PP = (T+2mA)T mit p=+ymv und T =(y—1)me. (1.423)

Quadrieren der beiden Impulskomponenten und anschliefende Addition liefert zu-
sammen mit (1.423)

h% (V? — 2vvcos b + vf) = PP =T@2mc* +T), (1.424)

woraus sich mit der Energieerhaltung (1.420) und der dimensionslosen Energie des
Photons (in Einheiten der Ruheenergie des Elektrons)

hv
= —. 1.42
€= — (1.425)
die Frequenzinderung bestimmen ldsst
v

T 14¢(1 —cosh)’

Wir sehen, dass im nicht-relativistischen Fall, d.h. ¢ < 1, die Frequenz erhalten
bleibt, v; = v, und es liegt klassische Thomson-Streuung vor. Die kinetische Energie
ergibt sich aus (1.420)

hv (1 — cos®)
T =h(v— = hy — = 1.427
Ry =i 1+ ¢(1—cosf) Ul-&-e(l—cosﬂ)’ ( )
wobei man sieht, dass die maximale kinetische Energie fiir cosf = —1 oder 0=
auftritt,
I (1.428)
max T Tl 2 ‘

Der Winkel ¢ aus Abbildung 1.33 ergibt sich aus bzw. nach Verwendung von (1.426)

cosp v—ucosf  (1+¢)(l—cosb)
sing  vysinf sin 6

=(1+¢) tang . (1.429)
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Der differentielle Wirkungsquerschnitt lisst sich nur quantenmechanisch berechnen
und sprengt den Rahmen dieser Darstellung (siche z.B. Laudau & Lifschitz, 1966,
Bd. 4, §X), die sog. Klein-Nishima-Formel

do 18 (n\2 (1
S U ] —_— 0 .
0= (u) (v +v1 sin’ (1.430)
welche im Fall kleiner Energien v = 1, in
do 7} 5
=5 (1+ cos®6) . (1.431)

iibergeht und damit der Thomson-Streuung mit dem klassischen Elektronradius 7
(1.393) entspricht. Der totale Wirkungsquerschnitt ergibt sich durch Integration der
Klein-Nishima-Formel (1.430) iiber den Raumwinkel

_ do _ 1 171 2 1251 .
OKN = deQ 2m— TO/(U) ( +u_1 sin 9)511190!9

B Wa./'[ sin 6 M sin 6 B sin® ] 0
0 (1+€(1 —cosf)®  1+¢e(l—cosh) (14 ¢(1 — cosh))?

= ”—:3 [(1 = 2‘5:2) In(1 + 2¢) + ; .4 Tfi?)?] . (1.432)
Fiir den Fall kleiner Energien ¢ < 1 folgt der Thomson-Querschnitt
a=8?r0(1—2 +%+ ) 2 on(l — 2 ﬂﬁ) (1.433)
oder der extrem relativistische Grenzfall € > 1
o~ '”:“ (1112 B ;) (1.434)

Energieverlust eines Elektronen-Plasmas

Um die Energieverluste eines Elektronen-Plasmas durch ein Photonenfeld mit der
Energiedichte U, zu bestimmen, miissen wir das Ergebnis des letzten Abschnitts
zwischen den einzelen Bezugssystemen transformieren. Es bezeichnet X’ das Ruh-
system des Elektrons, K das System des Beobachters (siche Abbildung 1.34). Da-
mit sind die vorherigen Formeln im System K’ zu verwenden. Zunichst gelten die
Doppler-Formeln zum Umrechnen der Frequenzen in den beiden Bezugssystemen

V' = vvy(l - Bcosb) (1.435)
vi = v1y(l+ PBcosb). (1.436)

Zur weiteren Rechnung verwenden wir die differentielle Photonendichte

dn = n(hv,iQ) d(hv) d92 , (1.437)
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Abbildung 1.34: Compton-Effekt: Streuung im System des Beobachters K und dem Ru-
hesystem des Elektrons K'.

welche die Anzahl von Photonen pro Volumen mit Energien zwischen [hv, hv +
d(hv)] und in Richtung  mit Raumwinkel dQ2 angibt. Mit dN bezeichnen wir die
(Gesamtzahl der Photonen im Volumen,

dN dN

n=w = wa®

(1.438)

da wir die GréBe dV dt als relativistische Invariante verwenden wollen. Daraus sieht
man, dass sich dn wie dt transformieren muss, und aus dem 4-Vektor eines Photons

h
= E(w,wk) ; (1.439)
folgt, dass das Verhéltnis
djn = const. (1.440)
invariant sein wird. Die totale Streurate lisst sich im Ruhsystem K " schreiben als
dN 1dN' ¢ ¥
— T —— T — 1. 1
= T/crdn, (1.441)

da dt = ~dt' gilt. Die Integration erfolgt iiber die Photonenanzahl im Ruhsystem
K', die wir mit Hilfe von relativistischen Invarianten und der Dopplerformel (1.435)
weiter ausfithren

dN c f dn’ , ¢ / dn
— = —|o—V==[o/—=
dt 0% v ¥ v
c dn
= ;/aqu(l — B cos 9)7 = cf(l —cos@)odn. (1.442)

Falls die Photonenverteilung isotrop ist, fallt der cos f-Anteil weg und es ergibt sich
aus (1.442) in der Thomson-Naherung

dN
?{‘ = coTn . (1443)
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Bei der Berechnung der Energieverluste durch Compton-Streuung machen wir die
Néherung, dass die Energie des gestreuten Photons im Laborsystem viel gréfier vor
der Streuung als nachher ist, d.h. P > P; und

B
dv

=Pp-P=P-P, (1.444)

mit der Folgerung
Pi=F= / opchV' dn' = copUly , (1.445)

wenn U], die gesamte Strahlungsenergie im Ruhsystem des Elektrons bezeichnet.
Mit der Annahme von 42 — 1 > ¢/mc? kénnen wir ¢ = ¢ oder auch v = v/ in der
Verteilungsfunktion der Elektronen setzen und erhalten mit Hilfe der Invarianten
(1.440) und der Dopplerformel (1.435)

Uraa = h/f’&i—ﬁ = /(1 —cosf)*hvdn = %72{}}&4 . (1.446)
und damit das Endresultat von
P = %O’TC’YzUmd . (1447)

Der Vergleich mit den Synchrotronverlusten (1.404) zeigt, dass fiir U.q > Up die
Compton-Verluste die Synchotronverluste dominieren.

1.17 Elementare Plasmaphysik

In vielen Bereichen der Astrophysik spielen Magnetfelder eine wichtige Rolle. In we-
nigen Fillen kann man ihre Wirkung in einfacher Geometrie untersuchen, meistens
entwicklen die Felder eine komplexe, 3-dimensionale Topologie. Entsprechend selten
ist es moglich, analytische Losungen zu prasentieren, und so muss ich mich in die-
sem Abschnitt auf einige Grundtatsachen beschrinken. Dabei es gibt verschiedene
Beschreibungsebenen, mit welchen die Vorgénge in einem Plasma behandelt werden
konnen; die drei wichtigsten sind mit ihren Voraussetzungen hier aufgelistet, wobei
an dieser Stelle nur eine Beschreibung mit Hilfe der Magnetohydrodynamik in Frage
kommt.

a) Aus den hydrodynamischen Grundgleichungen und den nichtrelativistischen
Maxwell-Gleichungen setzt sich das Gleichungssystem der Magnetohydrody-
namik zusammen, das im folgenden fast immer zugrunde gelegt wird. Es stellt
eine gute Approximation von astrophysikalischen Plasmen dar; die mittlere
freie Weglidnge der Teilchen ist dabei stets kleiner als die typischen Dimensio-

nen des Mediums.



b) Um den unterschiedlichen Teilchensorten (i.e. Ionen, Elektronen und Neutral-
gasteilchen) gerecht zu werden, verwendet man die Mehrkomponententheortie,
oft mit der Annahme, dass das Plasma als Ganzes neutral ist.

c) Schlieflich lisst sich ein Plasma mit Hilfe der statistischen Theorie beschrei-
ben, wobei man von den einzelnen geladenen Teilchen ausgeht und durch geeig-
nete Mittelungen zu den makroskopischen Eigenschaften des Plasmas gelangt.

1.17.1 Einfache Teilchenbewegungen im Magnetfeld

Die nichtrelativistische Bewegungsgleichung eines Teilchens der Ladung Ze und der
Masse m lautet und diese Gleichung kennen wir im Rahmen der Bremsstrahlung
aus Abschnitt (1.16.2)

dv 1
— = - 1.44
m— ZB(E+CV><B), (1.448)

wobei der erste Term die Beschleunigung durch das elektrische Feld beschreibt,
der zweite Term die Lorentz-Kraft darstellt. Durch skalare Multiplikation mit der
Geschwindigkeit des Teilchens v erhdlt man daraus

-3

Ei B s o V. 1.

T (2mv) ZeE v (1.449)
Hervorzuheben ist in (1.449), dass die Lorentzkraft keinen Beitrag zur kinetischen
Energie des Teilchens liefert.

Fiir den Fall B = const. und E = 0 lassen sich die Bewegungsgleichungen in karte-
sischen Koordinaten leicht formulieren. Es sei B = (0,0, B) und v = T = (&,9:2)
dann ergibt sich aus (1.448)

mi = ~Z—BB"{;, mg',i:—-éBm'
c c

mi; = 0, = z=a+pt, a=p=-const (1.450)
In Richtung des Magnetfeldes (z-Richtung) bewegt sich das Teilchen gleichférmig

und geradlinig. Zur Losung der weiteren Gleichungen erinnern wir an die Gyrations-
oder Lamorfrequenz (vergl. Abschnitt 1.16.3 und Gleichung (1.390))

wp = £k (1451)
me
ein; damit lautet (1.450) wie folgt
F=wgy, §=—wst (1.452)

Mit Hilfe der komplexen Variablen r = z + iy erhdlt man daraus eine Differential-
gleichung mit konstanten Koeffizienten

F = —iwpf (1.453)
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mit der allgemeinen Lésung _
r = ael~%8Y 4, (1.454)

wobei a, b komplexe Konstanten sind. Durch Wahl der Anfangsbedinungen lisst sich
b = 0 erreichen und weiters sei 7 zum Zeitpunkt ¢ = 0 reell, so dass auch a reell ist.
Die Gleichung (1.454) beschreibt eine Kreisbewegung in der (z,y)-Ebene mit dem
Radius a und der Kreisfrequenz wp. Da eine Bewegung in z-Richtung iiberlagert ist,
resultiert daraus eine Spirale . Wenn v, die Geschwindigkeitskomponente senkrecht
zum Feld bezeichnet, so gilt

vl mcv

U_L‘——Ileﬂ,[wBl, a:mzm

(1.455)

und a heifit Gyrations— oder Lamorradius des Teilchens mit der Ladung Ze.

Falls zusitzlich zum homogenen Magnetfeld B ein konstantes elektrisches Feld mit
ELB vorhanden ist, so wird die Bewegungsgleichung (1.448) mit Hilfe der Substi-
tution

W=v—cE—;EE (1.456)
und der Identitat
(ExB)xB=B (B-E)-E (B-B) = —~EB? (1.457)

in eine zu (1.448) analoge Form iibergefiihrt

dw Ze
eI 4
m— . (wxB), (1.458)

und hat demnach ebenfalls die Losung der Lamorgyration. Die Substitution ent-
spricht einer Transformation in ein mit

ExB
B‘Z

vp=c (1.459)
bewegtes Koordinatensystem. In diesem gilt E = 0 und zusétzlich zur Gyration
kommt eine Drift des Gyrationszentrums mit v hinzu.

In obigen Fall ist die Driftgeschwindigkeit (1.459) unabhéngig von der Masse m und
der Ladung Ze des Teilchens. Anders verhélt sich die Teilchendrift unter dem Einflu
eines Gravitationsfeldes. Der Einfachheit halber sei wiederum g 1 B und (1.448) wird
auf

m% =mg + % (v x B) (1.460)
erweitert. Die Schwerkraft mg entspricht nun dem ZeE-Term und demgems8 fiihrt
die Transformation mit der Driftgeschwindigkeit

_cmgxB
" Ze B2

(1.461)

VD
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auf eine Gleichung der Form (1.448). Hier fallt auf, dass vp sowohl ladungs- als auch
massenabhéngig ist, was einem Strom im Plasma zur Folge hat.

Ein letzter Aspekt der einfachen Teiclchenbewegungen sei noch erwahnt. Wenn
sich das Magnetfeld nicht wesentlich iiber die Linge eines Gyrationsradius dndert,
d.h. |aVB| < B, so fiihrt dies ebenfalls zu einer Teilchendrift mit der Geschwindig-
keit

ci
vp = ZeB2B x VB, (1.462)
wobei die Grofle il
= — 1.463
p= (1.463)

das magnetische Moment bezeichnet; es spielt bei der Bewegung von geladenen
Teilchen in Magnetfeldern eine wichtige Rolle, da auch in inhomogenen Feldern p
konstant (oder zumindest annihernd konstant) bleibt.

1.17.2 Gleichungssytem der MHD

Unter der Voraussetzung kleiner Geschwindigkeiten (v < c) vereinfachen sich die
Maxwell-Gleichungen so, dass sie einfach zur Hydrodynamik hinzugefiigt werden
konnen, um das Gleichungssysten der Magnetohydordynamik (kurz: MHD) zu bil-
den. Neu hinzukommen wird in der Bewegungsgleichung (1.467) die Lorentz-Kraft.

VxB = -%Cij (1.464)
10B
i 4
VxE e (1.465)
V.-B = 0 (1.466)
du 1,
p E—F(uV)u = —VP+pg+EJxB (1.467)
a
3—'(;+V-(pu) =0, (1.468)

wobei die iiblichen Variablenbezeichnungen verwendet werden, d.h. p fiir die Dichte,
u die Materiegeschwindigkeit, P den Gasdruck und g die Schwerebeschleunigung.
Die Zustandsgleichung ist in allen hier behandelten Féllen sehr einfach, d.h. entweder
isotherm oder adiabatisch:

P=cp oder P=Kp", (1.469)

¢, bezeichnet die isotherme Schallgeschwindigkeit, K eine Konstante, die nur von
der Entropie abhingt, und + ist der Adiabatenindex. Bei interstellaren Wolken gilt
beispielsweise fiir lange Entwicklungsphasen eine isotherme Zustandsgleichung.

Bei astrophysikalischen Problemen spielt Gravitation eine wesentliche Rolle, so dass
die Schwerebeschleunigung g iiber die Poissongleichung bestimmt werden muss

Ay = drp, mit Vy=-g, (1.470)
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¥ steht fiir das Gravitationspotential (siehe auch Abschnitt 1.1.2).

Zur Ableitung des Ohmschen Gesetzes erinnern wir an die in Abschnitt 1.17.1
erlduterten Teichenbewegungen. Weiters sei mit n; die Anzahldichte der Ionen [cm ™3]
und mit n, die Anzahldichte der Elektronen [cm™3] bezeichnet. Dann ist der durch
die Eigenbewegung der Teichen erzeugte elektrische Strom

i= Zlelnyv; — |e|neve. (1.471)

Setzt man die Losungen der Bewegungsgleichungen, d.h. v; und v, in die obige
Formel ein, erhilt man einen Ausdruck der sich in der Form

J=AE, (1.472)

schreiben lésst, wobei A den Leitfihigkeitstensor darstellt. Im allgemeinen ist die
Leitféhigkeit eines Plasmas richtungsabhiingig, doch fiir die astrophysikalischen An-
wendungen bleibt dieser Effekt stets vernachlissigbar, so da8 wir im folgenden den
Tensor A durch eine Materialkonstante A ersetzen; damit ist der Zusammenhang
zwischen dem Strom und der Leitfihigkeit des Mediums im lokalen Ruhsystems des
Plasmas hergestellt. Mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen muss nun eine Transforma-
tion ins System des Beobachters, das sich mit der Materiegeschwindigkeit u bewegt,
durchgefiihrt werden und man erhilt das Ohm’sche Gesetz

j=x (B4 tuxn). (1.473)
C

Die Induktionsgleichung (1.465) lasst sich mit Hilfe des Ohmschen Gesetzes (1.473)
und der Maxwell-Gleichung (1.464) auf die Form

168 i1
—_ —_— — = —_ —_—— - B
ST V xE Vx()i -ux )
JB c?
E = VX(UXB)—RVXVXB (1474)
C2
= B —V’B 1.475
V x (u x )+4m\v ( )

bringen. Dabei ist angenommen, dass die Leitfihigkeit A rdumlich konstant bleibt.
Bei hoher Leitfahigkeit, d.h. A — oo, verschwindet der dissipative Term in (1.475)
und die Induktionsgleichung erhilt die einfache Form

%?— =V x(uxB), (1.476)
in diesem Fall bleibt der magnetische Fluss durch eine geschlossene Fliche erhalten

(siehe auch Abbildung 1.17) bzw. Gleichung 1.234).

SchlieBlich kann mit Hilfe von (1.464) noch der Strom j aus der Bewegungsgleichung
(1.467)

5} 1
p[ali-i—(u-V)u] =—-VP—,0V1!;+Z%(V x B) x B (1.477)

eliminiert werden und die néchsten Abschnitte zeigen einfache Anwendungen dieses
sehr komplexen Gleichungssystems. Dabei bestimmen die magnetischen Effekte das
Verhalten des Plasmas entscheidend.
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——— B,

O Interstellares Gas

Interstellare
Wolke

Abbildung 1.35: Schematische Darstellung einer magnetischen Parker-Instabilitdt im ga-
laktischen Schwerefeld g. Das interstellare Gas sammelt sich in den Talern der Feld-
linien. Die Stdrung muss sowohl in y- als auch z-Richtung eine minimale Wellenlinge
iiberschreiten.

1.17.3 Parker-Instabilitiat

Die Frage, warum das interstellare Medium nicht homogen mit Gas ausgefiillt ist,
stellt ein schwieriges Problem der Astrophysik dar. So is beispielsweise das kalte
Cas im INterstellaren Medium nicht rdumlich homgen verteilt, es kommt zu Ver-
dichtungen, den sog. Interstellaren Wolken, aus denen sich neue Sterne durch einen
Gravitationskollaps bilden konnen. Im Rahmen dieses Abschnittes soll der Frage
nach der Entstehung solcher interstellarer Wolken nachgegangen werden.

In einer Galaxie wird ein Teil eines Spiralarmes betrachtet, wobei die z-Richtung
senkrecht auf die galaktische Ebene steht. Vereinfachend gelte vertikal hydrosta-
tisches Gleichgewicht und alle Grofien héngen nur vom Abstand zur galaktischen
Scheibe z ab. Damit ergibt sich fiir eine galaktische Schwerebeschleunigung g und
eine vertikale Schichtung aus Gas, Magnetfeldern und kosmischer Strahlung

d B?
— — 4+ P. ) =-pg. 1.478
L (g +r)=-rs (1.478)

Eine weitere wichtige Annahme ist nun, dass sich alle Druckbeitrége in Gleichung
(1.478) einander proportional sind, d.h.

BZ
—8;=

Damit vereinfacht sich (1.478) zu

aP, und FP.=pF;. (1.479)

dP,
(1+a+6)d—; =—pg. (1.480)

86



Fiihrt man nun eine isotherme Zustandsgleichung mit der Schallgeschwindigkeit c
ein, d.h. P; = ¢?p, so erhilt man eine Gleichung, die direkt integrierbar wird

c§(1+a+ﬁ)@=—pg (1.481)

und eine exponentielle Dichteschichtung mit pgo = po(0) liefert

p(2)o = poo exp ( Z0Tath) / ) (1.482)

Damit ist es moglich, eine Skalenhshe A sowie eine mittlere Schwerebeschleunigung
(9) zu definieren

ik = /.] 9o(2)dz = A1 +a+ B) (1.483)

A = Gd+a+p) (1.484)
(9)
Aus den Beobachtungen der Sterne und des Gases in unserer MilchstraBe lisst sich
dieser mittlere Wert von (g) in der Sonnenumgebung auf etwa (g) = 1.6-10~'ms~2
bestimmen. Nimmt man im Folgenden diese Grofe als konstant an, folgt daraus fiir
den Gesamtdruck P bei einem Magnetfeld B = (0, B(2),0), das beispielsweise nur
parallel zur y-Richtung gegeben ist

1dP _1dp _ (9) 2dB 1

T E—— —_—. 1.4
Pdz  pdz (l+a +[J‘) Bdz A (1.485)

Bringt man an eine derartig festgelegte Anfangskonfiguration eine kleine Stérung
an, d.h. das System der MHD-Gleichungen (Abschnitt 1.17) wird mit folgenden
Annahmen linearisiert, wobei die zweiten Terme rechts die Stérungen darstellen, die
nur von der Zeit £ und z abhingen

B = (0,Bo(2),0) + (0,b,(t, 2), b (¢, 2)) (1.486)
u = (0,0,0)+ (0,uy(t, 2), u.(t, 2)) (1.487)
p = po(z) +dp(t2) (1.488)
0P dp
T e gl 1.4
B T (1.489)
SchlieBlich kann man noch das Vektorpotential A mit
A=V xB bzw. A =e,dA(y,2) (1.490)

einfithren, um V - B = 0 zu garantieren. Dabei ist e, der Einheitsvektor in z-
Richtung.

Einsetzen dieser Grofen, Linearisierung und lingere Rechnung (Parker, 1966) fiihrt
zu einer Gleichung fiir §A4, die man mit Hilfe des Ansatzes

0A = f(§) exp (iwt + iky), mit & = kz (1.491)
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16st. So gelangt man zu einer Dispersionrelation, d.h.
D(¢,w,k)=0. (1.492)

Dabei zeigt sich, dass Stérungen (also w? < 0) anwachsen konnen, wenn sowohl
in der horizontalen y-Richtung ), als auch in der vertikalen z-Richtung A, eine
minimale Wellenlinge A, iiberschritten wird

47 A
I .. .- M- 1.493
¥ ¥ V2a+B+1 ( )
b = D e e e, (1.494)
1"‘#2 )\y

Wichtig ist dabei, dass a = 8 = 0 stets eine stabile Losung liefert. Eine hydrostati-
sche Atmosphére im #uBeren Schwerefeld g ist ohne kosmische Strahlung und/oder
Magnetfeld immer stabil.

Der physikalische Mechanismus dieser Instabilitédt besteht darin, dass Gas entlang
der verbogenen Feldlinien tiefer in das Potential sinkt (vergl. Abb. 1.35). Auf den
verdiinnten Gebieten lastet damit ein geringeres Gewicht und der magnetische Druck
kann zusammen mit dem Druck der kosmischen Strahlung diese Region weiter nach
oben driicken, die Feldlinien verformen sich weiter und noch mehr Gas kann entlang
der Feldlinien nach unten sinken. Die minimale Wellenlinge ergibt sich daraus, dass
sich die Feldlinien aufgrund der magnetischen Zugspannungen gegen ein Verbiegen
wehren und dass damit erst eine gewisse Menge an Gas die notwendige Schwelle der
Schwerkraft tiberschreiten kann.

W ! z

und liegt fiir die Parameter des ISM bei etwa 107 Jahren. Fiir die Langenskala
ergibt sich etwa 2mA ~ 1kpc, d.h. beide Werte stehen in Ubereinstimmung mit den
Beobachtungen.

1.17.4 Wellen in magnetischen Medien

Um Wellen in einem magnetisiertem Medium zu beschreiben, ersetzt man im Glei-
chungssystem der MHD (siche Abschnitt 1.17) die physikalischen Gréfien X durch

und fiihrt um die zeitunabhéngige Gleichgewichtslésung X, eine Linearisierung durch.
Zur weiteren Vereinfachung vernachlissigt man die Eigengravitation und nimmt un-
endliche Leitfahigkeit (A — oo) an. Mit den Annahmen Bo = (Bo,0,0), up = 0 und
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Abbildung 1.36: Transversale Alfvén-Wellen in einem homogenen Magnetfeld By. Die
linke Abbildung zeigt den Anfangszustand. Die Ausbreitung entlang der Feldlinien erfolgt
mit der Alfvén-Geschwindigkeit va in x-Richtung.

einer einfachen Zustandsgleichung der Form P = Kp” erhilt man folgendes System

é)lll . 1
pﬂ_at_ = —VP1 + -/_E(V X Bl) X Bn (149?)
5}
Do V() (1.498)
% = Vx (ul X BQ) (1499)
VB, = 0 (1.500)
P 1
s QU 1.501
By foos (1.501)

Diese Gleichungen bilden ein homogenes System fiir die gestérten GroBen und kénnen
mit einem Exponentialansatz gelést werden. Wir werden im Weiteren jedoch nur
zwei wichtige Spezialfille diskutieren.

Alfvén-Wellen

In diesem Fall nehmen wir an, dass die Stérgréfien nur von z und ¢ abhingen, und
dass die Geschwindigkeit nur eine y-Komponente besitzt, also u; = (0, uy,(z, t),0).
Das ungestorte Feld sei in z-Richtung homogen, d.h. By = (B, 0,0). Diese Situation
ist in Abbildung 1.36 dargestellt.

Fiir die Stérung u;, machen wir folgenden Exponentialansatz
uy(z,t) = Ce~ Wt +ilz (1.502)
wobei C' eine beliebige Konstante darstellt. Die Induktionsgleichung (1.499) liefert
—iwB; = (0, Byuj,, 0) (1.503)

wobei ’ die Ableitung nach z bezeichnet. Eingesetzt in den Lorentz-Term der linea-
risierten Bewegungsgleichung (1.497) liefert nur die y-Komponente einen Beitrag

. i
— WPty = RBS Mg (1.504)
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Abbildung 1.37: Magnetoakustische Wellen parallel zu Feld. Diese Wellen entsprechen

Schallwellen mit einer Ausbreitungsgeschwindigkeit von 1/¢2 + v%. Die Ausbreitung erfolgt
quer zum Feld in y-Richtung.

Dabei ist zu beachten, dass alle GroBen nur von z abhingen, d.h. die Ableitung der
Druckstérung P; fallt weg (vergleiche dazu auch den folgenden Abschnitt). Mit Hilfe
des Exponentialansatzes (1.502) lasst sich die gesuchte Disperionsrelation

. 4’}T&.J'2p|]

e 1.505

ableiten. Die Phasengeschwindigkeit dieser Wellen

w Bo

wird nach ihren Entdecker H. Alfvén als Alfvén-Geschwindigkeit bezeichnet. Es han-
delt sich dabei um eine typische Geschwindigkeit, mit der sich Stérungen entlang
der Feldlinien ausbreiten. Da die Auslenkung u;, der Welle (y-Richtung im verwen-
deten Koordinatensystem) senkrecht zur Ausbreitungsrichtung (x-Richtung) steht,
handelt es sich um Transversalwellen.

Formal kann die Alfvén-Geschwindigkeit va (1.506) fiir kleine Dichten po beliebig
groB werden, da bei der Ableitung ein vereinfachtes Gleichungssystem verwendet

wurde. Mit den vollen Maxwell-Gleichungen hat va fiir pg — 0 die Lichtgeschwin-
digkeit als Grenzfall.

Magnetoakustische Wellen

Nachdem im letzten Abschnitt Transversalwellen betrachtet wurden, wenden wir uns
hier einem weiteren Spezialfall einer Longitudinalwelle zu, in dem die Storung nur
von der y-Koordinate abhéngen soll, also u; = (0,u1,(y, t),0). Das ungestérte Feld
By sei wiederum in z-Richtung homogen, d.h. By = (By, 0, 0) und die entsprechende
Situation ist in Abbildung 1.37 skizziert.

Fiir die Stoérung u;, machen wir folgenden Exponentialansatz

uny(y, t) = Ce™ Wt E Y - (1.507)
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wobei C eine beliebige Konstante darstellt. Die weitere Vorgangsweise erfolgt analog
zum vorherigen Abschnitt, wo nun die Induktionsgleichung den Ausdruck

—iwB; = (=B}, 0,0) (1.508)

liefert. Man beachte, dass nun ’ die Ableitung nach y darstellt. Die y-Komponente der
Bewegungsgleichung hat nach der Auswertung des Lorentz-Terms folgende Gestalt

L} 2 "
—iwpgtyy = -V P + m—Bg uyy (1.509)
da nun auch die Ableitung der thermischen Druckstérung P; auftritt. Aus der linea-
risierten Kontinuitatsgleichung (1.498) folgt

—iwpy = —pouy, , (1.510)

und die linearisierte Zustandsgleichung (1.501) ergibt nach Einfithrung der Schall-
geschwindigkeit cg
P
P= %pl =cp (1.511)
0

die fehlende Relation zwischen p; und P;. Somit kann man (1.510) und (1.511) in
die Bewegungsgleichung (1.509) einsetzen

: 1
—iWpolyy = —cg;?—:u'l’y + HBS uy, - (1.512)

Die Definition der Alfvén-Geschwindigkeit (1.506) erlaubt nach dem Ansatz (1.507)
folgende Dispersionsrelation

w® = (Z+v3) 2. (1.513)

Es handelt sich dabei um magnetohydrodynamische oder magnetoakustische Longi-
tudinalwellen, die sich mit einer kombinierten Phasengeschwindigkeit von

v=:|:§=:|:\/c§+vi (1.514)

senkrecht zu den Feldlinien ausbreiten. Im Grenzfall eines verschwindenden Ma-
gnetfeldes (va — 0) erhdlt man normale Schallwellen, iiberwiegt das Magnetfeld,
so erfolgt die Ausbreitung mit Alfvéngeschwindigkeit. Es handelt sich hier (wie bei
den Alfvén-Wellen) um eine dispersionsfreie Propagation, d.h. die Ausbreitungs-
geschwindigkeit ist von der Frequenz unabhingig.

1.17.5 Magnetische Bremsung

Sei §)p die Winkelgeschwindigkeit einer interstellaren Wolke mit Anfangsradius Rg
und Masse M. Zur Vereinfachung nehmen wir sphirische Symmetrie an und ver-
nachléssigen eine Abplattung durch Rotation. Betrachtet man den Drehimpuls J,
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Abbildung 1.38: Gleichgewicht zwischen Zentrifugalkraft und Schwerkraft bei Drehim-
pulserhaltung.

so gilt
2 2 N
F = gM R fiir eine homogene Kugel

— KME, allgemein, 2.B. Ksum = -

: 1.515
13 ( )

Bei der Kontraktion der Wolke &ndert sich die Winkelgeschwindigkeit mit dem Ra-
dius bei Drehimpulserhaltung geméf

1/2
% = (%) oder Qo R7Z. (1.516)

Da bei maximaler Winkelgeschwindigkeit (.« €in Gleichgewicht zwischen Schwer-
kraft und Fliehkraft erfiillt ist, folgt eine Gleichgewichtsbedingung

GM

B RQZ (1.517)
M

Vrnax = CfTs=c0nst.p oder  Qax~ R7%2.

Der Schnittpunkt der Kurven (1.516) und (1.517) liefert den minimalen Radius
Ruin, auf den die Wolke kollabieren kann, um Gleichgewicht zwischen Schwerkraft
und Fliehkraft zu erlangen. Setzt man einen typischen Wert fiir Qo = 107" s~ ein,
so liefert die Bedingung (1.517) mit 5 = 10~ kgm™ ein Verhaltnis von minimalem
Radius zu Ausgangsradius R/Ro ~ 0.36, d.h. die Interstellare Wolke kann ihren
Radius bei Drehimpulserhaltung nur auf etwa 1/3 verkleinern. Interstellare Wolken
miissen demnach beim Kollaps Drehimpuls verlieren, um Sterne bilden zu kénnen.
Betrachtet man eine Interstellare Wolke, die als Teil unserer Milchstrafie an der
galaktischen differentiellen Rotation teilnimmt, kann man den spezifischen Drehim-
puls, also den Drehimpuls pro Masse abschitzen. Es gilt in etwa

J
wina [P w2 1.5
i 0" m*s (1.518)
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Abbildung 1.39: Konfiguration einer magnetisch gebremsten interstellaren Wolke, deren
Rotation §2 um die 2-Achse parallel zur Ausrichtung des Magnetfeldes By erfolgt.

Anders fiir einen Stern auf der Hauptreihe, der einen spezifischen Drehimpuls der

GroBenordnung

ﬁ{{ ~ 10" m2s! (1.519)

aufweist, d.h. jeder Stern hat einen 107-fachen kleinern spezifischen Drehimpuls. An-
ders formuliert, jeder gravitierende Kérper muss wihrend seines Bildungsprozesses
seinen Drehimpuls um mehrere Gréfenordnungen reduziert haben, um nicht gegen
die Zentrifugalbarriere zu laufen. Dieses sogenannte Drehimpulsproblem wurde erst-
mals von Mestel (1956) formuliert.

Die Losung dieses Drehimpulsproblems ldsst sich durch die Fragementation der
Interstellaren Wolke nicht 16sen, da man bei einem weiteren Kollaps rasch in die
Zentrifugalbarriere lauft, wie bereits in Gleichung (1.517) illustriert. Da aber Ma-
gnetfelder raumlich weit getrennte Gebiete mit einander verbinden, kénnen sie iiber
die magnetischen Zugspannungen, d.h. iiber Alfvén-Wellen, zu einem Drehimpuls-
transport beitragen. Diesen Vorgang nennt man magnetische Bremsung und im Fol-
genden wird ein einfacher Fall behandelt.

Dazu betrachten wir eine axialsymmetrische Konfiguration (Abb. 1.39) in Zylinder-
koordinaten (s, ¢,z2), d.h. 8/d¢ = 0. Die Bewegung der Wolke erfolgt als starre
Rotation mit der Winkelgeschwindigkeit 2 um die z-Achse,

U = (ug, Up, uz) = (0,up(t,s),0) mit wu,(t,s)=Q(t)s. (1.520)
Das anfiingliche Magnetfeld ist parallel zur Rotationsachse besitzt nur eine z-Komponente
B = (0,0, By) (1.521)

und soll auch im Weiteren keine radiale Komponente B, = 0 aufweisen. Die Diver-

genzfreiheit von B liefert die Bedingung

19sBs; 0B,
+

.B —_—
¥ s Os Oz

=0 oder B,= B,(s). (1.522)

Durch die Rotation der Wolke wird aufgrund der Kopplung durch das Magnetfeld das
dulere Medium mit der Dichte pey in Bewegung versetzt. Die Induktionsgleichung
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der MHD (1.475) liefert fiir unendliche Leitfahigkeit (A — co) eine ¢-Komponente

0B, du
—¥_pB 1.52
ot 0z (1:528)
und die Geschwindigkeit ist durch die Bewegungsgleichung (1.477)
B
Ou, . 0By (1.524)

Ot ATpey, Oz

festgelegt, wobei wir ein homogenes externes Medium ohne Eigengravitation voraus-
setzen. Die zeitliche Ableitung von Gleichung (1.524) erlaubt die Substitution von
(1.523)

321.5‘,‘, B 32}3@, B E Ouy\ B2 Bzuw
02 AT pexy OL02 AT pext 02 * 0z
wobei die Eigenschaft (1.522) von B, zum Tragen kommt. Mit Hilfe der Alfvén-

Geschwindigkeit (1.506) erhalten wir eine Wellengleichung fiir die ¢-Komponente
der Geschwindigkeit im dufleren Medium

= oA (1.525)

2
mit v} = = (1.526)
A 47Tpext

2
Oy _ 2 0%y,
o2 A gy2

Da wir primér an der Zeitskala der magnetischen Bremsung interessiert sind, ver-
zichten wir hier auf die Losung der Gleichung (1.526) und betrachten den Drehim-
pulsstrom D, der von der sphérisch angenommenen Wolke ins umgebende Medium
flieBt

Rcl
D(t) = 277] U (t, S)VAPextS” ds . (1.527)
0

Da die Wolke starr rotieren soll, d.h. u, = Q(t)s, lasst sich dieses Integral elementar
berechnen

Ra
D(t) = 2nQ(t)va pext fo $ds = %Q(t)vAme; ; (1.528)
Die Anderung des Gesamtdrehimpulses J der Wolke ist durch
dJ
= =200 (1.529)

bestimmt, wobei der Faktor 2 von den beiden Hemisphéren der Wolke kommt. Be-
zeichnet [ das Trigheitsmoment der Wolke, so gilt fiir eine sphérische Wolke mit
Dichte py und Masse M

J=IQ  mit J %MRfl = ?-_EPCIREI ; (1.530)
Mit Hilfe dieser Relationen wird aus (1.529)
d _ _Dpee Va gy (1.531)

dt 8 pa Ra

94



Definieren wir eine typische Bremszeitskala durch

s = ~Q/% (1.532)
zeigt sich aus (1.531) die Effektivitit der magnetischen Bremsung
o= o Pa R (1.533)
15 Pext VA

Diese Formel gestattet eine anschauliche Interpretation. Aus der Dimension der Wol-
ke R und der Alfvén-Geschwindigkeit v, im externen Medium ergibt sich die Zeit-
skala, die noch mit dem Dichteverhiltnis zwischen Wolke pa und externem Medium
pPext Verlingert wird. Die in das externe Medium laufenden Wellen legen in der Zeit
t eine Entfernung L(t) = wat zuriick. Von der rotierenden Wolke wird also ober-
und unterhalb eine zylinderfSrmige Region in Rotation versetzt. Erst wenn das
Tréigheitsmoment dieser gestorten, linear mit der Zeit anwachsenden Region dem
Trégheitsmoment der Wolke vergleichbar wird, ¢ ~ ¢, setzt eine effektive Abbrem-
sung ein.

1.17.6 Dissipation von Magnetfeldern

Im Fall endlicher Leitfdhigkeit A und vernachlissigbarer Geschwindigkeit vereinfacht
sich die Induktionsgleichung (1.475) der MHD zu

— = -—_AB. (1.534)

Damit haben wir eine klassische Diffusionsgleichung fiir das Magnetfeld vor uns.
Daraus ldsst sich eine typische Abklingzeit 74 abschitzen, wenn das Feld B eine
bestimmte Léngenskala L aufweist, d.h. wir ersetzen in (1.534)

B ¢t B
Sl | 1.535
Td A7\ L2 ( )
Damit folgt fiir die Dissipationszeit
2
- (1.536)

02 1
woraus man sieht, dass rdumlich kleine Felder (L klein) schnell zerfallen, groBraumige
Felder dagegen langsam. Diese Tatsachen sind auch in Tabelle 1.3 zusammengefasst.

Werden z.B. durch turbulente Bewegungen die Magnetfelder zerzaust und verringert
sich dadurch die Langenskala von L auf L/n, so verkiirzt sich die Dissipationszeit
um n?.

Betrachtet man einen stationéren Zustand von Strémungen mit einer Geschwindig-
keit v und Magnetfeldern in Gleichung (1.475), so kann man aus

2
~V x (uxB) = ;r—AAB (1.537)
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Objekt Dimension Leitfahigkeit Zeitskala

[m] s~
Kupfer 1 10%® 100s
Erdkern 3.5-108 g:10M 10* Jahre
Sonnenfleck 3-107 10° 3 Jahre
Stern 10° 10° Jahre
Galaxie 1=t 1010 1028 Jahre

Tabelle 1.3: Abklingzeiten von Magnetfeldern

abschiitzen, welche Geschwindigkeiten u4 iiber eine Skala L notwendig sind, um
solche Dissipationsverluste auszugleichen

C‘Z

Aufgrund der hohen Leitfahigkeiten in astrophysikalischen Objekten geniigen mei-
stens bereits kleine Geschwindigkeiten, um solche Verluste auszugleichen. Am Bei-
spicl des Erdkerns (vergl. Tabelle 1.3) erhalten wir ug ~ 10~ ms™".

1.17.7 Drehimpulsverlust durch magnetisierten Wind

Betrachten wir einen Stern mit Winkelgeschwindigkeit 2 und einem bis zum Stern-
rand radialen Magnetfeld B, das an der Oberflache des Sterns einen Knick hat und
leicht verbogen ins ISM reicht. Das Magnetfeld versucht, den Knick auszugleichen
und iibt so eine Kraft auf den Stern aus.

Ohne Magnetfeld nimmt die Winkelgeschwindigkeit € der ausstromenden Materie
wie 72 ab. Ist die Materie des Sternwindes bis zu einem Radius 7 = L iiber das Ma-
gnetfeld an den Stern gekoppelt, wird Drehimpuls vom Stern auf die ausstromende
Materie transportiert.

Der Drehimpuls des Sterns sei J = K M R*Q und den Massenverlust durch Sternwind
definieren wir als dM /dt

— = — (KMR*Q) = Lm% (1.539)

Materie verlisst die Oberfliche r = R bis zu einem Punkt (r = L), an dem die
Materie entkoppelt und nimmt so den Drehimpulsbetrag L2Q mit.

Jp o L2Q. (1.540)
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Wir schétzen die Drehimpulséinderung eines Sterns ab

2 [KMR?Q] = m%

dt
1 d 3 L2 dM
MR?QE[KMR 9 = MRQ dt
KR? [ dM o L? dM
s O WA e o T TR
M R2Q) [Q s dt] MR? dt
Kdo _ [ K _1? )M
Qdt M ' MR?| dt
0 L2 M
Kﬁ = [EE—K]H (1.541)

Die typische Lingenskala dieser Entkopplung liegt bei L ~ 50R und es gilt daher
L?/R?* > K. Die letzte Gleichung vereinfacht sich

QO LM AQ L2 AM
— ot 1.
"a*mu Y S ¥kEwm (1.542)
bzw. mit charakteristischen Werten
AQ  AM
— & 54
o 60 (1.543)

Demnach reicht bereits ein geringer Massenverlust aus, um einen Stern effektiv ab-
zubremsen. Nimmt man die Sonne als Beispiel, so hat sie im Laufe ihres bisherigen
Lebens von 6t = 4.5-10° Jahre etwa M ~ 10~ My, verloren , also

StM ~10™*M,,  J=L*QM, J=KRQM

Die typische Bremszeit der Sonne ldsst sich daraus abschitzen,

% ~ 1.4-10° Jahre . (1.544)

1.17.8 MHD eines Sternwindes

Im vorigen Abschnitt wurde noch nichts dariiber ausgesagt, wie diese Entkopplung
des stellaren Magnetfeldes mit der Materie aussieht, bzw. ist die Grofie L bisweilen
noch unbestimmt. Um diese Wechselwirkung genauer zu studieren, betrachten wir
die Gleichungen der MHD fiir einen stationdren Fall mit 8,0 = 0,0,u = 0, also
axiale Symmetrie und beschrénken uns auf die Aquatorebene, wie in Abbildung 1.40
skizziert. Auferdem sei wieder unendliche Leitfihigkeit (A — o) gegeben (siehe
auch (1.476))

UxE=l, Be-tuxH. (1.545)
C
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Abbildung 1.40: Konfiguration des magnetisierten Windes. Der Stern rotiert mit der
Winkelgeschwindigkeit €, das innere radiale Magnetfeld hat an der Oberflache einen Knick
und koppelt bis ra an das ISM.

In Kugelkoordinaten gilt in der Aquatorebene 6 = /2, 8/00 = 0 und 8/0¢ = 0, so
dass sich die letzten Gleichungen vereinfachen und damit

VxE=-Vx(vxB) = = [r(uB,—u,B) = 0
r(u,B, —u,B.) = const. (1.546)

An der Sternoberflache soll die Ausstromgeschwindigkeit . klein sein, da der Wind
in der Atmosphire bei kleinen Geschwindigkeiten beginnt. Auerdem soll der Knick
im B-Feld nicht zu gro8 sein, d.h. auch B, soll klein sein.

u, B, K< u, B,
Im Folgenden bezeichnet der Index 0 die Gréfen an der Sternoberfléche r = R.
u,=QR, 4B, —ru,B, = —QR*B,.g (1.547)
Verwendet man die folgende Vektoridentitit
(0-V)u = %Vfﬁ — % (V% 1) (1.548)

und betrachten wir die ¢-Komponente der stationéren Bewegungsgleichgung (1.477)

1
VP +p(u-V)u= E(V x B) x B (1.549)
so bleibt davon
i( )= —B i(—,~~B ) (1.550)
Plrge ") = g orar s e ‘
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Die stationdre Kontinuitétsgleichung V- (pu) = 0 liefert fiir dieses Problem die
radiale Komponente

1d
o (szu,) = 0

r’pu, = [ = const. (1.551)
und durch die Divergenzfreiheit des Magnetfeldes gilt

1d(r*B,) _

2p _
2 g 0 oder r°B,= const. (1.552)

Wir fassen diese Konstanten in (1.550) zusammen und integrieren

i('ru ] = B A
dr¥ ¥ Adnu.pr2dr
T, = CrB,+ D
pru.u, = CrBypu, + Dpu,

(rB,)

— E B T D T
47r,aurr wPUr + Dpu

PrU U, — FT—B,.B@ = Dpu, (1.553)
4
Betrachten die Sternoberfliche r = R, dort gilt
R
pRu o, — EBr.OBw.D = Dpu,g. (1.554)

Der Ausdruck (1.554) beschreibt den Drehimpulsverlust durch Abstrémen (erster
Term links) und die magnetischen Zugspannungen (zweiter Term) an der Oberfliche,
die sich als Knick an der Sternoberfliche etablieren (siche Abb. 1.40)

1 1

1 BroBeo = EBT‘,O[[BQ:,O]] ; (1.555)
wobei [[B,]] den Sprung der ¢-Komponente am Sternrand bezeichnet. Die ¢-Kom-
ponente des Magnetfeldes ist innen null, hat jedoch auBen einen endlichen Wert; das
heifit die Tangentialkomponente von B ist unstetig und bewirkt ein Drehmoment
auf den Stern.

Die Gleichung (1.554) bestimmt also den Gesamtdrehimpulsverlust pro Masse, den
wir bereits in (1.540) tiber die typische Lingenskala L approximiert haben

D=HQ=§%$. (1.556)
Es bleibt die Grofle L zu bestimmen.
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Dazu definieren wir die (dimensionslose) magnetische Machzahl M.

2 2
M o= Zr=Cr (1.557)
UA —r
d4mp
4 2.4 2
_ Ampurt arnl 1=co*nst.—
Bt (Br?)?p p
My o« p 2 (1.558)

Die magnetische Machzahl nimmt nach aufien hin wie p~Y/2 zu, wobei (1.551) und
(1.552) zur Anwendung kommen. Um u, zu bestimmen, bedienen wir uns der Re-
lationen (1.547), (1.551) und (1.553) und eliminieren B, aus den Gleichungen
ru,B, = ru,bB; — B,
1B, = r’p(v,—Qr)B;
i
T - rB = T
PURULT 4'“_8 - pu.D

_An(pu,D — PUFULT)
rB,

B, =
setzen B, in die erste Gleichung ein
2 purD — puyupr 2
—47re pu, = r°p(u, — Qr)B;,
7B,
—4mpulD + dmpulugr = (u, — Qr)Bir
u,(4mpulr — rB?) dmpulD — Qr*B?

A pu? drpulD
Uy, (ig;f“r - 7‘) = %—- — Qr?
r L

und verwenden wieder vi = B?/(4mp). Daraus ergibt sich

2 2
uw(&—gr = E%D—Qﬂ

v} V4
2 2 D
U'RP (MA_]‘) = WIA?"—QT
M2 —Qr
Uy = Up(Ur, sy Q) =—5—— (1.559)
P P Mﬁ _1

Der Ausdruck (1.559) wird fiir u, = Fva singuldr, so dass eine Regularitdtsbedingung
von
D

MR? =0 und D = 12Qy, =0, = T30 (1.560)

folgt. Bei r = r ist die radiale Ausstromgeschwindigkeit gleich der lokalen Alfvén-
geschwindigkeit (v4 und u, sind Funktionen von ), d-h. an dieser Stelle ist u, = va
und _

D=r3Q=L%Q oder L=ry. (1.561)
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Die GroBle L, der Abstand vom Stern, wo Magnetfeld und Materie entkoppeln, ist
also der Radius, an dem die lokale Alfvéngeschwindigkeit mit der Geschwindigkeit
des Sternenwindes iibereinstimmt. r, ist der maximale Radius, an dem das ruhende
ISM noch an den Stern (iiber den Wind) gekoppelt ist (Abb. 1.40). Die radiale Kom-
ponente des B-Feldes verschwindet dort, was einen weiteren Drehimpulstransport
auf das externe Medium verunméglicht.
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