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Motto:
Alles sollte so einfach wie mdglich gemacht werden, aber nicht einfacher.
Albert Einstein

Vorwort

Dieses Buch ist hervorgegangen aus Vorlesungen {iber theoretische Meteorologie an
der Universitdt Wien. Im derzeitigen Bachelor-Studium entspricht es ungefdhr dem
Umfang der Facher Strahlung, Thermodynamik, Dynamik I und II.

Das Ziel des Bachelor-Studiums der Meteorologie an der Universitdt Wien ist der
Erwerb akademischer Kernkompetenzen und theoretisch fundierter Problemlésungs-
kompetenz. Das Studium soll eine breite Grundausbildung vermitteln und, aufbauend
auf den mathematischen Grundlagen der Physik, mit der spezifischen Denk- und Ar-
beitsweise in der Meteorologie vertraut machen (vgl. Homepage des Instituts fiir Me-
teorologie und Geophysik der Universitat Wien: http://img.univie.ac.at/studium/).

Dazu will das vorliegende Buch dienen. Leserin und Leser! sollen in die Begriffswelt
der theoretischen Meteorologie eingefiihrt werden. Zu diesem Gebirge gibt es viele Zu-
géange. Die Zuginge in diesem Buch sind subjektiv, wie es nicht anders sein kann, und
sie entsprechen sicher nicht jedem Geschmack. Beispielsweise werden die Bewegungs-
gleichungen auf der gekriimmten Erde nicht, wie in manchen anderen Lehrbiichern,
durch Vektortransformationen abgeleitet, sondern sie folgen aus den Euler-Lagrange-
Gleichungen in generalisierten Koordinaten — der Autor findet das einfacher (und der
Leser mag entdecken, dass ihm die energetische Konsistenz der Gleichungen ohne Mehr-
arbeit in den Schof fillt). Am Ende des Buches soll der Leser trotz der subjektiv ge-
troffenen Auswahl zu einer Art von Weltbild der theoretischen Meteorologie kommen.
Dies moge ihn spéter befahigen, andere (vielleicht bessere) Zugénge aus eigener Kraft
zu finden.

Methodisch beschrankt sich daher der Stoff auf die Grundlagen. Im Mittelpunkt
steht die Begriffsbildung. Wir versuchen in diesem Buch, besonders zentrale und gleich-
zeitig vertrackte Begriffe durch motivierende Erklarung dem Neuling nahe zu bringen.
Manche Aspekte in der Thermodynamik oder der Hydrodynamik sind so abstrakt, dass
der Anfénger beim Fehlen iiberzeugender Erkldarungen nach einiger Zeit aufgibt und
sich sagt: ,,Was die Entropie ist, kann man gar nicht verstehen. Da ist es am besten, ich
lerne die Formel soundso fiir die Priifung auswendig und vergesse die Thermodynamik
nachher moglichst sofort wieder.“

1Die Leserin steht an erster Stelle, wie man sieht. Der Autor bittet sie dennoch um das Privileg,
ab hier die maskuline Form des Lesers verwenden zu diirfen, weil sie ihm gewohnheitsméafig als pars
pro toto leichter von der Hand geht.
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Das ist nicht die Idee des akademischen Studiums (sowenig dagegen spricht, einige
besonders zentrale Formeln auswendig zu wissen — das wird in diesem Buch durch die
Seiten Kurz und klar auch durchaus unterstiitzt). Auch im modernen Bachelor-Stu-
dium unter den Rahmenbedingungen des Bologna-Prozesses muss es darum gehen, die
begrifflichen Grundlagen iiberzeugend, und dadurch bleibend, zu vermitteln.

Die Meteorologie hat hier ein Problem, denn sie ist ein Fach, das methodisch bei
vielen Grundlagenfiachern (Mathematik, Physik und Chemie) Anleihen aufnimmt; den-
noch ist die Meteorologie ein eigenstindiges Fach. Ein Beispiel ist der Wind. Diesen
kann man in eine divergente und eine rotierende Komponente zerlegen, wie in der
theoretischen Physik gezeigt wird. Aber die theoretische Physik interessiert sich an-
schliefend nicht fiir die Rotation, sondern nur fiir die divergente Potenzialstromung,
die ausfiihrlich behandelt wird (so im Lehrbuch der Nobelpreistrager Landau und Lif-
schitz). In der Meteorologie dagegen ist die rotierende Komponente ausschlaggebend,
wie die Hochs und die Tiefs zeigen. Wer hat nun Recht? Der Physiker mit seiner Po-
tenzialstromung oder der Meteorologe mit seiner Rotationsstromung? Natiirlich haben
beide Recht, und jedes Fach sollte auf seinem gut begriindeten Standpunkt bestehen.
Daran sieht man aber, wie die Wahrnehmung in verschiedenen Féachern unterschiedlich
sein kann. Solche Zusammenhénge soll der Leser am Ende durchschauen.

Niemand, der theoretische Meteorologie betreibt, kann sich frither oder spéter der
Faszination der axiomatischen Methode entziehen. Hier werden — ausgehend von als
evident geltenden Axiomen — alle anderen Aussagen des theoretischen Apparats nur
durch konsequentes Schlieffen entwickelt. Grofartige Beispiele dafiir sind Elektrody-
namik oder Relativitdtstheorie. Der Theoretiker mochte das in der Meteorologie am
liebsten genauso machen. Aber bei einem Lehrbuch muss er damit vorsichtig sein,
denn dem Leser ist die Axiomatik meist zu abstrakt. Auch stoft ihre konsequente
Anwendung in unserem Fach schnell an Grenzen. Wir versuchen daher einen vermit-
telnden Weg zu gehen: Axiomatik da, wo es einfach und noch durchsichtig ist (z. B. bei
der Gibbsschen Form in der Thermodynamik — klingt vornehm, ist aber nicht wirklich
kompliziert) und auf den Einzelfall konzentriert dort, wo ein anschauliches Versténdnis
notwendig und hilfreich ist (z. B. bei der mehrfach gegebenen Ableitung der Transfor-
mation auf Druckkoordinaten — klingt harmlos, ist aber ein bisschen tiickisch). Ob die
Balance hier gelungen ist, mége der Leser entscheiden.

Die grofien Teilgebiete in der Meteorologie, fiir die der Autor ein Grundverstdndnis
vermitteln mochte, sind Strahlung, Thermodynamik, Hydrodynamik, barotrope Pro-
zesse, Turbulenz und Grenzschicht, barokline Prozesse und globale Haushalte. Jedes
dieser Gebiete stellt einen Hauptteil des Buches dar. Bei dem angestrebten zusammen-
héngenden Gesamtbild muss man aber viele Kompromisse eingehen. Stiefmiitterlich bis
gar nicht behandelt werden beispielsweise die atmosphérische Chemie und die Fronten.
Fiir den Leser, der schon mit etwas Vorwissen an die theoretische Meteorologie her-
angeht, seien die folgenden Akzente genannt, die bei der Lektiire als Leitfaden dienen
kénnen: Erstens zielt die Darstellung der verschiedenen Haushalte immer wieder auf
die enorme Bedeutung der Erhaltungssditze fiir Energie, Masse und Impuls ab; das ist
der Unterschied zum Geld, das auch einen Haushalt hat, aber keinem Erhaltungssatz
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gehorcht. Zweitens setzen wir uns bei der Kontinuitdtsgleichung, einem Kernbegriff
der Theorie, mit der Frage auseinander, warum auch die moderne Meteorologie nicht
so modern ist wie die Quantenphysik, sondern klassische Kontinuumsphysik bleibt.
Und drittens stellt sich eine mehr anwendungsbezogene Frage: Warum fithren der ba-
rotrope und der barokline Ansatz, trotz ihrer groften Verschiedenheit, zu weitgehend
gleichen Ergebnissen im quasigeostrophischen Modell, insbesondere bei der Vorticity-
Gleichung? Wenn der Leser hier die Ubersicht behilt, ist ein wesentliches Ziel des
Buches erreicht.

Die haufiger angewandten mathematischen Methoden sind im Anhang — etwas unsys-
tematisch — zusammengestellt; dort wird beispielsweise auch begriindet, warum dieses
Buch fiir den natiirlichen Logarithmus ausschliefilich die Bezeichnung ,,log* verwendet
(mit dem Ergebnis, dass ,,In* gar nicht vorkommt). Im Anhang findet sich aufierdem
eine (nach subjektiven Gesichtspunkten erstellte) Liste weiterfiihrender Literatur. Ab-
schliefend sei noch eine formale Bemerkung zu den Seiten Kurz und klar gestattet. Im
Text der einzelnen Kapitel finden sich einfach umrahmte und auch doppelt umrahmte
Gleichungen. Die einfach umrahmten sind ziemlich wichtig; die doppelt umrahmten
sind so wichtig, dass man einige davon auswendig lernen kénnte. Nur doppelt um-
rahmte Formeln wurden in die Seiten Kurz und klar aufgenommen.

Mein Dank geht zuerst an Herrn Dr. Dieter Mayer (Universitdt Wien), der durch ein
gemeinsam herausgegebenes Skriptum ,, Theoretische Meteorologie* die Grundlage fiir
dieses Buch mit gelegt hat; auflerdem hat er das technische Entstehen des Buches
begleitet und alle Abbildungen erstellt.

Ferner danke ich einer Zahl von Kolleglnnen fiir wertvolle Hinweise (ohne Titel,
in alphabetischer Reihenfolge): Katharina Brazda, Niko Filipovic, Petra Friederichs,
Leopold Haimberger, Fritz Herbert, Stefan Hofer, Sebastian Koblinger, Helmut Kraus,
Fabian Lehner, Peter Nevir, Helmut Pichler, Matthias Schlaisich, Johannes Schmetz,
Petra Seibert, Stefano Serafin, und Lukas Strauss. Ebenso danke ich den Fachleuten

des Springer-Verlags fiir die so effiziente und angenehme Zusammenarbeit.

Wien, im September 2012 Michael Hantel
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Strahlung



Kurz und klar

Die wichtigsten Strahlungsformeln

Strahldichte (engl. radiance): L(e)
Strahlungsflussdichte (abgekiirzt Fluss): F = / Ledw

Strahlungsfluss: d=(F-n)A

Raumwinkel: dw = % = sin¥ dvY do
s

Heizungsrate: pQ=-V.F
or = g 0F,

Strahlungsheizung: T 5
Cp Op

(oo}

Spektrum: L:/

o° hv
Ly dX); B:/ Bydx mit z=-—
A=0 z=0 kT

T4
Stefan-Boltzmann-Gesetz (schwarzer Strahler): B(T) = g

4 3
Planck-Formel: B = 0: f(z) mit f(z) = % ewﬂﬂ_ 1
W
m2 - K*

Strahlungstemperaturen: Tsonne = 5780 K;  Tgrde = 255 K

Stefan-Boltzmann-Konstante: oc=567-10"8

Optischer Weg 7: dLy = —L, -dr
Beersches Gesetz (k = Massenextinktionskoeffizient): dr = kpds
Strahlungsiibertragungsgleichung (SUG): dLy = (Jx — Ly)dr

SUG, Losung:  La(r) =e~ ") Ly(r0) + / () e T ar

T!'=T7o




1 Allgemeine Strahlungsgesetze

Ubersicht

1.1 Grundbegriffe. . ... o 3
1.2 Gesetze der thermischen Strahlung ............ ... .. .. .. .. ... .... 14
1.3 Wechselwirkung von Strahlung mit Materie........... ... .. ... .. ..... 22
1.4  Die Strahlungsiibertragungsgleichung (SUG).......................... 24

Strahlung ist ein elektrodynamischer Vorgang. In diesem Kapitel werden die elementa-
ren Gesetze zusammengestellt, welche die Strahlungsprozesse beschreiben. Die Darstel-
lung ist deskriptiv. Auf die dahinter stehenden elektrodynamischen GesetzmaRigkeiten,
insbesondere die Maxwellschen Gleichungen, wird kein Bezug genommen.

1.1 Grundbegriffe

1.1.1 Strahlungsfluss und Strahldichte

Der Fluss der Strahlung ist die Grundlage unserer Begriffsbildung. Am einfachsten
vorstellen kann man sich den Fluss am Beispiel von flieRendem Wasser, hier etwa
als jene Masse oder jenes Volumen von Wasser, das pro Zeiteinheit durch ein Rohr
stromt, jedoch ungeachtet der Durchflussfliche. Die Einheit wére hier beispielsweise
Kilogramm pro Sekunde (kg/s).*

Analog kann man einen Energiefluss oder Strahlungsfluss definieren. Wir betrachten
die Menge E an Strahlungsenergie, die pro Zeit ¢ flieft: ® = E/t. Die zugehdrige
Einheit ist J/s = W. Ein fiir uns bedeutender Strahlungsfluss ist jener der Sonne mit

026 W. Das ist der gesamte Strahlungsfluss, der aus

dem Betrag von ®gopnne = 3.85 -1
der Sonne austritt, also die Strahlungsleistung der Sonne.
Bezieht man den Strahlungsfluss auf die Flache A, durch die er hindurch tritt, so

gelangt man zur Strahlungsflussdichte (oder Irradianz) F:

LAb sofort verwenden wir die Einheitenzeichen: kg, s, m, J, W, N.
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F = 1 mit der Einheit o2 (1.1)

Fiir die Strahlungsflussdichte der Sonne (mit dem Radius 7sonne) ergibt sich

cI)Sonne 7 W

FSonne == ~ 633 N 10 @ (1.2)

2
4m TSonne

Diese Zahl kann man sich etwa so veranschaulichen: Je 10 bis 20 m? der Sonnen-
oberfliche geben in Form reiner Strahlung die (elektrische) Leistung eines modernen
Kohle- oder Kernkraftwerks ab (typisches Steinkohlekraftwerk: 700 MW; Kernkraft-
werk: 1400 MW).

Fragt man nach der Strahlungsflussdichte in einem bestimmten Abstand zur Sonne,
etwa jenem der Erde, so gelangt man zur Solarkonstanten und damit zur Strahlungs-
energie, die jeden Quadratmeter der Erde (genauer: am Oberrand der Atmosphére bei
senkrechtem Lichteinfall) in einer Sekunde erreicht. Diesen Wert bekommt man, indem
man den Strahlungsfluss von der Sonne auf die Oberfliache einer gedachten Kugel mit
dem Radius der Distanz Erde-Sonne bezieht:

_ qDSonne ~ E
S = oo ~ 1368 (1.3)

Die Entfernung der Erde von der Sonne betrigt R ~ 150 Mio. km. Wenn man S bei
der Erde misst (das geschieht weltweit routineméfig in den Strahlungsobservatorien)
und R aus astronomischen Daten kennt, kann man ®gonne mithilfe der Formel (1.3)
berechnen. Der hier angegebene Wert wurde auf diese Weise gewonnen. Man sieht
iibrigens, dass der Begriff Solarkonstante aus der irdischen Perspektive stammt, also
eigentlich ungliicklich gew&hlt ist; denn jeder Planet hat ja seine eigene Solarkonstante
(deren Berechnung ist eine beliebte Ubungsaufgabe).

Fsonne und S sind begrifflich gleiche Grofsen. Die Unterschiede bestehen in der Fl&-
che, durch welche die Strahlung hindurch tritt, und auch in der Richtung der Strahlung:
Bei Fsonne interessieren wir uns dafiir, was aus einem Quadratmeter der Sonnenober-
flache austritt, bei S dafiir, was in einen Quadratmeter der Erdoberfliche eintritt (das
Auftreffen der Strahlung auf die Empfangerfliche liegt auch dem Wort ,Irradianz*
zugrunde, im Unterschied zum Wort ,,Emission®, das sich auf das Austreten der Strah-
lung aus der Senderfliche bezieht). Diese Unterschiede sind jedoch nicht prinzipiell
geartet und verhalten sich so dhnlich wie beim Wind: Den gleichen Wind kann man
danach benennen, woher er weht (beispielsweise ein Westwind) oder wohin er weht
(ein Westwind ist ein ostwirts gerichteter Windvektor). Die Strahlungsflussdichte ist
letzten Endes (wie der Wind) ein Vektor, und diesen wollen wir im folgenden genauer
herleiten.
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1.1.2 Das Lambertsche Gesetz

Wovon héngt der Strahlungsfluss ab? Wir betrachten (Abb. 1.1) den zu ® = [d®
beitragenden Anteil d®, der von einer kleinen strahlenden Fliche dA’ ausgeht und,
nachdem er eine gewisse Strecke s zuriickgelegt hat, bei einer empfangenden Fliache

Abb. 1.1 Geometrie zum Lambertschen Gesetz. Der
Strahlungsfluss geht von der Fliche dA’ aus und fillt
unter dem Zenitwinkel 9 auf die Flache dA. Der Verbin-
dungsvektor zwischen beiden Flachen ist s, seine Liange
dA s=+/s-8.

dA ankommt; die beiden Flichen sind im Allgemeinen nicht parallel, sondern stehen
unter einem gewissen Winkel ¢ zueinander. Anschaulich ist klar, und im Experiment
l&sst es sich nachweisen, dass d® zu folgenden Grofen proportional sein sollte:

1

d® oc dA’ d® 2 d® x cos d® < dA (1.4)

Daraus ergibt sich das Lambertsche Gesetz:

d® = LdA’ s% cosydA (1.5)

Die Proportionalitdtskonstante L in dieser Beziehung heilt Strahldichte (engl. ra-
diance); sie hat die Dimension einer Intensitét.

Den Quotienten dA’/s? kann man durch den Raumwinkel w interpretieren. Dessen
Differenzial ist:

/
L (1.6)

52
Damit lasst sich das Lambertsche Gesetz fiir die Differenziale des Flusses und der
Flussdichte schreiben:

d® = L cos ¥ dA dw | |dF = L cosd dw (1.7)

Der Raumwinkel ist eine rein mathematische Grofse, die ohne Bezug auf den Strah-
lungsfluss definiert ist. Insbesondere kann das Raumwinkeldifferenzial durch den Ze-
nitwinkel ¢ und den Azimutwinkel « ausgedriickt werden (vgl. Abb. 1.2):

dw = % =sin¥dd da (1.8)
s

df ist ein infinitesimal kleiner Anteil eines endlichen Stiicks f = [df der Kugelober-
fliche und hat die Seitenléngen s sindda und sdd. Formel (1.8) werden wir spéter
bei der Integration fiir den isotropen Spezialfall benotigen.
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inS
do s sing da
o
N df
Abb. 1.2 Das Flachendifferenzial df auf einer
Kugeloberfliche mit dem Radius s als Funktion
dg sds von Zenitwinkel ¥ und Azimutwinkel a. Verwen-

det wird der Zusammenhang zwischen Winkel,
Radius und Bogenlinge. Fiir das Flachendiffe-
renzial ergibt sich df = s sin¥da - sd9.

Die Strahldichte L, soeben scheinbar nebenséchlich als Proportionalitdtskonstante
im Lambertschen Gesetz eingefiihrt, ist die eigentlich relevante Gréfe des Strahlungs-
feldes. Sie hat die Einheit W/m?, also die einer Flussdichte.?

Symmetrische Fassung des Lambertschen Gesetzes

In der urspriinglichen Form des Lambertschen Gesetzes (Abb. 1.1) war stillschwei-
gend angenommen worden, dass die strahlende Fliche senkrecht auf der Strahlrichtung
steht. Im allgemeinen schliefst aber nicht nur die Empfangerfliche dA, sondern auch
die Senderfliche dA” einen Winkel (hier ¥, vgl. Abb. 1.3) mit der Strahlrichtung ein;
also folgt fiir das Raumwinkeldifferenzial:

! I
qu = 34 cos¥ (1.9)

52

Gleichung (1.7) liefert damit fiir den Strahlungsfluss die symmetrische Form:

Abb. 1.3 Geometrie zur symmetrischen
Fassung des Lambertschen Gesetzes.
Eingezeichnet sind die Fliche dA’ der
Strahlungsquelle, die Empfangerflache
dA sowie die Winkel zwischen den FI3-
chennormalen und der Strahlrichtung.
Der Abstandsvektor zwischen beiden
Fldchen ist s; er hat die Richtung e. Der
X Ortsvektor @ definiert die Position der
Empfangerflache.

2Wenn man den Umstand hervorheben will, dass es sich um Strahlung aus einem bestimmten
Raumwinkel handelt, muss man den an sich dimensionslosen Raumwinkel mit einer Dimensionsan-
gabe schreiben, d.h., man gibt dem Raumwinkel Aw = 1 den Namen ,ster* fiir ,,Steradian®. Dann
hat die Strahldichte die Einheit W/(m? ster). Wir schliefen uns hier diesem Brauch nicht an.
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_ LdA cos?9 dA’ cos?’

de .

(1.10)

S

Eine Interpretation von Gleichung (1.10) ist die Umkehrbarkeit des Strahlenweges.

Spezialfall 1: Parallele Strahlung

Die Sonne ist von uns so weit entfernt, dass ihre Strahlen hier nur einen sehr kleinen
Raumwinkelbereich einnehmen. Um mit Hilfe von (1.7) die Strahlungsflussdichte F
der Sonne zu ermitteln, muss man iiber den Raumwinkel bei der Sonne integrieren.
Der Raumwinkel der Sonne ist sehr klein; er betragt:

2
T TSon
Aw = % (1.11)
Also kann der Winkel ¢ ndherungsweise als konstant angesehen werden, so dass man
erhélt:

F:/dF:/L cos¥dw = L cos ¥ Aw (1.12)

Bei senkrechtem Einfall (¥ = 0 — cos? = 1) ist die Strahlungsflussdichte zugleich die
Solarkonstante:
S = Lsonne Aw (1.13)

Aus der Solarkonstanten geméf (1.3) und dem Raumwinkel der Sonne gemaf (1.11)
kann man also die Strahldichte der Sonne ermitteln. Es ist gleichgiiltig, ob man das
mit den Daten der Erde oder denen eines anderen Planeten macht:

S _ Psonne . R2

= = ~2.0-107 W/m? 1.14
Aw 4t R? mrd e /m ( )

LSonne =
Lsonne ist eine reine Sonneneigenschaft, hdangt also nicht davon ab, wie weit man von

der Sonne entfernt ist.

Speazialfall 2: Diffuse Strahlung (Himmel)

In diesem Fall wird die differenzielle Strahlungsflussdichte dF’ {iber den gesamten obe-
ren Halbraum integriert; dabei wird L als konstant angenommen (isotrope Strahlung):

w=27 V=7/2 a=2mr

Fisotr = /dF = / L cos¥dw = Lisotr / / cos ¥ sin ¥ dv da (1.15)

w=0 ¥=0 «a=0

Mit d(sin¥) = cos dv und Integration tiber den Azimut erhdlt man:
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sin ¥ (9=m/2)
Fisotr = 27 Lisotr / sin¥d(sin ) = 7 Lisotr (1.16)

sin ¥(9=0)

Im terrestrischen Spektralbereich ist die Strahlung praktisch immer mit sehr guter
Néherung isotrop. Dagegen herrscht im solaren Spektralbereich Isotropie bei Nebel
oder gleichférmiger Bewdlkung.

1.1.3 Vektor der Strahlungsflussdichte

Dieser Vektor wird eingefiihrt (sieche Abb. 1.4), um die Orientierung der Empfangerflache

Abb. 1.4 Geometrie zur Veranschauli-
chung des Vektors der Strahlungsfluss-
dichte. e ist der Einheitsvektor von der
Strahlungsquelle dA’ in Richtung zur Emp-
fangerfliche dA, n ist der Normalenvektor
auf dA; 9 ist der Winkel zwischen beiden
Einheitsvektoren: cosv = e - n.

A mit der Fliachennormalen n von der Strahlungsflussrichtung e zu trennen. e = s/|s|
sei der Einheitsvektor in Richtung von s. Dann ist cos¥ = e - n gleich dem Ska-
larprodukt von e und n. Damit ldsst sich das Lambertsche Gesetz (1.7) wie folgt
schreiben:

d® = L(e)dw(e) e-n dA(n) (1.17)

Die ersten drei Grofen in (1.17) héngen nur von e ab, die letzten beiden nur von n.
Daher kénnen wir das Differenzial der Flussdichte als die Projektion des differenziellen
Vektors

dF = L(e) edw(e) (1.18)

auf die Normalenrichtung n verstehen. Die von n unabhéngige Feldgrofe:

F:/Ledw (1.19)

definieren wir jetzt als den Vektor der Strahlungsflussdichte. Der Einheitsvektor e
durchlduft bei der Integration den gesamten oberen und unteren Halbraum. Nur Be-
reiche, aus denen Strahlung kommt, liefern zum Integral einen Beitrag. Fiir den Strah-
lungsfluss folgt aus (1.17) und (1.19):

@:/F-ndA (1.20)
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Das ist ein Integral iiber die Empféangerflache, falls diese gekriimmt, der Normalenvek-
tor m also iiberall verschieden ist. Wenn n dagegen eine einzige Richtung darstellt und
A die Grofe der Empfiangerflache ist, vereinfacht sich (1.21) zur praktischen Formel
fiir den Fluss:

o=(F-n)A (1.21)

Das Wesentliche hier ist der Winkel zwischen den Vektoren F' und m. Man iiberzeuge
sich, dass (1.21) mit (1.1) konsistent ist

Die Definition (1.19) stellt eine zentrale Begriffsbildung der Strahlungstheorie dar.
Die Strahlungsflussdichte im Lambertschen Gesetz (1.7) ist einfach die Projektion von
dF auf die Normale n der Empfangerfliche. Damit ergibt sich die Separation von dF
und n auf natiirliche Weise aus dem Lambertschen Gesetz — sie ist nur eine ande-
re Schreibweise dieses Gesetzes. Man sieht weiter, dass die Strahldichte ihrer Natur
nach kein Vektor ist, sondern ein nicht-negativer Skalar L = L(e), der jedoch vom
Einheitsvektor e abhéangt.

Wenn keine Verwechslung mit dem Fluss @ zu befiirchten ist, bezeichnen wir den
Strahlungsflussdichtevektor einfach als Fluss. Die beiden Grofen, die in der Strah-
lungstheorie im Mittelpunkt stehen, sind also die Strahldichte L und der Fluss F'.
Wenn man das Feld von L kennt, berechnet man F durch Integration geméf (1.19).

Eine Bemerkung zur Buchstabenwahl. Der Theoretiker moéchte gern verschiedene
Groflen mit verschiedenen Buchstaben benennen und hat daher einen notorischen
Hunger auf Buchstaben; aber die vorhandenen Alphabete enthalten immer zuwenig
davon. Hier nun in der Strahlung benutzen wir @ fiir den Fluss; spéiter in der Dy-
namik wird ® immer fiir das Geopotential verwendet. Hier benutzen wir F' fiir den
Strahlungsflussdichtevektor; in der Dynamik ist F' fiir die Kraft reserviert. Im Ener-
giekapitel schlieklich wird F' fiir die allgemeine Flussdichte gebraucht; dort ist dann »
der Strahlungsflussdichtevektor.

1.1.4 Energiedichte

Unter der Energiedichte, abgekiirzt mit u, versteht man die in einem Volumen V' ent-
haltene Energie E. Die entsprechende Einheit ist J/m?3.

Der Zusammenhang zwischen Energie und Strahlungsfluss unter Beriicksichtigung
von Gleichung (1.7) lautet:

dE =d®dt = LdA cosvdwdt (1.22)

Wir betrachten in Abb. 1.5 das Volumen eines Zylinders der Lénge ds und der Grund-
flache dA cos?: Mit den Definitionen der Geschwindigkeit und des Zylindervolumens

ds = cdt dV =dA cosdds (1.23)
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Abb. 1.5 Geometrie zur Erlduterung der
ds Energiedichte (vergroRerte Version von
9 dA cos$ Abb. 1.1). Auf die Flache dA falle Strah-
lung unter dem Zenitwinkel ¥. Die Lange
X des Zylinders betragt ds, seine Grundflache
dA dA - cos?.

lasst sich Gleichung (1.22) wie folgt schreiben (wobei ¢ kein Vektor, sondern ein Skalar
ist):

LdVv

c

dE =

dw (1.24)

Daraus ergibt sich das Differenzial der Energiedichte:

de L

Kommt die Strahldichte aus dem gesamten Raum, und ist sie zudem isotrop, so folgt:

u:/ du:/ £d(.u:4—7rL (1.26)
4m 47 € c

Bei nicht isotroper Strahldichte erhdlt man v aus der mittleren Strahldichte:

Die durch Strahlung bedingte Energiedichte u ist in der Atmosphére 3 bis 6 Grofen-
ordnungen kleiner als die mechanischen oder thermodynamischen Energiedichten. Der
Grund ist der hohe Wert der Lichtgeschwindigkeit im Nenner von (1.27). Daher wird
u in den Energiehaushalten gewhnlich vernachléssigt.

1.1.5 Strahlungsheizung und -kiihlung

Die Strahlung ist ein Fluss von Energie. Wie wirkt sich dieser auf die Temperatur des
Mediums aus? — Antwort: Wenn der Strahlungsflussdichtevektor konvergiert, so wird
das Medium erwdrmt; wenn er divergiert, wird das Medium abgekdhlt.

Wir brauchen also die Divergenz der Strahlungsflussdichte. Fiir den in kartesischen
Komponenten formulierten Vektor F=(Fy, Fy, F.) ist die Divergenz:
oF, O0F,  OF.

+ 32+

divF =V - -F = oz By 92

(1.28)
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Mit Gleichung (1.19) wird dies zu:

V-F:V-/Ledw:/v-(Le)dw:/ (VL-e) do  (1.29)

OL(x,e,s)/0s

Der V-Operator wirkt nicht auf den Raumwinkel dw und darf daher in das Integral
hineingezogen werden; er wirkt auch nicht auf den Einheitsvektor e, sondern nur auf
die Strahldichte L. Also ist V - e = 0. Zur Umformung von V - (L e) haben wir die
einfache Vektorformel

V- -(aA)=Va-A+aV-A (1.30)

benutzt. Die Lage von F und V - F' im Raum wird durch den Ortsvektor x festgelegt.

Mit der thermodynamischen Beziehung fiir die Enthalpie ¢, T' eines Gases kann
man den Zusammenhang zwischen Strahlungsflussdivergenz und Temperatur herstellen
(darin ist cp ist die spezifische Warmekapazitidt und p der Druck):

d(ep T)
dt

dp
= + — 1.31
pQ dt ( 3)

Das ist die vorweggenommene Formel (6.94) aus dem Kapitel {iber Thermodynamik. Q
ist die Heizungsrate. Die Grofe pQ hat die Einheit W/ m?, ist also eine Leistungsdichte
(Leistung pro Volumen) und damit dem Problem genau angemessen. Wenn nur Strah-
lung aktiv ist, wird die Heizungsrate durch die negative Divergenz (= Konvergenz) des
Vektors der Strahlungsflussdichte bewirkt:

pQ=-V . F (1.32)

F hat die Einheit W/m? und damit V - F die korrekte Einheit einer Leistungsdichte.
Zur Berechnung der strahlungsbedingten Heizungsrate nehmen wir nun die folgenden
Vereinfachungen von (1.32) vor:

m Wir beriicksichtigen nur die vertikale Anderung von F':

or,

V. -Fx ER

(1.33)

Die horizontalen Anderungen von F sind in der Tat viel kleiner als die vertikalen
und fiir viele Zwecke vernachlassigbar.
m  Wir gehen zu Druckkoordinaten iiber (Vorwegnahme der statischen Grundgleichung

dp = —g pdz). Das liefert
OF, oF,

9. 9IF Op

Hier hat sich das Vorzeichen veréndert.

(1.34)
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m Die Divergenz eines Vektors ist unabhéngig vom Koordinatensystem (was mathe-
matisch bewiesen werden kann). Wie kommt dann aber die gerade gefundene Vor-
zeichenédnderung zustande? Durch die partielle Ableitung 0F. /0p. Dieser Ausdruck
ist jedoch vektoranalytisch ein Unding. Wir bringen das in Ordnung durch folgen-
de unmittelbar einsichtige Konvention: Das Vorzeichen einer Vektorkomponente soll
positiv (bzw. negativ) sein, wenn die Komponente in positive ( bzw. negative) Koor-
dinatenrichtung zeigt. In unserem Fall bedeutet das: Wir haben F, durch F, = —F,
zu ersetzen. Diese Konvention ist unabhéngig vom Koordinatensystem, wie es sich
gehort. Damit wird aus (1.34):

OF. oF,

0z _ngp

(1.35)

Dadurch wird die Koordinatenunabhéngigkeit der Divergenz erfiillt und die Unsi-
cherheit der Vorzeichendefinition beseitigt.

Diese Vereinfachungen werden gern benutzt, um die Divergenz (die selbst keine Tem-
peraturdnderung ist) in eine virtuelle Temperaturdnderung umzurechnen. Dazu nimmt
man aukerdem Bewegungsfreiheit (d/d¢t = 9/9t) und konstanten Druck (dp/d¢ = 0)
an. (1.31) vereinfacht sich damit zur folgenden Formel fiir die Strahlungsheizung der
Atmosphdre

o _ g 9k
5 e (1.36)

Wenn man also das vertikale Profil der Strahlungsflusskomponente Fj, kennt, liefert
(1.36) die durch die Divergenz dieses Flussprofils bewirkte virtuelle Strahlungserwér-
mung bzw. -abkiihlung. Ob die so berechnete Erwdrmung bzw. Abkiihlung tatséchlich
eintritt oder nicht, ist fiir diese Uberlegung gleichgiiltig, denn es gibt aufier der strah-
lung auch noch andere Prozesse, welche die Temperatur vergrofern oder vermindern.

Zur Terminologie:

m V- F>0 = 9T/0t<0: Fluss divergent, Strahlung abkiihlend
m V.- F<0 = 0T/0t>0: Fluss konvergent, Strahlung erwdrmend

Was wird eigentlich durch die Strahlung abgekiihlt bzw. erwarmt? — Das Medium,
also die Materie, durch welche der Vektor der Strahlungsflussdichte hindurch tritt. Zur
Veranschaulichung der Divergenz betrachten wir ein simples Beispiel, ndmlich Autos,
die durch einen Tunnel fahren:

m Wenn 4 Autos pro Sekunde in den Tunnel fahren und in der gleichen Zeit 6 her-
aus, so ist dies ein divergentes Geschwindigkeitsfeld (die Divergenz ist positiv); die
Autodichte (sie entspricht hier der Temperatur) nimmt ab. Auf die Atmosphéare
iibertragen, wiirde dies eine Abkiihlung bedeuten.
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m Wenn 6 Autos pro Sekunde in den Tunnel fahren und nur 4 heraus, was natiirlich
nur voriibergehend moglich ist, so wére dies ein konvergentes Geschwindigkeitsfeld
(die Divergenz ist negativ); die Autodichte nimmt zu: Die Atmosphére wiirde sich

erwarmen, weil sie Strahlung absorbieren wiirde.

In der Realitat tragt nicht nur (wie hier angenommen) die Strahlung zur Erwédrmung
bzw. zur Abkiihlung der Atmosphére bei, sondern auch die Phasenumwandlungsenergie
des Wasserdampfs, weswegen man in diesem Fall vom strahlungskonvektiven Gleich-
gewicht spricht. Zusatzlich wirkt sich auch die horizontale Energieflussdivergenz aus
(vgl. dazu Kapitel 13.4 iiber den globalen Energiehaushalt).

Ubungsaufgabe Wire ausschlieflich die Strahlung im Klimasystem aktiv, wie wiirde
sich die Temperatur der globalen Atmosphére nach Formel (1.36) &ndern? Antwort:
F}, am oberen Rand der Atmosphére ist im Klimamittel null (energetisches Gleichge-
wicht des Planeten) und betréigt am unteren Rand etwa 100 W/m?; dieser abwirts
gerichtete Strahlungsfluss balanciert die Verdunstung (ca. 80 %) sowie den aufwér-
tigen Strom fithlbarer Warme (ca. 20 %). Die Atmosphére hat also eine klimatische
Strahlungsflussdivergenz von etwa

AF, 100 W/m?

- 1.37
Ap 71000 hPa (1.37)

Wenn man das mit g ~ 10 m/s® und ¢, =~ 1000 J/(kg - K) in (1.36) einsetzt, so erhlt
man

or g AL
ot cp Ap

~—10"° K/s (1.38)

Das entspricht einer Abkiihlung von etwa 1 K pro Tag, die zur Folge hétte, dass die
Dynamik der Atmosphére nach einigen Wochen ,,tot* wére.

1.1.6 Das Spektrum

Die Strahlung setzt sich aus Wellen verschiedener Wellenlingen A bzw. Frequenzen v
zusammen. Die gesamte Strahldichte lasst sich damit folgendermafien schreiben:

L= /LAdA oder L= [ L,dv (1.39)
A=0

I~y

v

Der Integrand Ly bzw. L, heiflt spektrale Strahldichte. Ly, L, sind Funktionen der
Wellenldnge bzw. der Frequenz. Die Umrechnung von Ly auf L, erfolgt mit c=v - A,
wobei die Lichtgeschwindigkeit c eine Konstante ist:

Lyd\=—L,dv (1.40)
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Der Grund fiir die Vorzeichendnderung ist die Umkehr der Integrationsrichtung. Durch
Anwendung der relativen Ableitung geméf Formel (27.12) im Anhang

de dv dA
— = 4 =

1.41
c v A ( )
und unter Beachtung von dc = 0 erhélt man die gesuchte Beziehung:
L,=<1L (1.42)
v 2 A .

Wenn man Ly durch Elimination von A als Funktion von v betrachtet, so liefert (1.42)
die Umrechnung von Ly (A) auf L,=L,(v).

1.2 Gesetze der thermischen Strahlung

Fiir die Meteorologie ist nur die thermische Strahlung relevant. Strahlungsformen wie
die Radioaktivitdt sind mengenméfig nicht von Bedeutung.

1.2.1 Kirchhoffsches Gesetz

Wir betrachten die Anordnung von Abb. 1.6 fiir isotrope Strahlung. Wire K ein idea-
ler Spiegel, so wiirde natiirlich F} = Fil gelten, d.h. der Kérper wiirde die gesamte
erhaltene Strahlung wieder abgeben und nichts absorbieren. Die auf den Reflexionsvor-
gang bezogene Anderung der Strahlungsflussdichte lésst sich durch eines der folgenden
Flussverhéltnisse ausdriicken:

0<A<L (1.43)

Die Grofe a wird als Absorptionszahl (auch Absorptionskoeffizient oder Absorptions-
verhéltnis) bezeichnet. Sie ist gleich eins, wenn nichts, und gleich null, wenn alles re-
flektiert wird. Entsprechend ist die Albedo A definiert (eigentlich die Reflexionszahl).®
Zwischen beiden besteht der Zusammenhang

a=1—A (1.44)

Wegen der Isotropie der Strahlung kann man von der Strahlungsflussdichte F\ wegen
der Proportionalitdt (1.16) auf die Strahldichte Ly iibergehen:

3Der Begriff Albedo (,, WeiRegrad”) stammt aus der spatmittelalterlichen italienischen Malerei. In
der damaligen Kunsttheorie gibt es auch eine (hier nicht gebrauchte) Rubedo (,,Rétegrad®) und eine
Nigredo (,Schwérzegrad®).
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Abb. 1.6 Versuchsaufbau zur Erlduterung
/ des Kirchhoffschen Gesetzes bei der teil-

weisen Reflexion von Strahlung durch einen

T~ Koérper K. Ein Messgerdt misst die von
K |— rechts kommende, auf K auftreffende, spek-
/ i L trale Strahlungsflussdichte F. Der Korper
\ K gibt seinerseits auch Strahlung ab, und
A F! deren spektrale Strahlungsflussdichte Fy'

wird von einem weiteren Messgerat erfasst.

I I
a:%, 0<a<l1 (1.45)
A
Das Messprinzip von Abb. 1.6 liefert zunéchst nur den reinen Beobachtungswert von
« oder A.

Wir entwickeln die Begriffsbildung weiter fiir die Strahldichte. In der Definition
von « oder A ist noch keine Aussage iiber die Emission von Strahlung durch den
Korper K enthalten. Die Emission hangt ab von Temperatur 7" und der Wellenldnge
A sowie von den Oberflicheneigenschaften von K. Experimentell stellt man fest, dass
Korper gleicher Temperatur verschieden stark emittieren konnen. Jedoch kann ein nur
von T abhéngiger Maximalwert nicht {iberschritten werden. Wenn K diese maximale
Strahldichte By (7, A) emittiert, bezeichnet man ihn als schwarzen Korper; das Modell
des schwarzen Korpers ist grundlegend fiir die Theorie der thermischen Strahlung. Mit
By (T, \) kann nun die Emissionszahl definiert werden:

Ly(T, N
€= BTN (1.46)
Sie gibt den Prozentsatz der maximal moglichen Strahldichte an: Der Koérper K wiirde
die Strahldichte Bx(T, ) emittieren, wenn er schwarz wire. Real emittiert K nur
die Strahldichte Lx(T,A) = e Bx(T,\). Die Versuchsanordnung dafiir und fiir das
Kirchhoffsche Gesetz zeigt Abb. 1.7.

Abb. 1.7 Strahlungsgleichgewicht zwi-
schen einem schwarzen und einem nicht
schwarzen Korper, die beide auf gleicher
_ T Temperatur T' gehalten werden. Der
schwarze Korper Ks (oben) emittiert die
Strahldichte B, der nicht schwarze Kor-
per Ky, (unten) die Strahldichte Ly. Nun
absorbiert K, den Anteil o By der von Kg
emittierten Strahldichte By und reflektiert
den Anteil (1 — a) By. Aber K absorbiert
die gesamte von K,, emittierte Strahl-
T dichte L) und zusatzlich die reflektierte
Strahldichte (1 — «) B.
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Betrachten wir die Absorption und die Emission der Strahldichte beim schwarzen und
beim nicht schwarzen Korper, so ergibt sich folgende Tabelle:

absorbierte Strahldichte emittierte Strahldichte

schwarzer Strahler Ly + (1 —a) B, B

nicht schwarzer Strahler a By, Ly

Im Strahlungsgleichgewicht wird gleich viel Strahlung absorbiert wie emittiert. Das gilt
fiir den schwarzen ebenso wie fiir den nicht schwarzen Korper, d. h. die jeweils linken
und rechten Seiten der Tabelle miissen gleich sein. Daraus folgt aus beiden Zeilen das
gleiche Ergebnis:

_LA

- (1.47)

«

Die Absorptionszahl ist also gleich der in Formel (1.46) definierten Emissionszahl. Dies
ist das Kirchhoffsche Gesetz:

a=¢ (1.48)
Fir den Fall « = ¢ = 1 besagt das Kirchhoffsche Gesetz insbesondere: Der schwarze

Strahler nimmt bei jeder Wellenldnge die maximal mogliche Strahlung auf und gibt
die maximal mdogliche Strahlung ab.

1.2.2 Das Stefan-Boltzmannsche Strahlungsgesetz

Die Strahlung, die ein schwarzer Korper emittiert, ist eine Funktion der Temperatur
T. Den Zusammenhang vermittelt das Stefan-Boltzmannsche Gesetz. Es sagt aus, wie
die Strahldichte B des schwarzen Korpers von T abhingt:

oT?* w

. —8

B(T) = (1.49)

Den Fluss, den der schwarze Korper in den Halbraum emittiert, gewinnt man durch
Integration iiber den Halbraum, der sich oberhalb der strahlenden Fléiche befindet;
gemafs der obige Formel (1.16) liefert das F'(T") = w B(T'). Wegen der Isotropie unter-
scheiden sich B und F' nur durch den Faktor .

Das Stefan-Boltzmannsche Gesetz war vor seiner theoretischen Begriindung empi-
risch lange bekannt. Es ist unabhéngig von der Wellenlénge. Die Stefan-Boltzmann-
Konstante o ist das Ergebnis von Messungen. Das Gesetz macht eine Aussage iiber
die Gesamtenergie, die eine auf der Temperatur T befindliche Oberfldche insgesamt
abstrahlt. Es ist die Grundlage fiir alle atmosphérischen Energiehaushalte.
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1.2.3 Das Plancksche Strahlungsgesetz

Das Stefan-Boltzmannsche Gesetz macht keine Aussage tiber das Spektrum der aus-
gesandten Strahlung; es gibt auch keine Erklarung fiir die Herkunft der Naturkon-
stanten o. Dies wird durch das Plancksche Strahlungsgesetz geliefert:

2hc?
5 (ehc/(/\kT) _ 1)

(1.50)

By = B)\(Tv )‘) = A\

Das Plancksche Strahlungsgesetz ist die Formel fiir den Integranden in B = [ By dJ\,
also fiir die spektrale Strahldichte des schwarzen Strahlers (auch kurz als Wellenlin-
genspektrum bezeichnet). Die hier auftretenden Naturkonstanten sind:

m Plancksche Konstante (Wirkungsquantum) h = 6.63 - 10734 Js;
m Lichtgeschwindigkeit ¢ ~ 3.00 - 10® m/s;
m Boltzmann-Konstante k£ = 1.38 - 1072% J/K

Das Plancksche Gesetz kann man klassisch durch eine statistische Betrachtung der
Energiedichte von Photonen ableiten; man kann es unabhéngig auch quantendynamisch
begriinden. Dadurch steht dieses Gesetz, begrifflich wie historisch, an der Schnittstelle
zwischen klassischer Physik und Quantenphysik. Fiir die Entdeckung der Energiequan-
ten erhielt Max Planck im Jahre 1918 den Physik-Nobelpreis.

Die recht komplizierte Planck-Funktion (1.50) ldsst sich durch eine einfache Transfor-
mation in eine Gestalt bringen, in der die Abhéngigkeiten von 7" und von A voneinander
getrennt sind. Dazu fiithren wir statt der Wellenldnge A\ eine dimensionsfreie Frequenz
wie folgt ein:

he _ hv
AET kT

(1.51)

xr =

Mit x schreibt sich das Integral der Planckschen Formel, analog zu den obigen Glei-
chungen (1.39):

B = /BAdA oder B = /Bxdz (1.52)
A=0 z=0

Das Frequenzspektrum B, ermitteln wir, entsprechend der obigen Gleichung (1.40),
durch Gleichsetzen der Differenzialausdriicke im Integranden und unter Beachtung der

Integrationsrichtung:
Byd\ = —-B;dz (1.53)

Fiir die Umrechnung von Bj auf B, verschaffen wir uns aus (1.51) die Substitution:
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de _dA o 2 BT

2
. s A de (1.54)

Dies sowie die Planck-Funktion B setzen wir in die linke Seite von (1.53) ein und er-
setzen anschliefend A\ geméf (1.51) durch z; dann liefert die rechte Seite das Spektrum
B;. Wir bezeichnen diese Schreibweise der Planck-Funktion mit der dimensionsfreien
Frequenzfunktion f, bei der die Abhéngigkeiten von T und von x separiert sind, kurz
als Planck-Formel:

oT?* 15 z3
B pr— 1 = —
- - f(x) mit f(=x) o

(1.55)

Mit dem seltsam aussehenden Zahlenfaktor 15/7* erreicht man die Normierung der
Frequenzfunktion:

/f(x)dx =1 (1.56)
0

Die Integration von (1.50) iiber alle Wellenldngen bzw. (1.55) iiber alle Frequenzen lie-
fert (1.49) und insbesondere die gesuchte Formel fiir die Stefan-Boltzmann-Konstante:
2k* 75

_ — 1.57

7T 5082 (1.57)

Damit konnte Planck das empirische Stefan-Boltzmannsche Gesetz auf das Integral

seiner Strahlungsformel und auf die universellen Naturkonstanten h, ¢ und k zuriick-

fithren. Man setze diese in (1.57) ein und {iberzeuge sich, dass dabei der Zahlenwert
von o im Stefan-Boltzmannschen Gesetz (1.49) herauskommt.

1.2.4 Solare und terrestrische Strahlung

Ist die Sonne ein schwarzer Strahler? Wenn wir dies annehmen, kénnen wir die Strah-
lungsflussdichte der Sonne geméf Formel (1.2) mit dem Stefan-Boltzmannschen Gesetz
in die Strahlungsgleichgewichtstemperatur Tsonne umrechnen:

%%
Fsonne = 6.33-10" =5 = 0 T8onne  — || Thonne = 5780 K (1.58)
m

Um die Strahlungsgleichgewichtstemperatur Tryd4e zu erhalten, muss man den gesam-
ten Fluss kennen, mit dem die Erde Energie in den Weltraum abstrahlt. Obwohl die
Erde, anders als die Sonne, kein Stern ist, emittiert sie dennoch thermische Strahlung,
und zwar ebenfalls geméfs dem Stefan-Boltzmannschen Gesetz, jedoch bei einer weit
geringeren Temperatur Tg,qe. Die thermische Strahlung, die von der Sonne ausgeht,
bezeichnen wir als solare Strahlung und die von der Erde ausgehende als terrestrische
Strahlung.
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Strahlung T Strahlung
\ / Abb. 1.8 Ankommender und ausgehender
Strahlungsfluss. Die solare Strahlung trifft

_—
- . auf einen kreisférmigen Querschnitt mit
_ - dem Radius a der Erde, aber die ausge-
e / \ hende terrestrische Strahlung geht von der
l 4-mal groReren Kugeloberfliche der Erde
aus.

Wir berechnen den Strahlungsfluss der Erde durch folgende Uberlegung. Die Sonne
bescheint den Querschnitt der Erdkugel, also ein Viertel der Erdoberflache. Mit der
Albedo A, dem Erdradius a und der Solarkonstanten S gilt fiir den solaren Strahlungs-
fluss, der die Erde erreicht:

Poin =S5 (1 —A)wa® (1.59)

Der Anteil S A7 a? wird von der Erde unmittelbar reflektiert und nimmt daher am
Strahlungshaushalt des Planeten von vornherein nicht teil; die Albedo der Erde be-
tragt A =~ 0.3. Ausgestrahlt wird rund um den Globus bei der Gleichgewichtstem-
peratur Tgrde. Das Stefan-Boltzmannsche Gesetz liefert dabei fiir den abgestrahlten
Strahlungsfluss:

Pous = dma’ o Torae (1.60)

Das Strahlungsgleichgewicht der Erde fordert Gleichheit der beiden Energiefliisse
(1.59) und (1.60). Das ergibt schlieklich die Gleichgewichtstemperatur:

(1—A) g = 0 Thrac - Tirde = 255 K = —18 °C| (1.61)

Die hier berechnete ,,schwarze” Temperatur ist von a, also von der Grofle der Erde,
unabhéngig. Sie entspricht der tatsdchlichen Temperatur der Atmosphére in einer Hohe
von etwa 5 Kilometern.

Wenn man die Plancksche Strahlungsfunktion fiir die solare und fiir die terrestri-
sche Strahlung naiv als Funktion der Wellenléinge A\ auftrigt, so zeigt die Kurve der
spektralen Strahldichte der Sonne (kurz: das solare Spektrum) ein sehr schmales und
extrem hohes Maximum bei einer niedrigen Wellenlénge, wahrend das Spektrum bei
der Erde, das terrestrische Spektrum, ein extrem niedriges Maximum hat, sich aber
iiber einen sehr grofien Bereich bei grofsen Wellenléngen erstreckt.

Um beide Spektren vergleichbar zu machen, fithren wir folgende Aquivalenzumfor-
mung durch, die aus (1.53) und (1.54) folgt:

dx dx dX
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Abb. 1.9 Normierte Plancksche Funktionen fiir die Strahlungstemperaturen der Sonne und der
Erde. Das Maximum des solaren Spektrums liegt bei A & 6.5-10~7 xm und das des terrestrischen
Spektrums bei A~ 1.4 - 107> pum.

Der Vergleich des ersten mit dem letzten Ausdruck sowie die Verwendung von (1.55)
ergibt

oT?

™
——"

=B

AByx =z By = z f(x) (1.63)

Darin ist B die Strahldichte des jeweils betrachteten schwarzen Strahlers. Fiir die
Temperaturen der Sonne bzw. der Erde ergibt sich:
4 4
Bonne = Z1Some _ 9107 Ez Binae = Z1Brde _ 74 EQ (1.64)
™ m m
Wenn man jetzt den Skalierungsfaktor B fortldsst und = f(z) iiber log A auftrigt, sind
beide Spektren gleich; nur die Maxima sind gegeneinander verschoben (Abb. 1.9).
Ordinate und Abszisse in Abb. 1.9 sehen auf den ersten Blick aus, als hatten sie nichts
miteinander zu tun. Diesen Eindruck kann man wie folgt beseitigen: Man fiihre statt
A den Parameter [ = log()\/\o) ein; dabei ist Ao eine geeignete Referenzkonstante, im
einfachsten Fall die Einheit der Wellenldnge. Dann ist dl = dA/A = —dz/z. Auferdem
ist A = Ao exp(l). Wenn man also A als Funktion von ! und dadurch mit Formel (1.51)
auch x als Funktion von [ schreibt, so kann man die Ordinate als Funktion von [
schreiben: z f(z) = z(I) f[z(1)] = F(I). In Abb. 1.9 ist also letzten Endes F(I) als
Funktion von [ dargestellt.
Ubungsaufgabe Man berechne durch eine Extremwertbetrachtung, fiir welches X das
Maximum des solaren bzw. des terrestrischen Spektrums angenommen wird.
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1.2.5 Treibhauseffekt

Die Strahlungsgleichgewichtstemperatur T, = Trrde der Erde gemiaf (1.61) ist weit
geringer als die Temperatur der Erdoberfliche. Wie ist das zu erklaren?

Wir erstellen dazu das folgende einfache Zwei-Schichten-Modell (Abb. 1.10): Die
obere Schicht (Atmosphére, Temperatur Tg) wird im solaren Spektralbereich als voll-
stdndig durchlissig angenommen, im terrestrischen Spektralbereich als schwarz. Die
untere Schicht (Erdoberfliche, Temperatur Ts) wird in beiden Spektralbereichen als

Abb. 1.10 Einfachstes Modell des Treib-
Atmosphare TGT; hauseffektes. Die abwirtige terrestrische
Gegenstrahlung von der Atmosphare zur
[ l Erde, zusatzlich zur solaren Einstrahlung,
(STE‘t

.

Fo-al ot bewirkt den Treibhauseffekt. Von der sola-
ren Einstrahlung S (1 — A) kommt gemaR
7. (1.61) nur ein Viertel der Erdoberflache

Erdoberflache zugute.

schwarz angenommen. In beiden Schichten herrsche Strahlungsgleichgewicht. Dann
lauten die Bilanzen (links vom Gleichheitszeichen jeweils die absorbierte, rechts die
emittierte Strahlung):

Bilanz Atmosphére: oTs =20Th (1.65)

Bilanz Erdoberflache: (1 — A) % +o0Th=0T§ (1.66)

Beide Bilanzen gemeinsam reproduzieren erstens Formel (1.61) und liefern zweitens:

cTd=20Tf dh Ts=2Y* Ty ~303K (1.67)
=1.19

Obwohl dieses Modell die Oberflachentemperatur der Erde quantitativ iberschatzt (sie
ist nicht 30 °C, sondern 15 °C), liefert es doch eine grundsétzlich richtige Erklarung
des Treibhauseffektes.

Was dieses Modell jedoch nicht leistet, sieht man auch an Abb. 1.10: Die inneren
Eigenschaften des betroffenen Mediums spielen gar keine Rolle; nicht einmal die Dicke
der Atmosphérenschicht geht in die Bilanzen ein. Das zeigt, dass der physikalische
Effekt bestenfalls pauschal erfasst ist.
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1.3 Wechselwirkung von Strahlung mit Materie

Wir interessieren uns jetzt dafiir, was mit der Strahlung geschieht, wenn sie in ein
Medium eintritt; diese Frage wird durch das Modell des schwarzen Strahlers, das ja
nur fiir die Oberflache des Mediums gilt, nicht beantwortet.

1.3.1 Der optische Weg

Wir betrachten hier die Strahlung aus der Vektorperspektive, betrachten sie also wie
einen gerichteten Lichtstrahl; das wird durch unser oben in Formel (1.19) ausgedriicktes
Konzept der Strahlungsflussdichte nahe gelegt. Daraus entwickeln wir den Begriff des
optischen Weges. Als Richtung des Lichtstrahls nehmen wir aber nicht die Richtung
von F', denn diese setzt sich ja aus unendlich vielen Strahlrichtungen zusammen, die
sich alle um den Vektor e unterscheiden. Vielmehr entwickeln wir den Begriff des
optischen Weges sogleich fiir Strahlung aus dem Raumwinkel zwischen w und w + dw,
also fiir die Strahldichte aus der Richtung, die durch e definiert ist; vgl. dazu die obige
Formel (1.18).

Zur Umsetzung dieses Konzepts betrachten wir in Abb. 1.11 Strahlung mit der spek-
tralen Strahldichte Ly, die in ein transparentes Medium eintritt und nach Durchlaufen

transparentes

Medium
L' L' Abb. 1.11 Schwichung der spektralen
- Strahldichte, die durch ein transpa-
rentes Medium, etwa einen Glasklotz,
LP i hindurchgeht (p = Dichte, kK = Massen-
0 S extinktionskoeffizient des Mediums).

eines gewissen Weges wieder austritt; der dicke Pfeil reprasentiert die Richtung von e.
Fiir die austretende Strahldichte schreiben wir

LN = L)\ +dLy (1.68)

Wenn die Strahlung beim Durchgang durch das Medium geschwécht wird, so spricht
man von Faxtinktion; dann ist dL) negativ.

Wovon ist diese Schwichung abhingig? Gewiss von der auftreffenden Strahldichte
selbst. Wir erwarten also die Proportionalitdt dLy o fLIA. Die Proportionalitatskon-
stante bezeichnen wir als optischen Weg T (genauer: als sein Differenzial). Das bedeutet,
wir setzen allgemein:

|dLy = —Ly -dr| (1.69)
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Diese Formel ist zunéchst nur eine Definition. Ob das Konzept des optischen Weges
physikalisch fruchtbar ist, muss erst gezeigt werden.

1.3.2 Das Beersche Gesetz

Der optische Weg ist dimensionslos. Wie das Experiment zeigt, ist er proportional zum
geometrischen Weg s, den der Strahl im Medium zuriicklegt, wobei gilt:

|d7':eds:kpds| (1.70)

Die Grofe e wird als Volumeneatinktionskoeffizient (mit der Einheit m? /m®) bezeichnet
und k als Massenextinktionskoeffizient (mit der Einheit m? /kg); ferner ist p die Massen-
dichte des Mediums. Der Zusammenhang (1.70) heifst Beersches Gesetz. Die Grofe k
ist also eine massenspezifische Flache (ein Wirkungsquerschnitt), weil die Querschnitts-
flache der Partikel (Atome, Molekiile) fiir die Wechselwirkung ausschlaggebend ist.
Der optische Weg 7 hiangt ab von A und von s. Nun ist k vorwiegend von A, hingegen
p nur von s abhangig. Fiir den optischen Weg ergibt sich daher durch Integration von

(1.70):

s=sg s=so
T2 —T1 = / kpds=k(\) / p(s)ds (1.71)

Mit s1 = 0 wird auch 71 = 0. Der optische Weg im Medium wird also durch zwei
Faktoren bestimmt: erstens durch den Massenextinktionskoeffizienten k und zweitens
durch das Integral, das man als durchstrahlte Absorbermasse w bezeichnet.

1.3.3 Absorption und Streuung

Extinktion beschreibt den Prozess der Schwichung des Flussdichtevektors. Diese ge-
schieht durch Absorption und durch Streuung. Bei der Absorption wird der Strahl
in seiner Intensitét geschwicht, und Energie wird in Warme umgewandelt. Bei der
Streuung wird er dagegen lediglich in eine andere Richtung abgelenkt.

Abb. 1.12 Schema der Extinktion und
der Emission. Solare Strahlung wird durch

solare terrestrische . L .
Strahlung Strahlung beide Formen der Extinktion (Absorption
und Streuung) beeinflusst; jedoch wird
@) von der Atmosphare keine solare Strahlung
emittiert (sonst miisste die Luft gliihen).
Emission Terrestrische Strahlung hingegen wird
Streuung Absorption durch Absorption und Emission beein-
@) flusst; jedoch wird sie nicht nennenswert
Absorption

gestreut.
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Bei der Streuung hat die Strahldichte in der Raumrichtung des auftreffenden Strahls
eine Senke, jedoch eine Quelle in derjenigen Richtung, in die der Strahl gestreut wird.
Das ist das Prinzip eines Spiegels. Dieser Effekt kommt auch beim Duschen vor, wenn
das Wasser vom Korper abgelenkt wird. Der Streuung ist die blaue Farbe des Himmels

zu verdanken, da das Sonnenlicht iiber das gesamte Himmelsgew6lbe gestreut wird.

1.4 Die Strahlungsiibertragungsgleichung (SUG)

Die Strahlungsiibertragungsgleichung, im folgenden abgekiirzt mit SUG, erfasst Extink-
tion und Emission in einer Gleichung. Grundlage fiir die Beschreibung der Extinktion
ist das Beersche Gesetz; analog dazu wird die Emission als Verstarkung der Strahlung
angesetzt. Das Ergebnis lautet:

|dLy = (Jy — L)) dr | (1.72)

Dieser Ansatz ist zunéchst nicht mehr als eine Verallgemeinerung der obigen Formel
(1.69). AuRerdem fehlt die Spezifizierung der Quellfunktion Jy. Da Ly eine Funktion
von e und von A ist, muss der optische Weg ebenfalls in Abhéngigkeit von e und A
spezifiziert werden.

Um uns zu orientieren, betrachten wir einige Spezialfille.

1.4.1 SUG im Weltraum

Im Vakuum des Weltraums ist p = 0 und Jy = 0, somit auch 7 = 0. Die SUG lautet
hier also: dL) = 0. Die Strahldichte der Sonne und aller anderer Gestirne ist daher
iiberall im Weltall konstant, auch wenn in grofen Absténden kaum noch Lichtquanten
von der Sonne ankommen.

1.4.2 SUG im Medium, aber ohne Strahlungsquelle

Aus (1.72) ergibt sich mit Jyx = 0 durch einfache Integration (mit Trennung der Va-
riablen):

L(1) = La(ro) e~ "™ (1.73)

Der Faktor e~ ("~7) heiRt Transmission: Nach Durchlaufen des optischen Weges 19 — 7

ist von der urspriinglichen Strahldichte nur noch dieser Anteil vorhanden.
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1.4.3 SUG im Medium mit konstanter Strahlungsquelle

Eine Umformung von Gleichung (1.72) fiithrt im Falle von Jy # 0 zu:
e’ (dL)\—i-L)\dT):eT Jydr. (1.74)

Das lédsst sich wegen €7 d7 = d(e”) und mit Verwendung der Produktregel folgender-
mafien schreiben:

d(e" Ly) = Jxrd(e") (1.75)
Durch Integration beider Seiten mit den Grenzen 79 und 7 wird daraus:
e" La(1) —e™ Lx(0) = Jx (" — ™) (1.76)
und durch eine weitere Umformung:
La(m) =~ 77T (La(r0) — Ja) + Ja (1.77)

Dieses Ergebnis interpretieren wir so: Wenn der im Medium schon zuriickgelegte opti-
sche Weg T — 79 sehr groft ist (wie etwa in der Venusatmosphére), so wird die Exponen-
tialfunktion rechts sehr klein. Die ankommende Strahldichte L) wird dann praktisch
gleich der Strahlungsquelle J).

1.4.4 Alligemeine SUG mit variabler Quelle

Wenn die Strahlungsquelle Jy vom optischen Weg abhéngt, kann sie nicht mehr wie
in Gleichung (1.76) vor das Integral gezogen werden, so dass gilt:

e" La(1) —e™ Lx(70) = / In (7)) e dr’ (1.78)

T'=To

Die Losung fiir die spektrale Strahldichte lautet also jetzt:

L) = T L)+ [ e T ar (1.79)

T'=Tg

Das ist die allgemeine Losung der Strahlungsibertragungsgleichung. In einem Medium
kann auch Strahlung erzeugt werden, deswegen findet sich Jy im Integral. Mit dem Fak-
tor e~ (77" wird diese Strahlung in Abhéngigkeit vom optischen Weg 7 geschwicht.
Den Faktor e”7 kann man aus dem Integral als Faktor nach vorne ziehen.
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1.4.5 Optisch dichtes Medium

In unserer Darstellung arbeiten wir mit der Vorstellung, dass die Strahlung von der
Quelle zum Beobachter fliefit. Das entspricht der vektoriellen Darstellung (1.18) der
Strahldichte als Differenzial des Strahlungsflussdichtevektors; hier wird die Integration
in Strahlrichtung ausgefiihrt, also in Richtung des Einheitsvektors e. Bei der Ferner-
kundung und in der Astronomie verwendet man auch die umgekehrte Richtung, d.h.
man integriert ins dichte Medium hinein.

Welche Methode ist die richtige? Das ist Geschmacksache. In optisch sehr dichten
Medien wird 7 >> 79, und dabei féllt der erste Term in (1.79) weg. In diesem Fall neh-
men wir die Variablentransformation 7 — 7’ = 7. vor, setzen also dr’ = —drx. Dieser
Vorzeichenwechsel wird mit der Umkehrung der Integrationsgrenzen wieder ausgegli-
chen:

La(r) = / Ia(r) e ™ dr (1.80)

T, =0

Mit dieser Transformation integriert man bildlich gesprochen von sich weg: Man startet
beim eigenen Standort (optischer Weg 7. = 0) und integriert in den Stern hinein bis
zum optischen Weg 7. = 7.

1.4.6 Die Strahlungsheizung

Die Beziehung fiir die Strahlungsheizung folgt aus den Gleichungen (1.29) und (1.32):

pQ=-V -F=— g—idw (1.81)

Man fixiert sich auf einen Raumwinkel und bewegt sich in Richtung des Strahls. Nimmt
man die Wellenldngenabhéngigkeit noch dazu, dann erhilt man

pQ:—/ 0L dAdw:—/ 9L 4 dx (1.82)
wJA wJA

0s Os

Mit der Kombination der Strahlungsiibertragungsgleichung (1.72) und des Beerschen
Gesetzes (1.70) wird der Integrand von (1.82) zu

0L

5s = P8 ) [Ia(A w) = La(A,w)] (1.83)

Die Dichte p kann vor das Integral gezogen werden, weil sie weder von A noch von w
abhéngt.

pQ=p [ k) ([ Bs0e) = )] e ) an (1.84)
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Die Strahlungsquelle J) setzt sich aus Emission und Streuung zusammen. Kommt
keine Streuung vor, dann ist Jy = B); das gilt bei der terrestrischen Strahlung. Die
solare Strahlung wird hingegen nur gestreut, und Emission im solaren Spektralbereich
kommt in der Atmosphére nicht vor. Man beachte librigens, dass p in den vorstehenden
Gleichungen nicht (wie sonst meistens) die Dichte der Luft ist, sondern die Partialdichte
des extingierenden oder emittierenden Gases! Man vergleiche dazu die Formeln (1.70)
und (1.71).
Beziiglich des Vorzeichens von (1.84) lassen sich nun drei Fille unterscheiden:

m L) > Jy: Der Integrand ist positiv, die Strahldichte wird im Medium extingiert,
und es kommt zu einer Erwirmung. Wenn J) verschwindet und k£ > 0 ist, dann
wird Strahldichte absorbiert. Das ist vorwiegend der Fall bei der solaren Strahlung,
welche die Atmosphére erwarmt: Die Strahlungsheizung @ ist positiv.

m [, = Jy: In diesem Fall verschwindet der Integrand, und es kommt zu keiner Net-
toerwdrmung; Strahldichte und Strahlungsquelle sind gleich stark, wie im Inneren
der Sonne. Man spricht dabei vom Strahlungsgleichgewicht.

m L) < Jx: Das Integral ist negativ, Q dementsprechend auch, das Medium wird
abgekiihlt. Das ist vorwiegend der Fall bei der terrestrischen Strahlung; diese kiihlt

die Atmosphére ab, weil sie auf diese Weise Energie nach aufen abgibt.
Die Auswertung des Integrals (1.84) ldsst sich in folgende Schritte gliedern:

Richtung des Raumwinkelelementes festlegen, aus dem die Strahlung kommt.
Strahlungsquelle J festlegen. Wo sind Quellen und Senken?
Die Integration iiber alle Raumrichtungen w ausfithren.

Die gesamte Prozedur fiir alle Wellenldngen A wiederholen. Wegen der extrem star-
ken Wellenldngenabhéngigkeit von Jy und k liegt hier der Hauptaufwand bei der
Strahlungsmodellierung.

m Uber alle Absorber bzw. Emitter summieren (beachte, dass p die Dichte des einzel-
nen Absorbers ist).

Wenn es nur um die Strahlungsheizung geht, geniigt die Auswertung des Integrals
(1.84), bei dem der optische Weg nicht auftaucht. Fiir viele Zwecke braucht man jedoch
das vollstédndige Profil der Strahldichte, und dann muss man zur Definition (1.19) des
Flussdichtevektors zuriick. Die dann notwendige Losung der Strahlungsiibertragungs-
gleichung erfordert zusétzlich die Berechnung des optischen Weges.
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In diesem Kapitel werden die einfachsten in Abschnitt 1.4.6 gezeigten Schritte fiir
die terrestrische Strahlung ausgefiihrt. Das Ziel ist es, Ausdriicke fiir die aufwérts
und die abwarts gerichteten Strahlungsflussdichten zu finden. Dazu nehmen wir die
Erdatmosphére als planparallel an.

2.1 Die planparallele Atmosphare

Wir nehmen vereinfachend an, dass die Erde in horizontaler Richtung unendlich aus-
gedehnt sei. Dieses Modell ist fiir kleine Abschnitte zuléssig. Beispielsweise spielt die
Kriimmung bei der Fliche von Osterreich kaum eine Rolle. Ferner nehmen wir an, dass
die Strahldichte in azimutaler Richtung « isotrop ist. Ly héngt dann nur vom Zenit-
winkel ¢ ab, aber nicht vom Azimutwinkel o. Das ist fiir diffuse Strahlung (solar und
terrestrisch) auf nicht allzu kleiner rdumlicher und zeitlicher Skala eine gute Naherung
und erfasst daher praktisch alle meteorologisch wichtigen Strahlungskomponenten mit
Ausnahme der direkten Sonnenstrahlung.

Die Annahme der Isotropie in azimutaler Richtung bedeutet, dass der Vektor der
Strahlungsflussdichte nur eine vertikale Komponente hat. Bei der Strahldichte betrach-
ten wir zwei Komponenten: eine nach oben gerichtete LI\ und eine nach unten gerichtete
Lﬁ; beide hiangen von ¥ ab, jedoch nicht von « (anschaulich: Ein nach unten rechts
gerichteter Strahl unterscheidet sich in dieser Hinsicht nicht von einem nach unten
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z
A
o
@ Aufpunkt
{ Abb. 2.1 Von unten nach oben bzw. von
L. oben nach unten gerichtete Strahldichten
an einem Aufpunkt. Beide Strahldichten
| Oberflache sind positive GroRen.

links fallenden Strahl). In analoger Weise teilt man den Vektor der Flussdichte in zwei
Anteile:

F),=F{+F] (2.1)

Der erste ergibt sich durch Integration der aus dem oberen Halbraum (OHR) kom-
menden Strahldichten, der zweite entsprechend aus den Strahldichten aus dem unteren
Halbraum (UHR).

Fiir die weiteren Betrachtungen miissen zusétzliche Konventionen festgelegt werden,
welche die Randbedingungen und die Vorzeichen betreffen:

Konvention 1

Der Fluss, der auf die durch n festgelegte Empfangerfliche auftrifft, hat eine von oben
und eine von unten kommende Komponente: F'y = F)\n mit F) = Fi’ + F; und
Fi:nFi sowie FJ:nFI\

z

Empféangerflache
A
\n Abb. 2.2 Richtung des Normalvektors der
Empfangerflache.

Fiir die Integrale iiber die beiden Halbraume ergibt sich

Fy = / Lin-edw (2.2)
OHR

F)T = LG-edw (2.3)
UHR

Die moglichen Zenitwinkel ¢ sind fiir den OHR: 0 < ¢ < 7/2 und fiir den UHR:
w/2 < ¥ < w. Der Winkel ¢ wird von der Vertikalen aus gemessen. Damit gilt:

e-n=cos?=p (2.4)
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do

Abb. 2.3 Zusammenhang zwischen den Einheitsvektoren und dem Zenitwinkel beim OHR
(links) und beim UHR (rechts).

Dies entspricht der Projektion des Einheitsvektors e (der die Richtung der Strahldichte
festlegt) auf den Flachenvektor n. Der eigentlich in e enthaltene abwérts oder aufwérts
zeigende Pfeil duflert sich im Vorzeichen von pu. Kommt die Strahlung aus OHR, so ist

u positiv, aus UHR hingegen negativ.

m Oberer Halbraum (OHR): 0<9<7/2 — 0<u<1 — Fy>0

m Unterer Halbraum (UHR): 7/2 <9 <7 — —1<pu<0 — F| <0

Wegen des Zusammenhangs (2.4) verwendet man in der Strahlungstheorie statt
durchgehend den Parameter p. Die vorstehenden Konventionen haben zur Folge, dass
Fi nur positiv sein kann und F; nur negativ. Dadurch ist F\ = Fi + F; automatisch

die vorzeichenrichtige Vertikalkomponente des Vektors F') (positiv nach unten).1

Konvention 2

Man nimmt einen Spezialstrahl an, der parallel zur z-Achse nach unten verlduft, also
unter einem Winkel ¥ = 0 einfillt. Dieser wird reprisentiert durch die optische Tiefe
X, die in Analogie zu Gleichung (1.70) wie folgt eingefithrt wird:

dx = —kpdz (2.5)

Das Vorzeichen erklért sich aus den entgegengesetzten Richtungen von y und z. Inte-
gration von (2.5) fiihrt zu

IManche Autoren bevorzugen eine Konvention, bei der beide Anteile von Fy fiir sich positiv
gerechnet werden; das fiithrt zur Schreibweise F\ = F' i - F ;\F und erfordert eine Umdefinition von

T
Fl.
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2=z

X0 2) = x(A, 00) = — / K\ p(=') d' (2.6)

Die optische Tiefe am oberen Rand der Atmosphére ist null. Damit ergibt sich

z'=c0

X2 =k [ p)a (2.7)

2=z

Die Grofe x ist eine in der Strahlungstheorie vielfach verwendete Vertikalkoordinate.
Die Argumentliste (A, z) wird gewohnlich weggelassen.

Konvention 3

Der Wegzuwachs in Richtung des Strahls ist ds. Der Zusammenhang zwischen ds und
dz folgt aus der Beziehung

dz = —pds (2.8)
Zur Erlauterung des Vorzeichens siehe Abb. 2.4.

Abb. 2.4 Zum Vorzeichen in Gleichung
(2.8). Kommt der Strahl aus dem oberen
Halbraum, so ist die vertikale Komponente
des geometrischen Weges s zu z gegen-
ldufig; dabei ist ¢ = cos® positiv, womit
das negative Vorzeichen in Gleichung (2.8)
gerechtfertigt ist. Kommt der Strahl aus
dem unteren Halbraum, so ist die vertikale
Komponente des optischen Weges die
positive z-Richtung. Da aber p im unteren
Halbraum negativ ist, bendtigt man das
negative Vorzeichen, um das vom Cosinus
herriihrende Vorzeichen auszugleichen.

dx

Konvention 4

Der Zusammenhang zwischen dem optischen Weg 7 in der allgemeinen Richtung e
und der optischen Tiefe ergibt sich durch Einsetzen von Gleichung (2.8) in (2.5) unter
Beachtung von (1.70). Das liefert die allgemeine Beziehung

—_

dr=-4d 2.9
T (2.9)
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Dadurch wird fiir jeden Zenitwinkel, reprasentiert durch seinen Cosinus u, das Diffe-
renzial des optischen Weges auf dasjenige der optischen Tiefe reduziert — eine entschei-
dende Vereinfachung im Modell der planparallelen Atmosphére.

Konvention 5

Zur Definition der Randbedingungen fiir die spektralen Strahldichten verwenden wir
fiir den Augenblick die umsténdliche Argumentliste (A, x, p1):

z X Strahldichte
z=00 | x=0 Lﬁ(A,O,,u):O
z=zs5 | X=xs | LX(A xs: 1) = BA\T)

An der oberen Grenze ist die abwartige Strahldichte gleich null, weil aus dem Weltraum
keine terrestrische Strahlung kommt, und zwar unabhéngig von p. Von der Erdober-
flache, d. h. der Untergrenze (Index s), geht isotrope Strahlung aus; daher existiert fiir
die aufwirtige Strahldichte ebenfalls keine Winkelabhéngigkeit, und p erscheint nicht
in der Argumentliste von Bj.

Damit sind die Randbedingungen fiir die Integration der Strahlungsiibertragungs-
gleichung festgelegt; wir wissen ja, dass die SUG eine Differenzialgleichung 1. Ordnung
ist.

Konvention 6

Die allgemeine SUG (1.72) zusammen mit Gleichung (2.9) liefert jetzt zwei Strahlungs-
iibertragungsgleichungen, je nach der Richtung der Strahldichte:

drLt drt
2= “dxk = Jx - L} (2.10)
dLy _ pdL} _ 4 4

Fiir die Quellfunktion wird in der Theorie der terrestrischen Strahlung im einfachsten
Fall nur Emission geméf der Planckschen Formel (1.50) beriicksichtigt, Streuung wird
vernachléssigt. Das bedeutet: Ji = JI = B.
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2.2 Berechnung des optischen Weges

Nun berechnen wir die optischen Wege 7 in beiden Richtungen. Durch beidseitige
Integration von (2.9) erhalten wir die Losung, die jedoch wegen der Randbedingungen
von der Richtung des Strahls abhéngig ist.

Oberer Halbraum mit dem abwartigen Strahl

Die Integration vom oberen Rand der Atmosphére (mit xo) bis zum Aufpunkt (mit y)

liefert

1
#—ﬁ:;u—m> (2.12)

Mit 79 = 0 und xo = 0 wird daraus

=X (2.13)

Unterer Halbraum mit dem aufwértigen Strahl

Hier wird von der Erdoberfliche (mit xg) bis zum Aufpunkt (mit x) integriert:
ot 1
SR 21

Mit 79 = 0 erhalten wir

= XX (2.15)

Hier sind Z&ahler und Nenner beide negativ, d. h. 7T ist positiv.

2.3 Berechnung der Strahldichte

Die allgemeine, von der Strahlrichtung unabhéngige Losung ist durch Gleichung (1.79)
gegeben. Wir setzen nun die Randbedingungen fiir die beiden Strahlungsrichtungen

em:

Abwirts gerichtete Strahldichte

Nach Konvention 5 ist LJ)’\ (x = 0) = 0. Gleichung (1.79) liefert also
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’

X =X
(v dy’
R (2.16)

x'=0

Die aus dem OHR am Aufpunkt ankommende, wellenldngen- und richtungsabhéngige
Strahldichte setzt sich aus den — von allen Quellen entlang des optischen Weges aus-
gehenden und entsprechend ihren (optischen) Abstéinden (x — x’')/p vom Aufpunkt x
geschwiichten — Strahldichten B (') zusammen.

Oberrand der Atmosphare

1=0
OHR Abb. 2.5 Veranschaulichung der Parame-
ter x, X’ und xs. Bei x’ handelt es sich
Ly=y —_Aufounkt um die Integrationsvariable der optischen
Tiefe (parallel zur z-Achse), x ist die
. UHR optische Tiefe am Aufpunkt bzw. an der
X=As . . . . .
Empfangerflache, und x s ist die optische
Erdoberflache . .
Tiefe an der Erdoberflache.

Aufwirts gerichtete Strahldichte

Die Integration iiber den UHR liefert:

X' =X , /
LT\()\aXaM) — o (x=xs)/p BA(Ts) — / e~ (Xx=x)/n BA(X/) dl

X'=x

(2.17)

Die am Aufpunkt von unten ankommende Strahldichte setzt sich aus der mit der Strah-
lungstemperatur verkniipften und durch den optischen Abstand zwischen Boden und
Aufpunkt geschwéchten Strahldichte By (Ts) sowie den entlang des optischen Weges
aufintegrierten, durch Emission verursachten und geméf den einzelnen optischen Ab-
stinden geschwiichten Strahldichten By(x’) zusammen.

2.4 Berechnung des Flusses

Wir verfiigen nun iiber die Beziehungen fiir die Strahldichten. Einsetzen in die Formeln
fiir die spektralen Strahlungsflussdichten F' und F* liefert die nachfolgend aufgefiihr-
ten Gleichungen.

Abwirts gerichtete Strahlungsflussdichte

Fiir die abwérts gerichtete Strahlungsflussdichte erhdlt man mit Hilfe der Gleichung
(2.3):
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36
(2.18)

Ff = / LY pdw
OHR

Einsetzen der Beziehung fiir den Raumwinkel dw = —du da liefert fiir die Strahlungs-

flussdichte:
(2.19)

n=0
F}J\':727T / Lf\ud,u
p=1

Durch Einsetzen von Gleichung (2.16) und Umkehrung der Integrationsrichtung erhalt

man
(2.20)

p=1 [ x'=x N
Fi:Zﬂ’/ /e—<x—x'>/uBA(X/)7x du
x'=0

=0

Wegen der Isotropie kann die Quelle By vor das Integral iiber du gezogen werden:
(2.21)

X' =x p=1
e*(X*X')/M dp dXI
0

Fy=2r / Bi(x))
o

x'=0

=f(x—x")

Aufwirts gerichtete Strahlungsflussdichte
Analog zu Gleichung (2.18) gilt fiir die aufwérts gerichtete Strahlungsflussdichte:
p=-1
(2.22)

F)T:/LT\udw:fQﬂ' / L;udu
pn=0

UHR

Einsetzen von (2.17) in (2.22) liefert
(2.23)

x'=x
pdp

-1

!
F)T — _on / e~ (X—xs) /1 BA(Ts) + e~ (x=x")/n B/\(X/) d7X
0 X' =Xs

Auflésen der Klammern und Vertauschen der Integrationsreihenfolge fiihrt zu:
- XX -t
Ba(x) / e X1 dpdy (2.24)

Fl = —27 B\(T) /e*X*Xb)/“ pdp — 2m
0 X'=Xs 0
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Um als obere Integrationsgrenze ebenfalls ; = 1 statt 4 = —1 zu erhalten, kann man
eine Variablentransformation von p nach —p durchfithren. Um das negative Vorzeichen
im Exponenten behalten zu kénnen, wird die Reihenfolge von x und xs bzw. von x
und x’ vertauscht:

[

1 X'=Xs 1
F)T = —27 B\ (T%) /ef(X'fX)/“,udp —2m / BA(X')/ef(XLX)/“ du dx’ (2.25)
0 0

X'=x

|
=f(xs—x) =f(x'—x)

Gesamte Strahlungsflussdichte

Die Summe der Ergebnisse (2.21) und (2.25) liefert den gesamten Fluss, der auf die
horizontale Fliache im Niveau des Aufpunkts z in der Atmosphére auftrifft:

F=F}+F] (2.26)

Dabei ist Fi positiv, und F; ist negativ. Zu beachten ist, dass p auch in (2.25) jetzt
nur noch positive Werte annimmt, d. h. die obige Konvention 1 ist hinfallig geworden.
F i ist kein Vektor, sondern die Projektion des Vektors F' auf den Normalvektor n der
Empféngerflache.

Die in den Gleichungen (2.21) und (2.25) unterklammerten Terme werden als Expo-
nentialintegrale bezeichnet.

2.5 Mathematischer Exkurs: Das
Exponentialintegral

Das Exponentialintegral ist definiert als

En(z) = /too <y (2.27)

T

Diese Funktion leiten wir nach x ab:

® —x-t ® —x-t ® —x-t

dEy, () :/Oe /0x df — _/e g — _/e dt = —B, . (2.28)
dx tm tm tn—1

1 1

1

Das ist eine Rekursionsgleichung.
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Exponentialintegrale

09 v

_ E, - E
08l % L Ex)
4 \ -- Ex)=T()2
o7f K — E,(x
~E E
sk n2 \ — exp(-5x/3)/2

Abb. 2.6 Die Exponentialintegrale als
Funktionen von z. Fiir E5 sind zwei
Kurven eingezeichnet, die einander durch-
dringen. Die eine ist F3(z) = T(x)/2,
die andere entspricht der (5/3)-N&herung;
beide kdnnen fiir praktische Zwecke als
gleich angesehen werden.

2.6 Das Konzept der Transmissionsfunktion

Unser nichstes Ziel ist es, die Integrale iiber die Einfallswinkel der einzelnen Strahlen
mit Hilfe der Exponentialintegrale (2.27) auszudriicken. Dazu wird unter Beachtung
der Rekursionsvorschrift (2.28) die Transmissionsfunktion definiert:
. dT
T(z) =2E3(x) mit P —2 Es(x) (2.29)
x
Zuerst zeigen wir, dass die unterklammerten Ausdriicke in den Gleichungen (2.21) und
(2.25) Exponentialintegralen der Form (2.27) entsprechen. Durch die Substitution

1
p=y = dp = —% (2.30)
erhélt man
1 1
, e~ (X=Xt
fu—xﬂ=/€““”%m=—/—j;—dtz%@—%) (231)
0 oo

Mit derselben Substitution kann auch das unterklammerte Integral von Gleichung
(2.25) auf ein Exponentialintegral zuriickgefiithrt werden:

: e—(x )t q i e~ (Xs=x)t
foe—0=- [ = [ =B -0 232)

1

Mit x ist immer der Aufpunkt gemeint. Je nachdem, ob man den OHR oder den UHR
betrachtet, ist x — x’ positiv bzw. negativ.

Nun berechnen wir unter Verwendung der Transmissionsfunktion die nach oben und
die nach unten gerichteten Strahlungsflussdichten.
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m Abwirtiger Fluss: Mithilfe einer Umformung sowie mit Gleichung (2.21) ergibt
sich fiir die nach unten gerichtete Strahlungsflussdichte

FX(x) = / T BA(X) 2 E2 (x — x) dX' (2.33)

/

x'=0
Mit der Rekursionsformel (2.29) kann eine weitere Umformung erfolgen:

Fy(x) = — / ™ B(x') 7d(§;X__X>f))d/

x'=0

(2.34)

Im Nenner wird y mit x’ vertauscht und das dadurch auftretende negative Vorzei-
chen nach vorn herausgezogen:

Fi(x) = / 7 Ba(x')

’

x'=0

dT(X - Xl) ’
— == dy 2.35

d(x’ = x) (2.35)
Nach dem Kiirzen von d(x’—x) gegen dx’ sowie unter Verwendung der Transmission
als neuer Vertikalkoordinate T (x — x') mit den Grenzen T (x — 0) = T (x) und
T(x — x) = T(0) =1 erhdlt man schlieflich

T=1
Fr o = / 7 BA(T)dT (2.36)
T=T(x)
m Aufwirtiger Fluss: Ausgehend von der Darstellung der aufwérts gerichteten

Strahlungsflussdichte in Gleichung (2.25) ergibt sich durch Einsetzen der Trans-
missionsfunktion:

’

Fl(x) = —7 BA(Ts) T(xs — X) + / 7 Bx(x)

X'=x

dT (X' = x) .
e dy (2.37)

Nach dem Kiirzen von d(x’ — x) gegen dx’ und unter Anpassung der Integrations-
grenzen erhdlt man

T=1
F{(x) = —7 Bx(Ts) T(xs — x) — / TBA(T)AT (238
T=T(xs—x)

Der erste Term riihrt von der strahlenden Erdoberfliche her, der zweite von der
strahlenden Atmosphére.
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2.7 Das Konzept der Absorbermasse

Fiir die optische Tiefe hatten wir oben, bei der Konvention 2, gefunden:

’
z =00

x(2) = k() / o) d2/ (2.39)

2=z
Das Integral wird als durchstrahlte Absorbermasse bezeichnet:

z'=c0

w(z) = / pdz (2.40)
Fiir die optische Tiefe ergibt sich damit
XA, 2) = k(A) w(z) (2.41)

Durch Einbringen von (2.41) in die Formeln (2.36) und (2.38) erhdlt man die Trans-
mission als die eigentliche Vertikalkoordinate.

Kritisch ist anzumerken: Die hier angenommene Trennung von k() und p(z) ist in
Wirklichkeit nicht ideal erfiillt. Vielmehr héngt k& von A und von T ab, also von z.

2.8 Die Goodyschen Flussformeln

Die SUG ist eine einfache Gleichung fiir die Strahldichte; jedoch ist die SUG richtungs-
abhéngig. Aber der Strahlungsfluss ist nicht richtungsabhéngig, denn diese Abhéngig-
keit wurde durch die Integration iiber alle betrachteten Richtungen eliminiert. Das
Modell der Goodyschen Flussformeln fiir eine graue Atmosphére im Strahlungsgleich-
gewicht verbindet die Vorziige der einfachen SUG mit der Richtungsunabhingigkeit
des Flusses. Zu ihrer Herleitung verwenden wir das Transmissionskonzept.

Die folgende Tabelle zeigt die Gegeniiberstellung von Strahldichte und Fluss eines
vom Boden nach oben ausgehenden Strahls beziiglich der Extinktion. Vor der Extink-
tion (optische Tiefe xs) sind Strahldichte und Fluss maximal; wie viel davon bis zur
optischen Tiefe x durchgelassen wird, hangt von den jeweiligen Transmissionsfunktio-

nen ab.
vor Extinktion nach Extinktion Transmission
Strahldichte L;(/\, Xs, ) = Bx LI\ (A x, 1) e~ (xxe)/m
= e (x=xa)/u By
Strahlungs- | F} (), xs) = —7 By FI(\x) T(xs — X)
flussdichte =—T(xs —x) ™ Bx
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Bei isotroper Strahlung besteht vor der Extinktion zwischen Fluss und Strahldichte
ein einfacher Zusammenhang, der bei der Transmission jedoch nicht auf den ersten
Blick erkennbar ist (siehe Tabelle).

Wir vergleichen nun beide Transmissionsfunktionen. Unter einem speziellen Ein-
fallswinkel mit dem Cosinus po sind die Transmissionen gleich. Wir suchen also ein
ausgezeichnetes po, das folgende Bedingung erfiillt:

e /M0 = T () (2.42)

Hier haben wir das Argument ys — x durch x ersetzt. (2.42) ergibt

xT

1o = g T/ @) (243)

Fiir unterschiedliche x berechnen wir nun pg. Bis auf die Randbereiche von 7T (x) ergibt
sich ein Wert von o = 3/5, was einem Winkel von ¢ = 53° entspricht. Dabei tun wir so,
als wiirden alle Strahlen bzw. der gesamte Fluss aus einer einzelnen Richtung, ndmlich
unter dem Zenitwinkel von 9 = 53° kommen. Das kann man auch als Mittelwert einer
grauen Atmosphére mit der optischen Tiefe xys = 1 interpretieren, was ungefihr der
optischen Tiefe der Erdatmosphére entspricht. Bei anderen Planeten wiirde man zu
anderen Einfallswinkeln gelangen.

Wir verwenden jetzt die Strahlungsiibertragungsgleichungen geméf Konvention 6.
Nach Durchmultiplikation mit 27 integrieren wir die erste iiber den OHR, die zweite

iiber den UHR:

pn=1
LJ'
o / (u Lok _ Lﬁ) pdp (2.44)
ox
n=0
pn=0
LT
o / <u‘w = By — L§> dp (2.45)
ox
p=—1

Nach Ausfithrung der Integration ist die u-Abhéngigkeit entfernt, und die partiellen
Ableitungen ersetzen wir durch die gew6hnliche Ableitung nach x:

p=1

/ Yoo p) dp | = 7By — FY (2.46)
pn=0
d
Ix (2m / WP LY(x,p) dp | = —7Bx — FJ (2.47)
p=-—1

Der in (2.46) eingeklammerte Ausdruck werde als W} bezeichnet und der in (2.47)
eingeklammerte als WI . Wir setzen nun
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Wy =po-Fy und W) =—po-F| (2.48)

Fiir den Parameter uo findet man den Wert 3/5. Mit der modifizierten optischen Tiefe

* X
= & 2.49
X (249)
ergeben sich die Goodyschen Flussformeln:
dFy dF]
dxi =7mBx—Fy  und ﬁ =By + F) (2.50)

Diese gestatten es, das Vertikalprofil der aufwértigen und der abwéartigen Strahlungs-
flussdichte durch Vertikalintegration zu bestimmen. Im Fall einer grauen Atmosphére
hat man zusidtzlich iiber die Wellenldngen zu integrieren, was einfach dadurch ge-
schieht, dass man den Index \ weglésst.
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Nach den Ausfiihrungen zur terrestrischen Strahlung folgt hier eine kurze Betrachtung
der solaren Strahlung; dabei beschréanken wir uns auf die Verallgemeinerung der Quell-
funktion. Im Gegensatz zur terrestrischen Strahlung emittiert die Luft keine solare
Strahlung, sondern diese wird nur absorbiert und dariiber hinaus gestreut. Die Ver-
einfachung der Strahlungsiibertragungsgleichung durch den Fortfall der thermischen
Emission im solaren Spektralbereich wird durch die zuséatzlich auftretende Streuung
wieder wettgemacht.

3.1 Die SUG mit Streuung

Die differenzielle Strahlungsiibertragungsgleichung ist wie vorher durch (1.72) gegeben:
dLy = (Jx — Lx)dr mit dr = kp;ds (3.1)

Die SUG gilt am Aufpunkt (fixiert durch den Ortsvektor =, der in den Gleichungen
hier nicht explizit vorkommt). Von dort aus bildet man die Richtung der Strahlung,
vertreten durch den Einheitsvektor e, der zu r hinzeigt, und s ist der Weg lings e,
also s = se. Die Dichte des i-ten Absorbers ist p;; sie hdngt nur von s ab. Dagegen
héngen 7, k, Ly und Jy von A und von s ab.

Thermische Emission (reprasentiert durch die Quellfunktion Jy) von solarer Strah-
lung gibt es bei terrestrischen Temperaturen nicht, wohl aber Streuprozesse. Absorption
und Streuung werden durch den Extinktionskoeffizienten représentiert:

k= k" +k° (3.2)



44 3 Solare Strahlung

Der erste Summand ist der Absorptionskoeffizient, der zweite der Streukoeffizient (auch:
Absorptions- und Streu- Querschnitt).

Streuprozesse wirken sich aber nicht nur im Streuquerschnitt, sondern auch in der
Quellfunktion aus. Dazu schreiben wir die kombinierten Gleichungen (3.1), (3.2) in
folgender Form:

dL)\ _ J)\kk + Jkkk dr — kak + L)xkk dr (33)
—— —— ~—— ——
J3 J3 LS L3

Nun besteht aber ein grundséatzlicher Unterschied zwischen den Jy und den Ly. In
den L) ist die Beschreibung des Absorptions- und Streuprozesses vollstdndig in den
Quotienten £%/k und k®/k enthalten und wirkt sich nicht auf die spektrale Strahldichte
L) aus, die man daher auch ausklammern und als Faktor nach vorn ziehen kann. Die
Zerlegung von Ly in die Summanden L$ und L3 wére sowieso nicht sachgerecht und
hat hier nur formale Bedeutung — die Strahldichte L) ist schlieflich eine Zustandsgréfle
des Strahlungsfeldes und kann nicht willkiirlich in Teile zerlegt werden.

Bei den Quellgréfien Jy dagegen beschreiben die beiden Summanden in der Tat
verschiedene Erzeugungsprozesse: J5 steht fiir die Emission (man beachte die implizit
sichtbare Auswirkung des Kirchhoffschen Gesetzes) und J3 fiir die Streuung. Hier
lassen sich insbesondere in der Quellfunktion fiir die Streuung die Behandlung von Jy
und die von k° nicht voneinander trennen.

3.2 Die Phasenfunktion

Den Begriff der Phasenfunktion fiilhren wir fiir den einfachsten Fall reiner Streuung
ein, d. h. es ist k = k° und k* = 0. Das bedeutet: J{ =0, L§ =0, L5 = Ly. Die SUG
lautet also:

dLy = Jydr — Lydr (3.4)

Bei dem idealisierten Prozess reiner Einfachstreuung wird Strahlung aus der Richtung
€’ in die Richtung e gestreut, ohne dass sich der Betrag der aus €’ einfallenden Strahl-
dichte Ly(e’) éndert; dw’(e’) ist das zugehdrige Raumwinkelelement (vgl. Abb. 3.1).
Dann ist der Beitrag dieses Prozesses zur streubedingten Strahlungsquelle in Richtung
e gegeben durch
d / !
dJs(e) = P(e',e) Lx(e) # (3.5)
7I

Die Phasenfunktion P(e’,e) gibt die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Richtungswechsel
an. Der Faktor 47 erfiillt den Zweck der Normierung. P(e’, ) ist eine Funktion zweier



3.3 Rayleigh-Streuung 45

Einheitsvektoren, selbst aber ein Skalar. Integriert man beide Seiten, so erhalt man
fiir die Strahlungsquelle

Abb. 3.1 Der Prozess der Streuung bei
solarer Strahlung. Wird ein Molekiil der
Luft von einem Photon getroffen, so kann
dieses in seiner Richtung abgelenkt wer-
den, ohne absorbiert und wieder emittiert
zu werden. Je nach Einfallsrichtung €’
sind die Wahrscheinlichkeiten fiir eine
Streurichtung e unterschiedlich. Diese
Information wird in der Phasenfunktion
P(€',e) zusammengefasst.

dw'(€’)
4

4
Jx(e) = / P(e',e) Ly(e") (3.6)
w’=0

Wenn die Strahldichte isotrop ist, also Ly(e’) = Ly gilt, so vereinfacht sich (3.6) zu:

Ji(e) = In - / P(e,e) dw'(e)) = L (3.7)

w’=0

Dieses simple Resultat ergibt sich aus dem Umstand, dass das Integral der Streuwahr-
scheinlichkeit iiber den gesamten Raumwinkel den Wert 1 haben muss. Im Fall rein
isotroper Einfachstreuung degeneriert also die allgemeine Formel (3.6) zu (3.7), und
die Quelle der SUG ist gleich der Strahldichte selbst. In Gleichung (3.4) verschwindet
in diesem Fall die rechte Seite identisch, d. h. es ist L) = const., was erwartungsgemaf
Strahlungsgleichgewicht bedeutet.

Wenn die Extinktion aufier durch Streuung auch durch Absorption beeinflusst wird,
so ist die Normierung der Phasenfunktion offenbar nicht mehr moglich. Die verallge-
meinerte Behandlung des Streuproblems unter Bertiicksichtigung auch der nicht streu-
bedingten Emission sowie der Mehrfachstreuung iiberschreitet den Rahmen dieser ein-
fiihrenden Darstellung.

3.3 Rayleigh-Streuung

Die Ursache der Streuung im Fall solarer Strahlung wird in der Theorie der Rayleigh-
Streuung behandelt. Dabei werden die Luftmolekiile als Dipole betrachtet, die von der
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solaren Strahlung zu erzwungenen Schwingungen angeregt werden und nun ihrerseits,
mit der gleichen Frequenz, Strahlung aussenden. Dies ist ein grundsétzlich anderer Pro-
zess als die Plancksche Strahlung. Der wichtigste Punkt dabei ist der Umstand, dass
die Intensitat der Anregung dieser erzwungenen Schwingungen von der vierten Potenz
der Wellenlange abhéngt, was unter anderem die Farbe des Himmelslichts erklart. Die
Berechnung der Streuwahrscheinlichkeit wird stark vereinfacht durch die Unabhéngig-
keit des Streuvorganges nur vom Einfallswinkel, nicht dagegen vom Azimutwinkel.

3.4 Mikroprozesse

Die Strahlungsiibertragungsgleichung ist eine pauschale makroskopische Betrachtung
des Strahlungsproblems. Die zugehdrige mikroskopische Komponente behandelt die
eigentliche Ursache von Absorption und Streuung sowie die Frage der Wellenlédngen-
abhéngigkeit. Das wird fiir die Molekiilstreuung der solaren Strahlung durch die Ray-
leigh- Theorie geleistet und fiir das allgemeine Streuproblem (einschliefilich der Aero-
solstreuung) durch die Mie-Theorie; die Rayleigh-Theorie ist ein Spezialfall der elek-
trodynamischen Mie-Theorie.

Die quantenmechanische Analyse der Extinktion umfasst die Theorie des Absorpti-
onsquerschnitts k% und des Streuquerschnitts k° sowie allgemein der Bandenabsorp-
tion. Dabei spielt die Zusammensetzung der Atmosphére aus ihren gasformigen Be-
standteilen eine zentrale Rolle. Mit diesen Bemerkungen miissen wir uns hier begniigen.
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4.1 Fernerkundung

Die Strahlungstheorie ist die Grundlage der modernen Fernerkundung durch die erd-
nahen Satelliten. Der grundsétzliche Ansatz besteht in der Umkehrung des Problems
der SUG: In der SUG nimmt man die Zustandsgréfen der Atmosphire (Druck, Tem-
peratur, Konzentrationen der Partialgase als Funktion der Hohe) als gegeben an und
berechnet daraus Strahldichtefeld und Strahlungsflussdichte. Bei der Fernerkundung
dagegen beobachtet man, wie in der Astronomie, die aus dem Medium kommende wel-
lenldngenabhéngige Strahlung und berechnet riickwarts, durch Entfaltung der Strah-
lungsiibertragungsgleichung, das Feld der Zustandsgrofien.

4.2 Das strahlungskonvektive Gleichgewicht der
Atmosphire

Im Energiehaushalt der globalen Atmosphére (Abb. 4.1) wirken Gesamtstrahlungsbi-
lanz RAD und Konvektionsfluss CON zusammen. Im weltweiten Klimamittel ist in
jedem Niveau RAD 4+ CON = 0.

Die solare Strahlung RADg, von der Sonne konvergiert in der Erdatmosphére. Am
oberen Rand der Atmosphére kommen 342 W/m? an, von denen 107 W/m? vom Erd-
system reflektiert werden; d.h. die Zufuhr von solarer Strahlung betragt 235 W/m2.
Wegen der Absorption gelangen nur 168 VV/m2 bis zum Boden.

Die terrestrische Strahlung RAD:terr von der Erdoberflache divergiert in der Erd-
atmosphére. Von der Erdoberfliche werden 390 VV/m2 abgestrahlt; jedoch werden
324 W/m? iiber den Treibhauseffekt wieder der Erdoberfliiche zugefiihrt. Die Erd-
oberfliiche gibt also netto nur 66 W/m? an terrestrischer Strahlung nach oben in die
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Abb. 4.1 Halbquantitative Bilanz der global gemittelten vertikalen Energiefliisse (positiv nach
unten). Solare (RADs,1) und terrestrische Strahlung (RADyer:) addieren sich zur Nettostrah-
lung RAD = RADgo) + RADqerr. Der konvektive Energiefluss CON balanciert RAD. Zahlen-
werte an der Ober- und der Untergrenze der Atmosphire (dicke Punkte) beobachtet. Dazwischen
wurde linear interpoliert, was eine grobe Idealisierung darstellt (vor allem in der Stratosphire),
im Mittel aber richtig ist.

Atmosphéare ab. Auf dem Weg nach oben erhoht sich die Flussdichte der terrestrischen
Strahlung, bewirkt durch Emission (und Re-Absorption); durch den oberen Rand der
Atmosphére verlassen 235 W/ m? an terrestrischer Strahlung das Erdsystem.

Die Gesamtstrahlungsbilanz RAD = RADgo + RADzerr ist also null am oberen
Rand der Atmosphire und 102 W/m? an der Erdoberfliiche; diesen Energiefluss kann
die Erdoberfliche nicht mehr durch Strahlung loswerden. Hier setzt der materiebe-
dingte Fluss CON = LH + SH von latenter und von fiihlbarer Wéarme ein. An der
Erdoberfliche (LH = 78 W/m?, SH = 24 W/m?) ist er rein molekular und balan-
ciert RAD. In der planetaren Grenzschicht wird er turbulent und geht in der freien
Atmosphére in Konvektion iiber. CON f{allt bis zum oberen Rand der Atmosphére auf
null ab.

Dieses in Abb. 4.1 skizzierte Strahlungsgleichgewicht der globalen Atmosphére wird
in jeder lokalen atmosphérischen Sdule im Klimasystem durch horizontale Energiefliisse
modifiziert. Dieser Gesichtspunkt wird im Teil VII {iber die globalen Haushalte wieder
aufgegriffen.
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Kurz und klar

Die wichtigsten Formeln der Thermodynamik

Zustandsgréfen: extensive: E,V, M, M™",... intensive: e,c, p,T,p,...

Gasgleichung;: p=RpT oder pa=RT
Spezifische Feuchte: q=pw/p
Virtuelle Temperatur: Ty =(1406q)T, p=RLpTy
Geopotenzial: b=gz=902
Hydrostatische Gleichung: dp=—gpdz oder d® = —adp
Relative Feuchte, Taupunkt: f=e/es, es(Tq) = e
Gibbssche Form (extensiv): dE=TdS —pdV 4+ pdM
Gibbssche Form (intensiv): du=Tds —pda
Enthalpie: h=u+pa«a mit dh=Tds+ adp
Chem. Potenzial: pu=h—Ts mit dpu = —sdT' + adp
Spez. Energie und Enthalpie: du = ¢, dT, dh =cp dT

Spezifische Warmekapazititen: cp—Cy =R
" R
Potenzielle Temperatur: eo=T (po) , K= —
p Cp

de T
Entropiedifferenzial, Heizung;: ds =c¢p 5 Q=cp )

a©
dt
Isentropes Temp.-Gefille: Ly =—(0T/0z2)is = g

Cp

Verdampfungsenthalpie: WP —pWV =1 (sD — sw) =1L

Sattigungsdampfdruck: es(T) = es(To) exp {RLD (7{0 — 7{)}
Feuchte Enthalpie: h=c, T+ Lq
Aquivalentpotenzielle Temperatur: ©. =06 exp Lq

cp T
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Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht die hydrostatische Gleichung. Fiir diese muss man
vor allem den Druck und die Konzepte Zustandsgrofe und Zustandsgleichung sowie
das Geopotenzial kennen. Diese Anordnung ist teilweise Geschmacksache — man kann
die Gasgleichung, statt wie hier in der Hydrostatik, mit dem gleichen Recht in der
elementaren Thermodynamik behandeln, und ebenso das Geopotenzial in den Grund-
lagen der Hydrodynamik. Weil jedoch die hydrostatische Gleichung eine derart zentrale
Stellung in den Geofluidwissenschaften (Meteorologie, Ozeanographie und Geophysik)
einnimmt, wollen wir die grundlegenden Begriffe fiir die Anwendungen in der Meteoro-
logie hier in der Hydrostatik darstellen. Die Stoffe Luft (die Atmosphéare) und Wasser
(den Ozean) wollen wir als Geofluide bezeichnen. Darin kommt zum Ausdruck, dass
wir theoretische Fluidphysik im Hinblick auf geophysikalische Anwendungen treiben
wollen.

Wieso kann man Luft und Wasser gemeinsam behandeln? Der Ozean hat doch eine
Oberflache (eine Unstetigkeitsstelle der Dichte). Die gasformige Atmosphére dagegen
hat keine, vor allem keine scharfe Grenze zum Weltraum hin. Erstaunlicherweise ist
dieser Unterschied in den theoretischen Gleichungen am Ende ziemlich untergeordnet.
Das wichtigste dynamische Modell, das im Teil IV dieses Buches behandelt wird, ist das
barotrope; die dreidimensionale Atmosphére wird mit der Barotropieannahme auf die
horizontale Dimension reduziert und damit durch das so genannte Flachwassermodell
darstellbar. So 16st sich das Problem der Gasférmigkeit der Atmosphére und ihrer
nicht existierenden Oberfliche von selbst. Auch Eis (in diesem Buch sonst nicht weiter
behandelt) ist ein Geofluid — man denke an das Fliefien der Gletscher.
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5.1 Zustandsgrol3en

Als Zustandsgrofien werden alle Grofien bezeichnet, die den Zustand eines physikali-
schen Systems quantifizieren; dazu zéhlen:

Name Symbol Einheit
Volumen \% m?

Masse M kg

Energie E J
Teilchenzahl N 1
Stoffmenge M mol
Temperatur T K

Druck D Pa = N/m?
Massendichte p=M/V kg/m?
Teilchenzahldichte n=N/V 1/m3
Spezifisches Volumen | a = V/M m? /kg
Spezifische Energie e=E/M J/kg = m?/s?
Mengendichte p* = M*/V | mol/m?
Molvolumen a* =V/M* | m®/mol

Die Aufzéhlung ist nicht vollstindig, denn es gibt viel mehr Zustandsgrofen. Wie
bringt man Ordnung in diese Sammlung?

5.1.1 Masse, Menge, Teilchenzahl

Wir betrachten zuerst die mengenartigen Grofen in der vorstehenden Tabelle. Sie sind
nicht alle unabhéngig voneinander, und man kann manche ineinander umrechnen.

Die Masse M (Einheit kg) erscheint dem Physiker als die natiirlichste Grofe, um
einen Stoff zu quantifizieren. Fiir den Chemiker dagegen ist die natiirlichste Grofie
die Menge M™ des Stoffes (Einheit mol). Wer hat Recht? Beide. Den Zusammenhang
zwischen den Grofen vermittelt die Molmasse m™ (auch molare Masse oder spezifische
Molmasse, frither als ,Molekulargewicht* bezeichnet):

M=m"M" (5.1)

Fiir jeden Stoff ist m™* eine Konstante, aber fiir verschiedene Stoffe ist sie im allge-
meinen unterschiedlich. Die Molmasse von molekularem Sauerstoff O2 beispielsweise
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betrdgt mg, = 32 kg/kmol. Auf die Frage, warum der Physiker die Masse, der Che-
miker dagegen die Menge bevorzugt, kommen wir gleich zuriick.

Man kann die Menge eines Stoffes statt durch M™ auch durch die Teilchenzahl N
angeben. Den Zusammenhang vermittelt die Molteilchenzahl Na:

N = Np M* (5.2)

Die Groke Na = 6.022 - 10%® mol™!, also die Zahl der Teilchen pro Mol, ist eine fiir
alle Stoffe gleiche Konstante. Darin liegt ihre aufierordentliche Bedeutung. Sie heifst
Avogadro-Konstante (frither Loschmidtsche Zahl).

Ein Quotient, in dessen Nenner das Volumen steht, wird vielfach als Dichte bezeich-
net. Je nach dem Z#hler unterscheidet man die Massendichte p, die Mengendichte p*
und die Teilchenzahldichte n (vgl. auch obige Tabelle):

M . M N

P= p v n= (5.3)

Ein Quotient, in dessen Nenner die Masse oder die Menge steht, wird gewOhnlich als
spezifische Grofe bezeichnet. Beispiele sind das massenspezifische Volumen « und das
mengenspezifische oder molare Volumen o (vgl. auch obige Tabelle):

1 . 1

P P
Man spricht hier auch von bezogenen Grofen. Damit ist gemeint ’geteilt durch’. Z.B.
ist e = E/M die auf die Masse bezogene (oder auch massenspezifische) Energie. e p ist
die auf das Volumen bezogene (oder auch volumenspezifische) Energie.

5.1.2 Der Druck

Der Druck p ist als der Quotient der Kraft F' und der Fliche A Definiert, auf die
sie einwirkt. Dabei wird stillschweigend angenommen, dass F' {iberall auf A senkrecht
steht, so dass gilt:

F g Mn gpugh A
P=7 also p=" £ — j =gpugh (5.5)

Hierin ist (siche Abb. 5.1) My, die Masse des iiberstehenden Quecksilbers, h die
Hohendifferenz der beiden Quecksilbersdulen, A die Querschnittsfliche des Rohres und
pug die Dichte des Quecksilbers.

Fiir die Herleitung des Partialdrucks betrachten wir in Abb. 5.2 einen Wiirfel mit
der Kantenlédnge L. Er enthalte unterschiedliche Molekiile oder Atome (z. B. Stickstoff,
Sauerstoff und Argon), wir betrachten jedoch vorerst nur eine Sorte. Die Gesamtmasse
M einer Teilchensorte ergibt sich aus der Teilchenzahl N und der Masse m eines
einzelnen Molekiils:

M=Nm (5.6)
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Abb. 5.1 Funktionsweise des Quecksilber-

barometers. Der Atmospharendruck p wirkt
[ auf die offene Hilfte des Rohres (links).
pgh l h Der rechte Schenkel ist verschlossen, und

oberhalb des Quecksilbers befindet sich
Vakuum. Die Gewichtskraft der Atmo-
sphare auf das Quecksilber wird durch die
Gewichtskraft der iiberstehenden Quecksil-
bersaule (rechts) ausgeglichen.

Wir fragen nun: Wie viele Teilchen prallen in der Zeitspanne ¢ auf eine der 6 Wiande
des Wiirfels auf? Ein Teilchen mit der Geschwindigkeit v legt wihrend ¢ den Weg vt
zuriick. Wiirden alle Teilchen in die gleiche Richtung fliegen, so wire die Anzahl AN
der Teilchen, die innerhalb ¢ eine Wand erreichen, gegeben durch das Verhéltnis

AN vt

=2 (5.7)

Nun fliegen aber die Teilchen in alle Richtungen. Als einfache Néherung nehmen wir an,
dass nur 6 Richtungen erlaubt sind: Je eine in positive und eine in negative Richtung,
und das fiir jede der 3 Koordinatenrichtungen z,y, 2. Die Anzahl der Teilchen, die
innerhalb der Zeitspanne t eine der Wande des Wiirfels erreichen, ist also mit diesem
schlichten Modell:

1 vt
AN = - — 5.8
6 I (5.8)
/Vz
Vg my Abb. 5.2 Modellvorstellung zum Begriff
A des Partialdrucks mit drei Molekiilsorten
L Ronand (Index ¢, Masse my;, Teilchenzahl N;).
my ! Jede Molekiilsorte habe eine eigene Ge-
L schwindigkeitsverteilung v; in jeder der 6
L Richtungen parallel zu den Wiirfelkanten.

Jedes einzelne Molekiil, das auf die Wand trifft, erteilt ihr den Impulszuwachs:
AP =2muv (5.9)

Der Faktor 2 riihrt daher, dass die Wand einerseits einen Impuls durch den Aufprall
bekommt, andererseits den gleichen Impuls aufgrund der Reflexion an das in Gegen-
richtung wegfliegende Teilchen zuriick gibt. Jede der 6 Wéande erhélt also durch alle
Teilchen in der Zeit t den Gesamtimpulszuwachs oder Kraftstofs (Kraft mal Zeit):

Ft=ANAP (5.10)
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Das eingesetzt in (5.5) ergibt fiir den Druck:

F ANAP
_F_ 11
P=7 1 (5.11)
Eliminieren von AN mithilfe von Gleichung (5.8) liefert
P_lvtN2mv_1 2—Nm—lmfn. (5.12)

“6 L At 3"V "3
Darin ist V = L A das Volumen des Probewiirfels. Formel (5.12) besagt, dass der Druck
unserer Molekiilsorte, abgesehen von v2, nur von der Teilchenzahldichte n abhéngt; er
ist unabhéngig von den erlaubten Geschwindigkeitsrichtungen. Lasst man alle Richtun-
gen zu, also nicht nur die 6 hier betrachteten, so gelangt man zum gleichen Resultat,
wie in der statistischen Physik gezeigt werden kann.

Die quadratische Geschwindigkeitsabhéngigkeit in (5.12) entsteht dadurch, dass so-
wohl AN wie auch AP einen Geschwindigkeitsbeitrag liefern. Der Impuls m v bewegt
sich mit der Geschwindigkeit v fort. Ein Druck kann nur entstehen, wenn die Molekiile
sich bewegen, d. h. wenn Impuls {ibertragen wird.

Wenn mehrere Molekiilsorten mit dem Index 7 vorliegen (Abb. 5.2), so ist der eben
gefundene Druck einer der Partialdriicke p;. Der Gesamtdruck ist die Summe der Par-
tialdriicke. Dies ist die Aussage des Daltonschen Gesetzes:

p:Zm (5.13)

Die Addition der Driicke entspricht der Addition der Krafte.

5.1.3 Die Temperatur

Die dritte elementare Zustandsgrofse nach Dichte und Druck ist die Temperatur. Um
T zu definieren, formulieren wir das Prinzip des thermischen Gleichgewichts: Im ther-
modynamischen Gleichgewicht ist die kinetische Energie m v%/2 der verschiedenen Mo-
lekiilsorten fiir jede Sorte gleich. Durch diese kinetische Energie ist die jeweilige Tem-
peratur T' definiert:

3 1 2
EkT—va

(5.14)
k ist die Boltzmann-Konstante, die uns schon oben bei der Planckschen Strahlungs-
formel begegnet ist.

Hat am Anfang, bevor sich das Gleichgewicht eingestellt hat, eine Teilchensorte
iiberschiissige Energie, so gibt sie diese durch Stofe (Impulsiibertragungen) mit den
langsameren Nachbarn ab. Schwerere Molekiile mit gréoerem m haben eine entspre-
chend geringere Geschwindigkeit, wobei das Produkt m v? gleich bleibt; beispielsweise
sind in Abb. 5.2 die Teilchen des Sauerstoffs wegen der unterschiedlichen Massen lang-
samer als die des Stickstoffs, jedoch schneller als die des Argons.
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5.2 Die Zustandsgleichung idealer Gase

Mit den drei eben ermittelten Zustandsgrofien konnen wir jetzt ein Naturgesetz her-
leiten, das die Grundlage der Physik und der Chemie der Atmosphére ist.

5.2.1 Die universelle Gasgleichung

Eliminieren von m v? mithilfe von (5.14) aus der Gleichung (5.12) ergibt

619

Das ist die Zustandsgleichung des idealen Gases. Multipliziert man beide Seiten mit
V und erweitert im Zihler und Nenner mit Na, so erhilt man die universelle Gasglei-
chung:
N * *
pV=kENT=kNy — T=R" M"T (5.16)
~—~—~— Na
R~~~
M*

Die Grofe k Ny ist die universelle Gaskonstante:

* =831 Jmol ' K (5.17)

Die ideale Gasgleichung gilt besonders gut fiir verdiinnte Gase, beispielsweise fiir Luft
unter allen atmosphérischen Bedingungen. Sie lasst sich aber auch auf verdiinnte Lo-
sungen, z.B. von Salz im Wasser, oder sogar auf das ,Elektronengas* in Metallen
anwenden.

Dividiert man Gleichung (5.16) durch das Volumen, so lautet die universelle Gas-
gleichung, wahlweise mit der Mengendichte p* oder dem Molvolumen o*:

p=R"p"T bzw. pa"=R"T (5.18)

Die obige Herleitung von Gleichung (5.12) fiir p beruht auf folgenden drastischen Ver-
einfachungen der wahren Verhéltnisse: Es gibt nicht nur die drei in Abb. 5.2 skizzierten
Richtungen, in denen sich die Molekiile bewegen kénnen, sondern unendlich viele — alle
dazwischen kommen auch vor. Aufierdem gibt es nicht nur eine Geschwindigkeit v, son-
dern unendlich viele; man muss also iiber v? geeignet mitteln. Und schlieflich gibt es
nicht nur eine Molekiilsorte mit der Masse m, sondern meist mehrere mit verschiedenen
Teilchenmassen; also muss die v?>-Mittelung auch iiber m erstreckt werden.

Diese Vereinfachungen kompensieren sich gegenseitig, wie man in der statistischen
Physik zeigen kann. Die beiden entscheidenden Schritte in unserer vereinfachten Ab-
leitung der Gasgleichung sind: Man muss den Druck als Impulsiibertragung begreifen;
dadurch entsteht der Faktor mv? in Gleichung (5.12). Und man muss die Temperatur
als kinetische Energie der Molekiile begreifen; dadurch entsteht erneut der Faktor m v
in Gleichung (5.14). Wenn man muv? eliminiert, stellt man die Kopplung von p und T
her und erhélt die Gasgleichung.
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5.2.2 Individuelle Gasgleichungen
Mit der oben definierten Molmasse m™ lésst sich die (fiir alle Gase gleiche) universelle

Gaskonstante auch individuell ausdriicken:

R*

m*:

(5.19)

Die individuelle Gaskonstante R ist fiir die einzelnen Gassorten unterschiedlich. Der
oben gefundenen molaren Schreibweise der universellen Gasgleichung wird dadurch die
dquivalente Massen-Schreibweise der individuellen Gasgleichung gegeniibergestellt:

620

Die Umschrift auf die Massen-Schreibweise hat zur Folge, dass der Vorteil der univer-

sellen Gaskonstanten zugunsten einer Vielzahl individueller Gaskonstanten aufgegeben
wird. In der Fluiddynamik ist aber andererseits die massenspezifische Betrachtungs-
weise aus guten Griinden dominierend; da kann man mit mengenspezifischen Grofien
wie p* oder o nichts anfangen. Vereinfacht gesagt: Die Chemiker bevorzugen die uni-
verselle Gasgleichung, die Fluidphysiker aber die individuelle Gasgleichung. Man sollte
in jedem Einzelfall priifen, welche der dquivalenten Formulierungen giinstiger ist.

5.2.3 Gasgemische

Wir betrachten nun Gasgemische und setzen thermodynamisches Gleichgewicht vor-
aus, d. h. alle Komponenten besitzen die gleiche Temperatur 7. In Gasgemischen ge-
horcht jedes Partialgas (Index i) einzeln der Gasgleichung (links universelle, rechts
individuelle Formulierung):

pi=R'p; T pi=Rip; T (5.21)

Die Summation iiber die Einzeldriicke geméfs dem Daltonschen Gesetz entspricht der
Addition iiber alle Dichten:

p=Zpi=ZR*pZ‘T=R*TZpE‘zR*p*T (5.22)

was die mengenspezifische Schreibweise von Gleichung (5.18) reproduziert.
In der massenspezifischen Schreibweise geht das im Prinzip ebenso:

= sz Z RipiT = ZZ ;pz szT RPT (5.23)

%
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wobei R die massengemittelte Gaskonstante und >, pi = p die Gesamtdichte ist, wie
vorher. Der Unterschied zwischen beiden Formulierungen liegt darin, dass in (5.22) die
universelle Gaskonstante R* unverindert bleibt, wihrend in (5.23) die ,,Konstante* R
fiir jede atmosphérische Gaszusammensetzung neu bestimmt werden muss.

5.2.4 Die virtuelle Temperatur

Speziell betrachten wir das Gemisch Luft (Index L) und Wasserdampf (Index W). Fiir
Luft gilt die Gasgleichung, fiir Wasserdampf setzen wir sie in der Meteorologie ebenfalls
voraus (obwohl sie nicht exakt gilt, weil Wasserdampf kein ideales Gas ist)

pr=RLpLT  bzw. pw=RwpwT (5.24)

Die individuellen Gaskonstanten fiir diese beiden Stoffe haben die Werte

J J
Ry, =287 —— d Rw =460 —— 5.25
L s K un W kg K (5.25)

Das Daltonsche Gesetz liefert zusammen mit (5.24):

Ry, pL + Rw pw
pL + pw
R

p= (RL oL + Rw pw) T = (5.26)

R ist die massengewichtete Gaskonstante. Sie lasst sich in die folgende Form bringen:

R R R - R
R~ (BupL + Rupw) + Rw pw LW _ g4 (Rw — Ry) PV (5.27)
P P
AuRerdem fithren wir die spezifische Feuchte ein:
PW PW

= =— 5.28
1 P pPwW + pL ( )

Damit ergibt sich fiir die mittlere Gaskonstante:
R=py (148w B, mit W _BL g (5.29)

RL RL

Der Faktor (1 4 0.6 ) gehort eigentlich zu Ry,. Jedoch hat es sich eingebiirgert, ihn
stattdessen der Temperatur zuzuordnen. Das Ergebnis wird als virtuelle Temperatur
bezeichnet:

|TV = (140.6 q) T| (5.30)

Die ideale Gasgleichung (5.26) nimmt also die folgende, in der Meteorologie gebrauch-

a1

liche Form an:
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Mit dieser etwas kiinstlichen Methode beriicksichtigt man quantitativ den Wasser-
dampfgehalt der Luft. Der einzige, allerdings ausschlaggebende Vorteil besteht darin,
dass man die Massengrofsen statt der Mengengréfien verwenden kann. Man kann auch
weiterhin die Gaskonstante der trockenen Luft verwenden. Der Nachteil ist, dass man
die Einfachheit der universellen Gasgleichung opfert. Bei zusétzlichen Komponenten
(z. B. Kohlendioxid) in der Luft miissen weitere Faktoren zur virtuellen Temperatur
hinzugezogen werden.

Feuchte Luft hat eine geringere Dichte als trockene Luft. Die virtuelle Temperatur
ist diejenige hohere Temperatur, die trockene Luft haben miisste, um dieselbe Dichte
zu haben wie feuchte Luft bei gleichem Druck.

5.3 Zustandsgleichung fiir Fliissigkeiten und
Festkorper

Wenn man fiir einen beliebigen Stoff die Dichte (ohne Beriicksichtigung des Drucks)
als Funktion der Temperatur betrachtet, so kann man diese Abhéngigkeit von den
Referenzgrofen po und Tp als Taylorentwicklung in folgender Form schreiben:

p=po[1—~(T)(T - To) (5.32)

Die Grofe v wird als thermischer Ausdehnungskoeffizient bezeichnet. Fiir die meisten
Stoffe ist v positiv (wichtige Ausnahme: Siifwasser unterhalb von +4 °C). Steigt also
T, so nimmt p ab und umgekehrt.

Der Zusammenhang (5.32) wird gewShnlich auf Fliissigkeiten und Festkorper ange-
wandt. Aber (5.32) gilt natiirlich auch fiir Gase. Im isobaren Spezialfall findet man
mithilfe der Gasgleichung die Formel +(7T") = 1/T.

5.4 Das Geopotenzial

Nach dem Newtonschen Gesetz ist der Vektor F' einer einen Korper beschleunigenden
Kraft gleich dem Produkt aus der Masse M des beschleunigten Korpers und dem Vek-
tor a der Beschleunigung: F' = M -a. Im Fall der Attraktionskraft eines Himmelkorpers
wie der Erde ist F' die Anziehungskraft und a = gy, die Attraktionsbeschleunigung oder
massenspezifische Anziehungskraft.

Diese Kraft F bildet ein konservatives Kraftfeld und ist daher als Gradient eines ska-
laren Potenzials darstellbar. In der Meteorologie bevorzugt man die massenspezifische
Kraft und stellt daher die Attraktionsbeschleunigung als Gradient des massenspezifi-
schen Potenzials ®g dar:

gg = —Vog (5.33)
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Die Grofe &g ist die massenspezifische potenzielle Energie eines Korpers im Gravita-
tionsfeld der Erde. Den Beitrag der Erdrotation haben wir zunéchst nicht betrachtet;
er ist in ®g nicht enthalten. Ferner sei betont, dass eine additive Konstante zu &g
hinzugefiigt werden kann, ohne ihren geophysikalischen Gehalt zu dndern: Die Gréfien
&g und P + P mit beliebiger (aber im gesamten Feld konstanter) Zusatzgrofe ®g
haben also die gleiche geophysikalische Bedeutung. Man sagt, ®g ist nur bis auf eine
(grundsétzlich beliebige) additive Konstante definiert.

Abb. 5.3 Schema der potenziellen Energie
D,|0,| D eines Korpers im Schwerefeld der Erde.
’ Punkte gleicher potenzieller Energie lie-

gen auf einer Aquipotenzialfliche. Im
einfachsten Fall sind es konzentrische
Kugeloberflachen.

Das Potenzial oberhalb der Erdoberflache ist im einfachsten Fall (z. B. bei der als kugel-
formig angenommenen Erde mit iiberall konstanter Dichte, vgl. Abb. 5.3) umgekehrt
proportional zum Abstand r zwischen Probekorper und Erdmittelpunkt:

o = &y — GMg % (5.34)

Hier ist G' die Gravitationskonstante (Zahlenwert 6.67 - 10~ m® s72 kg™'), und Mg
ist die Masse der Erde (Zahlenwert 6-10%* kg) sowie  der Abstand der Masse M vom
Erdmittelpunkt. Fiir den Gradienten der Abstandsfunktion erhdlt man zunéchst

v% - Ly (5.35)

r2

Der Gradient des Abstands r selbst ist ein Einheitsvektor:

r
V=" (5.36)

gp = -G — = (5.37)

Der Vektor r zeigt vom Erdmittelpunkt zum Aufpunkt (dort befindet sich der Pro-

bekorper); g zeigt in die entgegen gesetzte Richtung. Die Formel (5.37) reproduziert

das (massenspezifische) Newtonsche Gravitationsgesetz fiir den Spezialfall der Erdbe-

schleunigung in einfachster Form. Das Ergebnis ist von der Konstanten ®¢ unabhéngig.
Fiir den Betrag der Schwerebeschleunigung kénnen wir schreiben:

_ Mg Mg
9o =G (a4 2)? _Ga2 (1+z/a)?

(5.38)
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Dabei ist a der (als konstant angenommene) Erdradius und z die Hohe iiber der Erd-
oberflache. Mithilfe der Taylorentwicklung

(I1+e)"=1+ne (5.39)
ergibt sich aus Gleichung (5.38) mit n = —2:
ME z
9o~ G2 (1 —2 E) (5.40)

In den Anwendungen der Meteorologie wird gewohnlich der Zusatzterm 2z/a in der
Klammer als klein vernachlassigt. Fiir Hohen unter 30 km ist der so entstehende Fehler
kleiner als 1 %. Der Wert von gg betrigt an der Erdoberfliche 9.81 m/s?.

In dhnlicher Weise, jedoch mit anderem Ergebnis, konnen wir in (5.34) die Funktion

1/r durch @ und z ausdriicken und mittels der Taylorentwicklung (5.39) fir n = —1
umformen:
B = Do — GMp ————— ~ o — GM, l(1—5) (5.41)
B0 Pad+z/a) ®a a ’

Wenn wir nun iiber die beliebige Konstante so verfligen, dass ®9 = GMg/a ist, so folgt
. 1

Prprgz mit G =G Mg — (5.42)
a

Diese Gleichung besagt, dass das Attraktionspotenzial in den begrenzten Hohen, die
fiir die Meteorologie ausreichend sind, linear mit der Hohe z ansteigt.!

\
Q

Abb. 5.4 Schwerebeschleunigung als
Summe der Gravitations- und Der Zen-

- trifugalbeschleunigung, Ursache der

i Erdabplattung (schematisch). Die resul-
tierende Beschleunigung g steht genau
senkrecht auf der Erdoberfliche und ist
die Vektorsumme der Beschleunigung zum
Erdmittelpunkt g hin und der Zentrifu-
galbeschleunigung Q2R nach auRen.

1Der Leser mag sich wundern, warum wir ein paar Zeilen zuvor den Term 2z/a vernachliissigt
haben, wéhrend die gleiche Grofe hier nicht vernachlédssigt wird, sondern ein wichtiges Ergebnis
darstellt. Dieses Problem zu l6sen, sei dem Leser iiberlassen.
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In der bisherigen Darstellung haben wir nur die Anziehungskraft berticksichtigt (da-
her der Ausdruck Attraktionspotenzial), aber die Rotation der Erde nicht beachtet. Das
Potenzial wird jedoch auch durch die Erdrotation (mit dem Betrag € der Winkelge-
schwindigkeit) beeinflusst. Die Nettobeschleunigung a an der Oberflache der rotieren-
den Erde setzt sich aus zwei Komponenten zusammen (Abb. 5.4):

a=gp+0°R=g (5.43)

Der zweite Term stammt von der senkrecht zur Rotationsachse (Vektor R) wirkenden
Zentrifugalkraft. Die Beschleunigung g lasst sich in die Gradienten zweier Potenziale
zerlegen:

g = —VP®E — V®,entrifugal = — VP (5.44)

Attraktions- und Zentrifugalpotenzial werden im

Geopotenzial P = Pp + q)zentrifugal =gz (545)

zu einem gemeinsamen Ausdruck zusammengefasst. Der Betrag von g, d. h. die skalare
Erdbeschleunigung g, kann bei den meisten dynamischen Anwendungen in der Meteo-
rologie (nicht in der Geophysik!) als konstant angesehen werden; fiir die exakte Analyse
muss man zusitzlich die schwache Breitenabhingigkeit beachten (vgl. die Lehrbiicher
der allgemeinen Meteorologie). Die Funktion @ lisst sich durch Aquipotenzialflichen
parallel zur Oberfliche des Rotationsellipsoids der Erde darstellen. Dass g trotz der
Zentrifugalkraft senkrecht zur Oberfliche steht, hdngt damit zusammen, dass die Erde
an den Polen abgeplattet ist bzw. am Aquator einen Wulst aufweist.

Die Einheit des Geopotenzials ist J/kg. In der synoptischen Meteorologie wird &
gern in der Nicht-SI-Einheit geopotenzielles Meter angegeben:

2
1gm1=981%; (5.46)

Das ist jene massenspezifische Energie, die man benétigt, um eine Masse von 1 kg an
der Erdoberfliche um 1 m anzuheben. Das Rezept fiir die praktische Rechnung mit
dieser Einheit (fiir den Anfanger bisweilen verwirrend) lautet: Man nehme die geome-
trische Hohe (sagen wir 5000 m) des Luftpakets. Dann betriagt dessen Geopotenzial
in sehr guter Ndherung & = 5000 gpm. Und wenn man dieses ® in der Einheit 1rn2/s2
haben will (das will man héufig bei Energiebetrachtungen), so setzt man den Wert der
Einheit gpm ein, hier also: & = 50970 mz/sz.

Am Ende noch eine vielgebrauchte Grofie: Der Quotient aus Geopotenzial und Re-
ferenzwert der Schwerebeschleunigung wird als geopotenzielle Héhe bezeichnet:

o

=7 (5.47)

go = 9.81m/s? ist der weltweit konstante Referenzwert der Schwerebeschleunigung
an der Erdoberfliche. Z ist numerisch im Rahmen der Messgenauigkeit gleich der
geometrischen Hohe z iiber der Erdoberfliche. Dennoch ist ® = goZ exakt.
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5.5 Die hydrostatische Gleichung

Wir betrachten zwei Experimente zum Druck. Das erste (in Abb. 5.5 links) ist das
klassische Experiment des Archimedes. Der Druck an der Wasseroberflache sei p = 0.

=0 z
z ‘ p A

z, Po

Zs ps=pgh

Abb. 5.5 Zum vertikalen Druckverlauf in einem inkompressiblen Geofluid mit der Dichte p.
Links: Wasserschicht iiber der Erdoberfliche. Rechts: Druckdifferenz p — po zwischen zp und z.

Wie lautet dann der Ausdruck fiir den Druck ps am Grund (bei der Wassertiefe h)?
Antwort: ps = pgh.

Dieses verallgemeinern wir nun in einem ersten Schritt (Abb. 5.5 rechts), indem wir
nach der Druckdifferenz zwischen den Niveaus zo und z fragen. Das Ergebnis lautet:

p—po=pg(20—2) (5.48)

Es besagt: Die Druckdifferenz ist unabhéngig davon, was sich oberhalb oder unterhalb
der Schicht befindet. Mit Az = z— zp und Ap = p—po lasst sich dies auch so schreiben:

Ap=—pgAz (5.49)

Damit haben wir den zweiten Schritt vorbereitet, ndmlich die Verallgemeinerung vom
Differenzenquotienten zum Differenzialquotienten:

dp=—pgdz (5.50)

Diese Formulierung ist die hydrostatische Gleichung (auch statische Grundgleichung
genannt). Das Minuszeichen trigt der Tatsache Rechnung, dass p nach unten hin zu-
nimmt, z jedoch nach oben. In der Formel (5.48) des Archimedes fallt dies gar nicht
auf.

Obwohl die hydrostatische Gleichung zunéchst fiir Wasser (ein imkompressibles
Fluid) aufgestellt ist, gilt sie dennoch auch fiir die kompressible Luft. Sie ist die funda-
mentale Aussage fiir das ruhende Geofluid, Atmosphére ebenso wie Ozean. Die hydro-
statische Gleichung gilt dariiber hinaus auch fiir die Druckzunahme im Erdreich unter
der Erdoberflache (beispielsweise in Bergwerken).

Wir betrachten folgende elementare Anwendungen der hydrostatischen Gleichung:
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m Bestimmung des Druckfelds aus dem Dichtefeld durch vertikale Integration von
Gleichung (5.50):

z'=z z'=z

CRCEE _/ gp(z')d = —g | _/ p(2') d7’ (5.51)

Damit wird die vertikale Anderung des Drucks in einem Geofluid beschrieben.
m Das Integral rechts liefert auch die Masse M (z) des Fluids (mit der Grundfliche A)

zwischen zs und z:
2'=z

M(z)=A / p(z") d2’ (5.52)

Damit kann der Druck in (5.51) als Massenkoordinate interpretiert werden:

ps—p(2) =g Mf(lz) (5.53)

m  Am oberen Rand der Atmosphére (z = co) ist p(co) = 0. Daher ist M (c0) = M die
Masse der Luft in der S&ule oberhalb der Grundflache A. Also kann man mit (5.53)
aus dem global gemittelten Bodendruck (ps ~ 1000 hPa) und der Erdoberfliche
(A = 500 Mio. km?) die Masse der gesamten Atmosphire bestimmen:

M=AY ~5.10"% kg (5.54)
9

Diese Abschéitzung ist recht genau, auch ohne Dezimalstellen.
m  Gleichung (5.50) kann man auch mit dem Geopotenzial formulieren:

dp=—pd(gz) =—pd® oder d® = —adp (5.55)

m Die hydrostatische Gleichung lautet also, je nach Bedarf:

|dp: —gpdz dp=—pd® dd = —« dp| (5.56)

Die hydrostatische Gleichung in der diskutierten Form gilt zun&chst nur in vertika-
ler Richtung; daher muss man die Formeln (5.56) als hydrostatische Approzimation
bezeichnen. Dennoch ist die Nadherung (5.56) fiir alle praktischen Zwecke ausreichend.

5.6 Die barometrische Héhenformel

Aus der Gasgleichung und der hydrostatischen Gleichung kann man « eliminieren

db = —RT %p (5.57)
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und nach der relativen Druckédnderung auflésen:

dp _ do

0 = RT (5.58)

Wir wenden diese Differenzialgleichungen auf die isotherme und die polytrope Atmo-
sphére an.

5.6.1 Isotherme Atmosphare

Eine Atmosphére mit héohenkonstanter Temperatur heiftt isotherm. Fir die Begriffs-

bildung ist es ohne Belang, wie diese Bedingung praktisch herbeizufiihren wére. Die

Py =p
2 DO, =D
z,=z
z
Py =D Abb. 5.6 Definition von Parametern in
1 b =0 zwei Niveaus 21 (Boden) und 22 in der
! Atmosphire.

Isothermie der Atmosphére ist fiir viele Zwecke eine gute Naherung und stellt theo-
retisch einen wichtigen Spezialfall dar. Durch Vertikalintegration der Gleichung (5.57)

erhélt man

$3 — P = —-RT log (?) (5.59)
1

Die Bezeichnungen sind in Abb. 5.6 angegeben.

Interpretation 1: Die Skalenhche

Aus Gleichung (5.59) wird hierbei:

®=RT log <Z;S) (5.60)

Mit der geopotenziellen Hohe (5.47) und der Definition der Skalenhdhe

g=RT (5.61)
go
nimmt (5.60) die Form an:
Z = H log (p> (5.62)
p

Die Skalenh6he hat Werte um 8 km. Die Atmosphére héitte die Hohe H, wenn iiberall
die Dichte der Luft gleich der auf Meeresniveau wére.
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Interpretation 2: Die klassische Barometerformel

Einfache Umrechnung von Formel (5.62) ergibt die klassische Barometerformel fiir die

z/H
A
3
Abb. 5.7 Exponentielle Druckabnahme
mit der Hohe gemiR Gleichung (5.63).
Praktisch kann die geopotenzielle Hohe
Z durch die geometrische Hohe z ersetzt
0 ~—»p /hPa
0 1000 werden.
Profile von Druck und Dichte:
p(Z) =pse P p(2) = pse” M (5.63)

Das Dichteprofil folgt aus der Gasgleichung p/p = ps/ps fiir den isothermen Fall.
In der Hohe Z = H sind Druck und Dichte auf 37 % des Ausgangswerts am Boden
abgefallen (Abb. 5.7):

p(Z=H) _p(Z=H) _ 1 _ 0.37 (5.64)

Ps Ps

In etwa 3 SkalenhShen (ca. 24 km) haben Druck und Dichte noch etwa 3 % des Bo-
denwerts, d. h. in dieser Héhe hat man den grofiten Teil der Atmosphére unter sich.

Interpretation 3: Die Atmosphdre als Thermometer

Gleichung (5.59) lasst sich auch in der folgenden Form schreiben:
p1
Ad = (R log ) T (5.65)
D2

Wenn wir p; und p2 konstant setzen, wird der Ausdruck in der Klammer konstant. Die
Geopotenzialdifferenz A® ist dann proportional zur Temperatur 7' zwischen den beiden
Druckniveaus; dieses T ist ja nach der vorausgesetzten Isothermie eine Konstante. Die
Grofe AP als Funktion der Horizontalkoordinaten x und y wird als relative Topographie
der Druckflachen p; und p2 bezeichnet.

5.6.2 Polytrope Atmosphdre

Andert sich die Temperatur linear mit der Hohe, so spricht man von einer polytropen
(vielseitigen, anpassungsfahigen) Atmosphéire. Das formulieren wir mit der geopoten-
tiellen Hohe folgendermafien:

T(z) =To — v (Z — Zo) (5.66)
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v

Y2
Abb. 5.8 Temperaturverlaufin einer poly-
\/1 tropen Atmosphdre. Die GroRen ~y; bezeich-
> T nen die einzelnen, in jeder Schicht konstan-

ten Temperaturgradienten.

Das vertikale Temperaturgefdlle werde definiert als:

y=-~ (5.67)

Ein typischer Wert von ~ in der Troposphére ist 6.5 K/km. Der Ansatz (5.66) liefert
zusammen mit Gleichung (5.58) die Beziehung

dp _ _ 90 dz (5.68)
p RTo 1 - L (7 - 2)
To
Den Nenner rechts bezeichnen wir als ¢ und substituieren dZ = —Tp d¢/~. Damit

integrieren wir in (5.68) von (o bis (:

P\ _ 90 C\_ 90 Yy
og (m) =Ry % (Co) "Ry % (1 77 ZO)) (5:69)

Aufgelost nach der Hohendifferenz lautet das:

1 <;O>RWU} (5.70)

Diese Formel fiir die polytrope Atmosphére bildet die Grundlage fiir die Bestimmung

der Hohe aus dem Aufendruck unter Annahme einer Standardatmosphére. Bei Iso-
thermie kann man (5.70) offensichtlich nicht anwenden.

5.7 ZustandsgroRen des Wassers in der Atmosphare

Die prozentuale Zusammensetzung der Luft mit ihren haufigsten Bestandteilen (Stick-
stoff, Sauerstoff, Edelgase, Kohlendioxid) ist weltweit und bis in grofte Héhen konstant
(sog. Homosphdre). Dagegen ist der Anteil des energetisch und hydrologisch wichtig-
sten Spurengases Wasserdampf raumlich und zeitlich sehr variabel (weltweit 0.0026
Massenprozent, lokal bis zu einigen Prozent). Fiir den Wasserdampf sind daher spezi-
elle Bezeichnungen iiblich (Indizes W fiir Wasserdampf und L fiir trockene Luft, beide
Gase werden als ideal behandelt):
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m Dichte der Luft p (ohne Index), die Dichte der feuchten Luft:

p=pw+pL (5.71)

m Spezifische Feuchte ¢, das Verhéltnis der Dichte des Wasserdampfs zur Gesamt-
dichte, bereits in (5.28) definiert:

W _ PW (5.72)

q

T pwtpL P

Die spezifische Feuchte nimmt Werte zwischen 0 und 30 g/kg an.
m Mischungsverhéltnis m, das Verhéltnis der Dichte des Wasserdampfs zu jener
der trockenen Luft:

m =W (5.73)
PL

m und ¢ lassen sich einfach ineinander umrechnen. Die Zahlenwerte beider Grofen
sind innerhalb der Messgenauigkeit in der Praxis gleich.

m Virtuelle Temperatur 7, (vgl. oben). Die Differenz zwischen virtueller und ak-
tueller Temperatur wird als Virtuellzuschlag bezeichnet:

qT ~0.6¢T (5.74)

Typische Werte von AT liegen zwischen 0 und 4 K.
m Dampfdruck des Wassers e. Fiir den Dampfdruck bzw. den Partialdruck des
Wasserdampfs in der Atmosphére setzt man an:

e=pwRwT (5.75)

Dieser Beziehung liegt die Annahme zugrunde, dass man den in der Atmosphére
vorhandenen Wasserdampf als ideales Gas ansehen kann. Daraus folgt (mit dem
Druck pr, der trockenen Luft) fiir den Luftdruck:

p=pLte (5.76)

m Sittigungsdampfdruck e, der maximal mogliche Dampfdruck. Bei e = e ist die
Luft gesdttigt. Der Wert von es hangt nur von T ab.
m Relative Feuchte f, das Dampfdruckverhéltnis

577

In der Atmosphére {iberschreitet f den Wert 1 kaum, aber im Labor sind mehrere

hundert Prozent Ubersiittigung erzielbar.
m Taupunkt Ty, die Temperatur, bei welcher der Sattigungsdampfdruck dem aktu-
ellen Dampfdruck entspricht:

es(Ta) =€ (5.78)

m Spread, die Differenz zwischen der aktuellen Temperatur 7" und dem Taupunkt Ty.
Bei groflem Spread ist die Luft trocken; wenn der Spread gegen 0 geht, ndhert man
sich der Sattigung.
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Dieses Kapitel fithrt in die Grundlagen der theoretischen Thermodynamik ein. Hier
steht das Energieprinzip im Mittelpunkt, insbesondere die Gibbssche Gleichung fiir
die Energieumwandlungen. Damit werden beispielsweise Entropie und chemisches Po-
tenzial behandelt. Bisweilen wird dieses klassische Gebiet nicht Thermodynamik, son-
dern Thermostatik genannt, jedenfalls solange die Energieumwandlungen reversibel
verlaufen. Aus dieser Perspektive ist der Grofiteil dieses Kapitels als Thermostatik
aufzufassen.

6.1 Das Energieprinzip

Die Energie ist eigentlich die wichtigste Zustandsgrofie eines physikalischen Systems,
denn sie erfiillt einen fundamentalen Erhaltungssatz. Wir formulieren bereits hier
(Abb. 6.1) als allgemeines Energieprinzip die Aussage, dass die Energie eines Systems
nur durch Zufluss oder Abfluss geindert werden kann. Ist das System (gleichgiiltig,
wie klein oder groff) nach aufen abgeschlossen, so ist seine Energie konstant.

Bei statischen Verhéltnissen verharrt die Energie auf dem Wert, den sie gerade hat.
Nur bei dynamischen Vorgéngen wird sie veréndert — sie wird transportiert, und sie
wird in unterschiedliche Formen umgewandelt. Energie ist eine mengenartige, d.h.
extensive Grofe, die sich in verschiedenen Formen speichern ldsst. Der Erhaltungssatz
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Abb. 6.1 Physikalisches System mit Zu-
standsgroRen. Man stelle sich das Gas in
einem Luftballon vor. Dieses System hat
bestimmte Werte der ZustandsgroBen,

u. a. von Druck p, Temperatur T', Volumen
V', Masse M und Energie E. Energie kann
beispielsweise in Form von Strahlung durch
die Grenzflichen flieBen. Wenn jeglicher
Fluss unterbunden wird, kann sich E im
Inneren nicht dndern: Die Energie ist eine
konservative Grole.

der Energie gilt jedoch nur fiir die jeweils betrachtete Gesamtenergie, bei der also alle
Energieformen gewissermafen in einen Topf geworfen werden.

Man kann sich die betreffende Energiemenge anschaulich als das Wasser in einem
Schwimmbecken vorstellen. Wenn Wasser in das Schwimmbecken hineinkommt, dann
macht es zunéchst einen Unterschied, ob dies mit dem Schlauch oder etwa durch einen
Regenguss geschieht — diese Prozesse sind Zustandsinderungen, sie entsprechen den
Energieumwandlungen. Wenn aber der Schlauch geschlossen ist bzw. der Regen auf-
gehort hat, so kann man dem Wasser im Becken nicht mehr ansehen, wie es da hinein
gekommen ist; die Zustandsgréfle Wasser (quantifiziert durch die Hohe des Wasserspie-
gels) erlaubt keine Unterscheidung in Schlauchwasser und Regenwasser. Eine andere
Betrachtungsweise vergleicht die Energie mit dem Geld. Dem Guthaben auf dem Bank-
konto kann man nicht ansehen, wie das Geld dorthin gekommen ist — das ist sozusagen
die theoretische Grundlage der Geldwésche.

6.2 Grundformen der Energie

Bevor das Energieprinzip mathematisch formuliert werden kann, sind einige Kldrungen
notig. Zunéchst wollen wir uns iiber die verschiedenen Formen der Energie Gedanken
machen. Der einfachste Einstieg geht von der klassischen Vorstellung der Arbeit bzw.
der potenziellen und der kinetischen Energie aus.

6.2.1 Mechanische Energie

Durch den Einfluss einer Kraft F' werde ein Kérper um den Weg dr verschoben. Die
Anderung der mechanischen Energie des Korpers ist dann definiert als

dE = —F -dr (6.1)
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Wenn F beispielsweise die Schwerkraft ist und der Korper sich im freien Fall in Rich-
tung der Kraft bewegt, dann ist das Skalarprodukt F'-dr grofer als null, und Gleichung
(6.1) besagt, dass der Korper potenzielle Energie verliert.
Hebt man aber beispielsweise einen Koérper mit einer Masse von 100 kg um 1 m an,
so fithrt man die potenzielle Energie
2

k
dE = g M dz ~ 1000 gS;n =1000 J (6.2)

zu. Zum Vergleich: Die Sonnenstrahlung liefert pro Sekunde ungefihr diese Energie
auf 1 m? der Erdoberfliche. Mit dem Geopotenzial gilt fiir den Energiezuwachs

dE = gMdz = M d® (6.3)

Das ist ein Spezialfall von (6.1): F = (0,0, —gM);dr = (0,0,dz). Wenn dz > 0, liefern
(6.1) und (6.3) einen Zuwachs von E, wenn dz < 0, einen Verlust.

Auch die Kompressionsenergie zéahlt zu den mechanischen Energien. Man habe einen
Kolben mit der Grundfliche A, mit dem ein Gasvolumen V mit dem Druck p kompri-

Abb. 6.2 lllustration der Kompressions-
energie. Wenn der Kolben den Weg dz
zuriicklegt, wird die Energie p Adx = pdV
zwischen Kolben und Gas ausgetauscht.
Bei positivem dx expandiert das Gas, so
dass sein Energieinhalt abnimmt, ent-
sprechend dem negativen Vorzeichen in
(6.4).

miert werden kann (Abb. 6.2). Die vom Gas ausgeiibte Kraft ist p A; sie driickt den
Kolben nach rechts. Das entspricht dem Spezialfall: F = (pA,0,0);dr = (dz,0,0).
Eingesetzt in (6.1) ergibt das, zusammen mit dV = A dz, die Kompressionsenergie:

|dE=—pAdzs=—pdV| (6.4)

Wenn dz > 0, liefert (6.4) eine Volumenvergroferung (dV > 0); das entspricht einer
Ezpansion, bei der das Gas Energie verliert. Wenn dz < 0, so verkleinert sich das
Volumen (dV > 0, Kompression), bei der dem Gas Energie zugefiihrt wird.

6.2.2 Chemische Energie

Eine weitere Moglichkeit, die Gesamtenergie eines physikalischen Systems zu erhéhen,

besteht im Hinzufiigen von Masse.
dE = pdM (6.5)

Die Materialkonstante p heifst chemisches Potenzial. Bezieht man sie auf ein Mol des
betreffenden Stoffes, so wird aus Gleichung (6.5) der Zusammenhang:

dE = p* dM™* (6.6)
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Die Einheit von p* ist J/kmol, die von p hingegen J/kg. Verschiedene Stoffe haben
naturgeméft unterschiedliche chemische Potenziale. Beispielsweise ist Knallgas ener-
giereicher als Wasser, obwohl beide Stoffe letztlich aus gleichen Anteilen der gleichen
Atome bestehen.

Die Energie eines Systems ist unabhéngig davon, ob sie durch mechanischen Zuwachs
oder durch Massenzuwachs veridndert worden ist. Alles, was zahlt, ist die Summe.

Abb. 6.3 Zur Unterscheidung zwischen
p T extensiven GroBen (mengenartigen, globa-
len oder integralen GroBen, z. B. Energie
und Volumen) und intensiven GroRen
¢ (lokalen oder FeldgroRen, z. B. Druck und
Temperatur). Teilt man ein Volumen in
12 VI2|EI2 VI2 zwei Halften, so bleiben die intensiven Gro-
p T |p T Ren in beiden Halften gleich, die extensiven
dagegen werden halbiert.

Wenn nun beide durch die Gleichungen (6.4) und (6.5) beschriebenen Mechanismen
gemeinsam wirken, so gilt:
dE = —pdV +pdM (6.7)

Weil man hinterher nicht mehr unterscheiden kann, wodurch E zu- oder abgenom-
men hat, braucht man auch nicht zwischen der Energie und der ,,Gesamtenergie zu
unterscheiden (wie es vielfach geschieht). E ist nicht in unabhéngige Partialenergien
separierbar (eine wichtige Ausnahme hiervon besprechen wir weiter unten).

Die Energie ist eine extensive Grofe (Abb. 6.3). Nach Gleichung (6.7) ist bei sonst
unveridnderten Bedingungen ihr Zuwachs die Summe der Zuwéchse von zwei anderen
extensiven Grofen (Volumen und Masse); die Koeffizienten dieser Linearkombination
dagegen sind intensive Grofen (Druck, chemisches Potenzial).

Dieser Zusammenhang lisst sich formalisieren. Aus (6.7) folgt, dass E von V und
M abhéngen muss. Und aus E = E(V, M) folgt nach Formel (27.2) im Anhang:

_OB(V,M) _ 0E(V,M)
dE(V,M) = BV dv + EYYi dM (6.8)
Koeffizientenvergleich von (6.7), (6.8) ergibt:
oE(V,M) OE(V,M)

Zusammengehorige intensive und extensive Gréften nennt man konjugiert: —p ist zu V'
konjugiert, u ist zu M konjugiert.

Lisst sich das verallgemeinern? Bei dieser Uberlegung bemerken wir, dass wir E
geméf (6.7) nur durch mechanische oder chemische Energiezufuhr dndern kénnen.
Wie kommen wir zur Warme, die doch wohl fiir die Thermodynamik die wichtigste
Grofse ist? Wo ist iiberhaupt die Temperatur geblieben? Wie kénnen wir die wichtige
intensive Grofe T' in (6.7) einbringen?
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6.2.3 Der Ubergang zur Thermodynamik: Wirme

Zum Einbringen der Temperatur 7" beschreiten wir folgenden Weg. Gemaf (6.7) und
den vorstehenden Uberlegungen muss E, aufier von V und M, auch noch von einer
anderen extensiven Grofte abhidngen, damit es die dazu konjugierte intensive Grofse T'
geben kann. Diese neue extensive Grofe nennen wir S, also: F = E(V, M, S). Daher
kann man mit dem Kalkiil des totalen Differenzials schreiben:

OF OF OF
dE = 20 dV + o dM + S dS (6.10)

Der Buchstabe S verkérpert die hier noch unbekannte, zur Temperatur 7' konjugierte
extensive Variable. Analog zum Kompressionsexperiment und zum chemischen Expe-
riment sollte die partielle Ableitung der Energie nach der Gréfe S die Temperatur
sein: OF/9S = T. Damit haben wir folgende Energieformen:

m Kompressionsenergie: —p dV
m Chemische Energie: pdM
m Wirmeenergie: T'dS

Bei der Warmeenergie haben wir einfach die intensive Grofie Temperatur als Koeffizient
gewahlt. Der gesuchten extensiven Grofe S geben wir jetzt den Namen Entropie. Die
zugefithrte Warmemenge ist also:

(611

Die Bedeutung der Entropie liegt darin, dass sie es ist, die beim Warmeaustausch
zwischen zwei Systemen {ibertragen wird — und nicht die Temperatur.

6.3 Das Prinzip der Energieumwandlungen

Die soeben angewandte axiomatische Methode fasst den in Jahrhunderten erworbenen
Wissensumfang ungezdhlter thermodynamischer Experimente in kurzer Form zusam-
men. Wir verallgemeinern die vorstehende Uberlegung und fithren das Prinzip der
Energieumwandlungen durch die folgende Forderung ein: Die Energieéinderung soll als
Linearkombination der Differenziale extensiver Zustandsgréoffien dargestellt werden.

6.3.1 Die Gibbssche Form

Dazu betrachten wir die extensiven Zustandsgrofien X; des in Frage stehenden Systems.
In der Liste der X; sind alle extensiven Groéfen zu beriicksichtigen, die den Zustand
des Systems beschreiben, und dFE ist durch die dX; darzustellen. Die Koeffizienten
bei dieser Linearkombination sind die zugehdrigen intensiven Zustandsgrdfien x;. Die
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Grofen X; und x; bezeichnet man als zueinander konjugiert. Dies liefert die hiermit
axiomatisch eingefiihrte Differenzialgleichung

dE = 2; dX; (6.12)

Der Index ¢ bezieht sich auf die unterschiedlichen Energieformen. Diese Gleichung wird
zu Ehren des amerikanischen Physikers WILLARD GIBBS als Gibbssche Fundamental-
gleichung bzw. Gibbssche Form bezeichnet.! Die Energieinderung ist also eine Sum-
me von Energieinderungen unterschiedlicher physikalischer Herkunft, wobei ggf. auch
magnetische Energie, elektrische Energie, Rotationsenergie und weitere Energieformen
beriicksichtigt werden kénnen.

Der fiir die Meteorologie (und iiberhaupt fiir den ganzen Bereich der Geofluide) wich-
tigste Spezialfall, der jedoch schon von grofer Allgemeinheit ist, umfasst die Energie-
formen Wérme und Kompressionsenergie sowie die chemischen Energien der im System
vertretenen Stoffe. Wir konkretisieren also Gleichung (6.12) zu:

dBintern = TdS —p dV + > i dM; (6.13)

7

Das ist die extensive Version, und tberhaupt fiir uns der Prototyp, der Gibbsschen
Form. Die Energie Ejiptern in dieser Differenzialgleichung ist die innere Energie. Sie ist
eine Funktion der Entropie S, des Volumens V und der Massen M; der verschiedenen
im System enthaltenen Einzelstoffe, die wir durch den Index ¢ unterscheiden.

Hier taucht die Frage auf: Wenn Fiptern die innere Energie ist, gibt es dann auch
eine duflere Energie? Die gibt es, und hier haben wir eine Ausnahme von der Regel
der Nicht-Separierbarkeit der Energie in verschiedene Anteile: Die Energie des Systems
besteht aus der Summe von duflerer und innerer Energie (mit dem Index extern bzw.
intern):

E = FEextern + Eintern (6.14)

Die duftere (oder mechanische) Energie ist die Summe von kinetischer und potenzieller
Energie des Schwerpunkts, d. h. sie ist proportional zur Masse des Systems:

dEextern = —F -dr +v-dP =M (¢gdz +v - dv) = M (d® + dk) (6.15)

wobei F, r, v und P die Vektoren der Kraft, des Ortes, der Geschwindigkeit bzw. des
Impulses bedeuten. ® ist das Geopotenzial und k die kinetische Energie (beide bezogen
auf die Masse M des Systems).

1In der theoretischen Algebra bezeichnet man eine Funktion von Differenzialen als Form.



6.3 Das Prinzip der Energieumwandlungen 75

Die Gibbssche Form fiir die innere Energie des Systems ist Gleichung (6.13). Die
Summanden darin sind nicht separierbar. Dies ist eine der zentralen Aussagen der
Thermodynamik und grundlegend fiir alle folgenden Ableitungen. Die Separierbarkeit
der mechanischen von der inneren Energie ist sozusagen der einzige Kompromiss, den
die Gibbssche Form zulédsst. Sonst wird Separierbarkeit der thermodynamischen Va-
riablen nie toleriert — intensive und extensive Gréfen sind als konjugierte Variablen in
der Gibbsschen Form miteinander gekoppelt. Insbesondere gibt es keine separierbare
Energieform Wdrme (wohl aber Warmezufuhr).

In diesem Kapitel interessiert uns die duflere Energie nicht, sondern nur die innere,
die wir ab sofort einfach mit E bezeichnen wollen. Auf die &ufsere Energie kommen wir
im Kapitel 11 zuriick.

6.3.2 Prozesse und Zustandsdnderungen

Bei Zustandsédnderungen dndern sich die Zustandsgrofen des Systems. Durch welche
Prozesse die Anderungen im einzelnen bewirkt worden sind, kann man der Zustands-
grofie nach dem Eintreten der Zustandsénderung nicht mehr ansehen. Man muss also
zwischen den Begriffen Zustandsdnderung und thermodynamischer Prozess genau un-
terscheiden; dabei ist es klar, dass thermodynamische Prozesse in der Regel Zustands-
dnderungen bewirken, denn eben zu diesem Zweck fiihrt man sie ja aus. Als Beispiele

seien genannt:
2

Zustandsénderung;: /dE =FEy— Fh (6.16)
1
2 2
Thermodynamischer Prozess: /dE = /TdS (6.17)
1 1

Den Wert des ersten Integrals kann man sofort ermitteln. Diese Aussage ist einfach,
aber nicht trivial. Man kann zwar die Anderung der Energie angeben, also die Zu-
standsédnderung. Aber (6.16) enthélt keine Angabe dariiber, durch welchen Prozess die
Zustandsénderung erfolgt ist.

Im zweiten Beispiel weif man schon etwas mehr, denn (6.17) besagt, dass es sich
um eine Warmezufuhr handelt. Aber der Prozess ist noch nicht genau genug definiert,
denn Warmezufuhr kann durch verschiedene physikalische Prozesse geschehen (bei-
spielsweise durch Strahlung oder Wiarmefluss), und sie kann auf verschiedene Weise
geschehen (beispielsweise reversibel oder irreversibel). Also erst wenn man T = T'(S)
durch Festlegung der funktionalen Abhéngigkeit spezifiziert hat, ist der thermodyna-
mische Prozess definiert, und E3 — E1 wird berechenbar.

Der Wert dieser begrifflichen Unterscheidung liegt darin, dass man bei vielen Zu-
standsdnderungen die Einzelheiten der Prozessrealisierung gar nicht kennen muss, um
dennoch die Anderung der Zustandsgrofe korrekt zu erfassen. Wenn man die betreffen-
de Zustandsgrofe am Ende und am Anfang kennt, so kennt man auch die Zustands-
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dnderung, unabhéngig davon, durch welchen Prozess sie realisiert wurde. Dies kann
die Beschreibung wesentlich vereinfachen, denn vielfach lassen sich die gleichen Zu-
standsdnderungen durch verschiedene Prozesse verwirklichen. Die Gleichungen (6.16)
und (6.17) sind ein erstes Beispiel fiir diesen Sachverhalt; weiter unten folgen weitere
Beispiele.

6.4 Homogene Systeme

Das Summationssymbol in der Gibbsschen Form (6.13) fiir die innere Energie irritiert
den Anfénger, denn er fragt sich: Muss man wirklich standig alle Komponenten der
Luft (Stickstoff, Sauerstoff usw.) explizit mitfithren?

Man muss es nicht. Wir befreien uns von dem Index i, indem wir das Konzept des
homogenen Systems einfithren (z. B. Luft oder Wasser). Dazu betrachten wir zunéchst
das Verhéltnis zwischen extensiven und intensiven Groéfsen.

6.4.1 Spezifische GroRen

Stoffmenge und Masse, die wichtigsten elementaren Zustandsgrofen eines physikali-
schen Systems, haben Mengencharakter und sind zueinander proportional. Aber auch
Energie und Entropie des Systems haben Mengencharakter, ebenso wie sein Volumen.
Alle extensiven Zustandsgrofien sind zueinander proportional. Daher hat es Sinn, Ver-
héltnisse extensiver Grofsen zu bilden und beispielsweise den Quotienten von Energie
und Menge oder Energie und Masse zu betrachten:

Mengenspezifische (molare) innere Energie: u =E/M* (6.18)
Massenspezifische (spezifische) innere Energie: u=FE/M (6.19)

In der Fluiddynamik bevorzugt man u, in der Thermodynamik und der physikalischen
Chemie v*. Da man (mithilfe der Molmasse bzw. der Dichte) spezifische Gréfen inein-
ander umrechnen kann, braucht man in den Anwendungen nur eine. Wir entscheiden
uns in der Meteorologie? fiir die

Spezifische innere Energie: v = E/M
Spezifische Entropie: s = S/M (6.20)
Spezifisches Volumen: o = V/M

2Zur Terminologie: Warum schreibt man nicht E/M = e, S/M = s,V/M = v? Das wire logisch
und leicht zu merken. Aber: Historisch hat sich nun einmal u als Buchstabe fiir die massenspezifische
innere Energie eingebiirgert. Und in der Meteorologie wird V/M seit jeher als o bezeichnet, weil v
fiir die Meridionalkomponente des Windes reserviert ist.
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Zu den extensiven Grofen E, S und V' gehoren also die intensiven Grofen u, s und a.

Stillschweigend wird Unabhéngigkeit der Quotienten von M angenommen. Wir unter-

stellen also, dass beispielsweise E/M die Abkiirzung fiir die eigentlich vorzunehmende

Grenzwertbildung

= lim AE
AM=0 AM

ist. Dadurch werden u, s und « zu intensiven Groéfen, wie dies auch 7" und p sind

w (6.21)

(die ihrerseits jedoch nicht durch Grenzwertbildung aus extensiven Grofien entstanden
sind).

Ein erstes Ziel ist es, aus den chemischen Potenzialen aller beteiligten Stoffe ein
gemeinsames, gemitteltes chemisches Potenzial zu ermitteln. Dazu werden die Massen
M; der einzelnen Komponenten mit einer festen Referenzmasse M, verglichen:

Nach Voraussetzung sind alle diese Mischungsverhéltnisse konstant, d. h. invariant bei
Zustandsénderungen. Das wird nun fiir chemische Energieumwandlungen ausgenutzt:

dE = pr My + > i dMy = | e+ Y pici | dM; (6.23)
iFET i

Wegen M = > M; gilt auch
AM = dM;+ > (c; M) (6.24)
iF£T
Wenn man (6.23) mit (6.24) erweitert, so folgt

Hr 4 D i €
iFET
1+
7
—_———
n

dE = dM (6.25)

Der unterklammerte Term stellt das chemische Potenzial fiir das Stoffgemisch dar.
Wenn die Konzentrationen der Stoffe konstant sind, gilt also

Z wi dM; = pdM (6.26)

Die Gibbssche Gleichung (6.13) nimmt damit fiir homogene Systeme die einfache Form
an:

|dE=TdS —pdV + pdM (6.27)

Bei Phaseniibergéngen ist die Voraussetzung der Homogenitét nicht gegeben; dann gilt
(6.27) natiirlich nicht. Die Indizierung und die Summe in der Gibbsschen Gleichung
konnen weggelassen werden, solange keine Phaseniibergéinge stattfinden.
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6.4.2 Homogenitdt der Energie

Die Eigenschaft (6.22) eines homogenen Systems, dass die Mischungsverhéltnisse bei
Zustandsénderungen konstant bleiben, ldsst sich mathematisch verschéarfen. E heifst
homogen vom 1. Grad in den Variablen S, V und M, wenn fiir ein beliebiges positives
A gilt:

AE(S,V,M) = E(AS, \V, AM) (6.28)
Wenn man diese Gleichung links und rechts partiell nach A differenziert, wobei
E,S,V, M festgehalten werden, so folgt:

OE(...) O(AS) i OE(...) 9(\V) n OE(...) O(AM)
A(AS) oA OAV) _ OA OAM)  OA
—_—— —_— —_—
=T =S = =V —u =M

E(S,V, M) = (6.29)

Beim Differenzieren haben wir beachtet, dass fiir E auf der rechten Seite die Argu-
mentliste gilt: E(...) = E(AS, AV, AM). Beim Differenzieren kann man jedes komplette
Argument durch ein beliebiges anderes Symbol ersetzen, sagen wir: AS = z, AV =y
bzw. AM = z. Dann gilt beispielsweise

OE(XS, \V, \M) _ 0E(z,y,z) _ OE(S,V, M)

=T .
a0S) oz 25 (6.30)
Das Ergebnis (6.29) lautet also:
E=TS—-pV+uM oder u=Ts—pa+p (6.31)

Die linke Gleichung ist die extensive und die rechte die intensive Version. Diese Zu-
standsgleichungen nennt man auch Gibbs-Duhem-Beziehungen.

Wenn man mit (6.20) die extensiven Grofen in der Gibbsschen Gleichung (6.27)
durch die intensiven ersetzt und auf der einen Seite die zu M und auf der anderen die
zu dM proportionalen Terme sammelt, so erhdlt man

(du—Tds+pda)M = —(u—Ts+pa—p)dM (6.32)

Wenn man weiter die intensive Version von (6.31) einsetzt, so verschwindet die rechte
Seite von (6.32), also auch die linke. Da jedoch M im allgemeinen nicht verschwindet,
so finden wir aus dem Verschwinden der linken Seite von (6.32) die intensive Fassung

der Gibbsschen Form fiir ein homogenes thermodynamisches System:

du=Tds—pda | (6.33)

Man wird also die chemische Energie auf diese Weise scheinbar elegant los; das ist eine
nicht zu unterschitzende Motivation fiir die Bevorzugung der spezifischen Gréfen in
der Thermodynamik. Daraus ist jedoch nicht der unzutreffende Schluss zu ziehen, die
chemische Energie sei irgendwie weniger wichtig als die anderen Energieformen.

Die vorstehende Ableitung gilt wortlich auch fiir die molaren Grofen; man hat le-
diglich die massenspezifischen durch die molaren Konstanten auszuwechseln. Diese
Theorie ist also nicht auf die Geofluide beschriankt, sondern von grofier Allgemeinheit.
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6.5 Thermodynamische Funktionen

Die Zustandsgrofen hidngen je nach Art der Zustandsdnderung voneinander ab und
konnen in diesem Sinne auch als thermodynamische Funktionen betrachtet werden.
Dabei sind die unabhéngigen Argumente frei vorzugeben, wiahrend die Funktion (das
abhingige Argument) dadurch definiert wird, dass man eine Vorschrift angibt, wie
die unabhéngigen Argumente auf den Funktionswert abgebildet werden. Besonders
typisch fiir die Thermodynamik ist der hdufige Wechsel der Argumente und der da-
mit einhergehende Wechsel der funktionalen Abhéngigkeit. Fiir die Rechenregeln der
Umformungen schlage man bei Bedarf Kapitel 27 im Anhang nach.

6.5.1 Die Enthalpie

Die Gibbssche Gleichung (6.33) fiir homogene Systeme enthélt implizit die Aussage,
dass u als Funktion von s und o behandelt wird; das erkennt man an den Differenzia-
len ds und da. Statt der spezifischen Energie kann man nun eine andere energetisch
wichtige Grofe betrachten, die man als spezifische Enthalpie (oder Warmefunktion)
bezeichnet und die wie folgt definiert ist:

mit  |[{dh=Tds+adp| (6.34)

Diese Differenzialgleichung ergibt sich durch Differenzieren des ersten Ausdrucks und

Eliminieren von du mit Gleichung (6.33). Das Ergebnis ist eine der Gibbsschen Glei-
chung dquivalente Form.

Die Gleichung fiir dh in (6.34) besagt, dass h eine Funktion von s und p ist. Wenn
man nun, ohne Bezug auf (6.34), fiir h die Argumentliste h(s, p) zugrunde legt, so folgt:

Oh oh
dh 55 45 + ap p (6.35)
Der Koeflizientenvergleich zwischen (6.35) und (6.34) ergibt:
9h(s,p) Oh(s, p)
— T = .
s o « (6.36)

Diese Gleichungen sind eigentlich nur eine Interpretation der Gibbs-Gleichung (6.34),
denn (6.36) ist natiirlich implizit in (6.34) enthalten.

Mit (6.36) lédsst sich jedoch der Umstand ausnutzen, dass die gemischten zweiten
Ableitungen von h unabhéngig von der Reihenfolge der Ableitungen sind. Damit folgt

2 2
Fh(s,p) _ OPhsp) o OT(sp) _ dals,p)

ds Op Op Os Op 0s

Diese so genannten Mazwell-Helmholtz- Beziehungen kann man mit der gleichen Argu-

(6.37)

mentation auch aus der Gibbsschen Gleichung fiir die innere Energie ableiten.
Wir deuten das Ergebnis dieses Abschnitts so: Die Einfithrung der Enthalpie indu-
ziert eine Transformation der unabhéngigen Variablen. Dies kann man verallgemeinern.
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6.5.2 Thermodynamische Potenziale

Die Transformation von der Energie auf die Enthalpie ist ein Spezialfall der viel all-
gemeineren Legendre-Transformation. Wir verschaffen uns damit zwei weitere in den
homogenen Geofluiden wichtige thermodynamische Potenziale, sogleich mit zugehori-
ger Gibbsscher Form:

Freie Energie: f=u—"Ts mit df = —sdT — pda (6.38)

Freie Enthalpie: g=h—-Ts mit dg=—sdT +adp (6.39)

Auch fiir die freie Energie und die freie Enthalpie erhalten wir Koeffizientenausdriicke
und Maxwell-Helmholtz-Beziehungen, die wir hier einfach als Ergebnis angeben und
die der Leser mit der vorstehenden Methode selbst iiberpriifen moge:

Oou(s,a) Ou(s,a) oT'(s,a) _ 9p(s, )

ds T da P da ds (6.40)
Oh(s,p) _ Oh(s,p) _ 9T (s,p) _ Oa(s,p)

95 T o « oy~ 0s (6.41)
of(Tya) _ of(Ta) _ 9s(T,a) _ Op(T,a)

o ga P da  ~ oT (6.42)
99(T.p) _ 99(T,p) _ _0s(T,p) _ 0a(T,p)

57 = F o o o~ o (6.43)

Was niitzen diese formalen Zusammenhénge? Eine erste wichtige Anwendung ergibt
sich durch Vergleich der Formel (6.39) mit der Gibbs-Duhem-Beziehung (6.31):

g= i mit | dp = —sdT 4+« dp| (6.44)

Die freie Enthalpie ist identisch mit dem chemischen Potenzial! Also kann man fiir p
sogleich (6.43) verwenden. Weitere Aspekte ergeben sich, wenn wir die vorstehenden
allgemeinen Formeln auf die Atmosphére anwenden.

6.6 Spezifische Warmekapazitaten von Gasen

Die Zustandsgrofsen E und T sind besonders wichtig. Daher definiert man fiir den

Zusammenhang ihrer Anderungen einen eigenen Koeffizienten
dE =CdT (6.45)

und nennt C' die Warmekapazitit. Gleichung (6.45) ist zunéchst nichts als eine Defi-
nition. Sie ist auch nicht vollstdndig, denn es muss noch spezifiziert werden, welche
Zustandsgrofien zusétzlich konstant zu halten sind; das werden wir sogleich tun. Sei-
ne Bedeutung gewinnt das Konzept der Warmekapazitdt durch die Kopplung mit der
Gibbsschen Gleichung.
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Wenn Masse und Volumen konstant gehalten werden (dM = 0 und dV = 0), so
vereinfachen sich die Gibbssche Gleichung (6.27) und die Definition (6.45) zu

dE = T dS = Cy dT, (6.46)

Hierin ist Cyv die Warmekapazitit bei konstantem Volumen. Wasser beispielsweise hat
eine relativ hohe Warmekapazitdt und kann dadurch viel Warme speichern. Wenn
man (6.46) durch die Masse M dividiert, ergibt sich fiir die Anderung der spezifischen
inneren Energie

Cv

du= 7 dT = c, dT (6.47)

Die neue Groke ¢, heilst spezifische Warmekapazitdt bei konstantem Volumen. Auch
hier handelt es sich um kein Naturgesetz, sondern zunéchst nur um eine Definition.

6.6.1 Spezifische Warmekapazitit bei konstantem Volumen

Lassen wir fiir den Augenblick wieder Volumené&nderungen zu und betrachten die all-
gemeine Gibbssche Gleichung (6.33) fiir Anderungen der spezifischen inneren Energie.
Danach ist u eine Funktion von s und a. Von Gleichung (6.47) wissen wir, dass die

erste partielle Ableitung gleich der spezifischen Warmekapazitét ¢, ist:

_ ou(T, @) ou(T, )
du = 5T dT + e da (6.48)
————

Cy

An dieser Stelle hat man ¢, noch als Funktion von s und a anzusehen. Weiter unten
erst wird sich herausstellen, dass dieser Koeffizient bei idealen Gasen eine Konstante
ist.

Fiir den zweiten Term in (6.48) zeigen wir jetzt, dass der Koeffizient von da ver-
schwindet. Das besagt: Die spezifische Energie hingt bei isothermen Zustandsédnde-
rungen nicht vom spezifischen Volumen ab. Zum Beweis ziehen wir die oben definierte
spezifische freie Energie f heran:

w(T,a) = f(T,a) + T - s(T, ) (6.49)

Diese Funktion leiten wir partiell nach a ab:

ou(T, «) _ Af (T, «) s 9s(T, )

da da da (6:50)
Die erste Ableitung kénnen wir aus Gleichung (6.42) iibernehmen:
oty __, (6.51)

Oa

Fiir die Ableitung des zweiten Terms nutzen wir dieselbe Maxwell-Gleichung. Dies
liefert mit der Gasgleichung:

os(T,a) . 0p(T,a) R _
TS =T T =T = (6.52)
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Wir setzen nun unsere Zwischenergebnisse (6.51) und (6.52) in Gleichung (6.50) ein:

ou(T, o)
Oa

Somit hingt die spezifische Energie des idealen Gases nur von der Temperatur ab:

N

Dies gilt auch dann, wenn das Volumen nicht konstant ist, und beweist die Allge-
meingiiltigkeit von Gleichung (6.54), die mit (6.47) identisch ist. Bei der Ableitung
haben wir, auf dem Wege iiber die freie Energie und die Maxwell-Beziehungen, von

= p+T =0 (6.53)

der Gibbsschen Form Gebrauch gemacht, aufserdem von der Gasgleichung.

6.6.2 Spezifische Warmekapazitidt bei konstantem Druck

Anstatt die Enthalpie als Funktion von s und p zu betrachten, suchen wir nun eine
Darstellung mit Abhingigkeit von T' und p. Dabei gehen wir analog zum Ubergang
der Abhéngigkeit der spezifischen Energie von o und s auf o und T vor.

(1, p) = 2UL) g OTp) g (6.55)
oT Op
——

Cp

Der Koeffizient von dT' in dieser Gleichung wird als spezifische Warmekapazitit bei
konstantem Druck bezeichnet. Als Néchstes zeigen wir, dass die partielle Ableitung
der spezifischen Enthalpie nach dem Druck verschwindet, wodurch der zweite Term
auf der rechten Seite von (6.55) null wird. Dazu verwenden wir die eben eingefiihrte
freie Enthalpie g als Hilfsfunktion (wir haben schon gesehen, dass g mit dem chemischen
Potenzial p identisch ist). Aus dem Differenzial von g, vgl. (6.39), folgt in mehreren
Schritten wie vorher unter Verwendung der entsprechenden Maxwell-Gleichungen:

OnT,p) _
o = 0 (6.56)

Somit gilt fiir ein ideales Gas, dass die spezifische Enthalpie A nur von der Temperatur

dh = ¢, dT (6.57)

In der direkten Beziehung zwischen v und T gemif Gleichung (6.54) bzw. zwischen h

abhéngt:

und T" gemaf Gleichung (6.57) liegt die Bedeutung der spezifischen Warmekapazititen
¢y und cp.
6.6.3 Zusammenhang zwischen den Warmekapazititen

Mit den eben gefundenen Ergebnissen und der Gasgleichung gilt weiterhin

cpdT'=dh=d(u+pa)=c, dT +d(RT) = (cv + R)dT (6.58)
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Daraus folgt die wichtige Formel

cp—cy =R (6.59)

Die Zahlenwerte fiir Luft und fiir Wasserdampf sind in der fiir alle gleichen Einheit
J kg™ K™, die wir hier fiir den Augenblick mit [c] bezeichnen:

Luft: ¢y =1005[] ¢ =7T18]c] R =287] (6.60)
Wasserdampf: cp = 1846 [c] cv = 1389 [c] R = 462|c] (6.61)

Beim Wasserdampf stimmt (6.59) nur ndherungsweise. Warum nicht exakt? Weil Was-
serdampf kein ideales Gas ist.

Ein weiterer Aspekt ergibt sich, wenn wir nochmals die allgemeine Gibbssche Form
betrachten. Wir kénnen in der Formel (6.33) die Grofien s und p als Funktionen von
T und « ansetzen:

du = ¢, dT =T ds(T, o) — p(T, o) dex (6.62)

Weiterhin konnen wir ds(7T, ) nach Ableitungen von 7" und « entwickeln. Wenn man
anschliefend die Faktoren von dT und da zusammenfasst, liefert (6.62):

5 08(T, a) 9s(Tya)
cdT =T —5T dT + (T 374 P da (6.63)

Der Koeffizientenvergleich zwischen beiden Seiten ergibt, dass der Faktor von da ver-
schwinden muss — also auch der gesamte zweite Term in (6.63). Das bedeutet fiir die
spezifische Warmekapazitit bei konstantem Volumen:
= Oe(T, o) _ o, 0s(T, )
oT oT

Eine dquivalente Betrachtung, ausgehend von der Gibbsschen Form (6.34), liefert fiir

(6.64)

die spezifische Warmekapazitét bei konstantem Druck
__OWT.p) _ . 0s(T,p)
peooar oT

Es ist bemerkenswert, dass die kompliziert aussehenden Formeln (6.64) und (6.65)

(6.65)

mit einem Minimum von Voraussetzungen hergeleitet wurden, ndmlich nur mit den
Definitionen von u und h sowie der spezifischen Warmekapazitéten, ferner mit den
beiden zugehorigen Versionen der Gibbsschen Form. Insbesondere ist die Gasgleichung
nicht verwendet worden, d.h. die Formeln gelten allgemein fiir homogene Systeme.

6.7 Zustandsanderungen von Gasen

Die Begriffsbildungen der Thermodynamik stammen zunichst aus der Laborphysik.
Hier hat man es in der Regel mit abgeschlossenen Systemen zu tun, insbesondere
solchen mit konstanter Masse. Ein Beispiel ist das weiter oben betrachtete Gas in einem
Kolben. Dafiir verwendet man naturgeméft die Gibbssche Gleichung in der extensiven
Form.
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Fiir meteorologische Anwendungen kann man zwar dabei nicht stehen bleiben, denn
in der freien Atmosphére hat man es mit offenen Systemen zu tun. Fir solche sind
die intensiven Parameter die angemessenen Zustandsgrofien. Solange aber M konstant
ist, besteht zwischen den extensiven und den intensiven Gleichungen kein wirklicher
Unterschied.

Wir betrachten daher in Abb. 6.4 die Anderungen der Zustandsgréfen in einem gas-
gefiillten Gefafs, das oben durch einen beweglichen Kolben verschlossen und auf allen

Abb. 6.4 Zustandsdnderungen eines Gases in einem geheizten Kolben. Links: Isochore Zustands-
anderung, realisiert durch das Festschrauben des Kolbens. Ein Beispiel fiir isochore Zustands-
anderungen ist das Kochen mit einem Druckkochtopf. Mitte: Isobare Zustandsinderung bei
freier Beweglichkeit des Kolbens. Der durch Warmezufuhr verursachte Druckanstieg wird durch
VergroBerung des Volumens kompensiert. Rechts: Isotherme Zustandsidnderung durch Heizen
und kompensierende Nachfiihrung des Kolbens. Hier wird der Kolben so gesteuert, dass die
Temperatur durch das Wechselspiel von Druck und Volumen erhalten bleibt.

Seiten thermisch isoliert ist (Styropor-Winde oder Dewar-Gefif). Durch den Kolben
kann man mechanische Arbeit zu- oder abfiihren. Das Geféaft soll weiterhin iiber die
Wande heizbar und kiihlbar sein (elektrisch oder durch Wiarmetauscher), d.h. man
kann Wérmeenergie zu- oder abfiihren. Weil M konstant ist, geniigt es, nur die in-
tensiven Zustandsgrofen T,p und u, s und « (sowie evtl. weitere thermodynamische
Funktionen) zu betrachten. Die Aufgabe bestehe darin, Gleichungen fiir die Differen-
ziale dieser Zustandsgroéfien anzugeben und zwischen einem Anfangszustand 1 und
einem Endzustand 2 zu integrieren (d. h. zu 19sen).

Isochore Zustandsdanderung (da = 0)

Wenn auch das Volumen konstant ist (isochore Zustandsédnderung), gilt:

2
da=0 /dazO az—a1 =0 (6.66)

1
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Was bleibt dann noch tibrig? da = 0 vereinfacht die Gibbssche Gleichung (6.33) zu
2
du=Tds u2 — Ul = /Tds (6.67)
1

Bei konstantem Volumen gelten die folgenden Beziehungen fiir die innere Energie:
du = ¢, dT du=Tds (6.68)

Auflésen nach der spezifischen Entropie fiihrt zu

dTr Ty
= Cy — _— = Cyp 1 —_— .
ds=c¢ T 82 — 81 = ¢y log <T1 ) (6.69)

Durch die Heizung nimmt also die Entropie entsprechend zu. Das muss man so aus-
driicken: Die Heizung fithrt dem Gas die extensive Grofie Entropie zu, und das bewirkt

eine Erhohung der intensiven Grofe Temperatur von 77 auf 1.

Isobare Zustandsdnderung (dp = 0)

Lésst man den Kolben beweglich und heizt, so vergréfert sich das Volumen, wobei der
Druck konstant gehalten wird, denn p ist dabei durch den Aufendruck vorgegeben.
Mit dp = 0 erhélt man aus

dh=¢c,dT'=Tds+ adp (6.70)

fiir die Anderung der spezifischen Entropie:

15

s2 — 81 =¢p log <T1) (6.71)

Die Entropiezunahme ist bei gleicher Temperaturzunahme grofer als im isochoren Fall,
denn c,, ist grofer als ¢,. Wie kommt das? Die Antwort lautet: Um die Temperatur von
T1 auf T» zu erh6hen, muss man bei isobarer Prozessfiihrung zusétzlich das Volumen
vergrofern, was eine hohere Entropiezufuhr erfordert.

Isotherme Zustandsinderung (dT" = 0)

Die isotherme Zustandsdnderung wird realisiert, indem geheizt wird und der Kolben
auf Kosten von Druck und Volumen so bewegt wird, dass die Temperatur konstant
bleibt. Dazu wird Gleichung (6.34) mit der Gasgleichung unter Beriicksichtigung von
dT = 0, also dh = 0, verkniipft:
dp
0=Tds+adp oder ds=—-R — (6.72)
p
Durch Integration erhélt man die isotherme Anderung der spezifischen Entropie:

s2 —s1 = —R log (pz) (6.73)
p1
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Das besagt: Um die Temperatur konstant zu halten, gibt es zwei M&glichkeiten: Wenn
der Druck vom Zustand 1 hin zum Zustand 2 zunimmt, muss man Entropie abfiihren
(d.h. kiihlen); wenn dagegen der Druck von 1 nach 2 abnimmt, muss man Entropie
zufihren (d.h. heizen).

Ein merkwiirdiges Ergebnis. Isotherme Zustandsédnderung ist ein Beispiel dafiir, dass
man heizt (= Entropiezufuhr, sa > s1), ohne dass es warmer wird (isotherm, 7o = T1).
Wir werden gleich den umgekehrten Fall kennen lernen, dass es warmer wird (72 > T1),
ohne dass man heizt (isentrop, sa = s1).

Wenn man bei den eben betrachteten Zustandsénderungen (isochor, isobar und iso-
therm in Abb. 6.4) die gleiche Heizung zufiihrt, so sind die Endtemperaturen 75 den-
noch in allen Féllen verschieden; man iiberzeuge sich davon, indem man die Gleichun-
gen (6.69), (6.71) und (6.73) fiir die gleiche Entropiezufuhr s2 — s1 nach T auflost.
Also: Gleiche Entropiezufuhr (d. h. gleiche Heizung) bedeutet noch lange nicht gleiche
Temperaturzunahme.

6.8 Warme und Entropie

Entropie zu- oder abzufiihren bedeutet, Warme zu- oder abzufiihren. Zum Umgang
mit der Warme braucht der Meteorologe also die Entropie. Aber wie bekommt er diese
so schwer fassbare Grofe in der Praxis?

6.8.1 Die potenzielle Temperatur

Die Gibbssche Gleichung (6.34) lautet fiir ein ideales Gas mit (6.57):

|cpdT:Tds—|—adp| (6.74)

Dies ldsst sich mit der zusétzlichen Abkiirzung

k=R/cp =2/7 (6.75)
und mit der Gasgleichung nach ds auflésen:
_ (4T dp\ _ (d(T/To) _d(p/po)
ds-cp<T K p)—cp< T/To K P (6.76)

Darin sind Tp und po unspezifizierte Konstanten, deren Differenziale verschwinden und
die daher die Giiltigkeit von (6.76) nicht beriihren; sie dienen dazu, T und p dimen-
sionsfrei zu machen, damit man gleich den Logarithmus bilden kann (Logarithmen
dimensionsbehafteter Grofen wie T' oder p kann man ja nicht bilden).

Gleichung (6.76) kann man mit den Rechenregeln fiir Logarithmen (vgl. Abschnitt
iiber die relative Ableitung im Kapitel 27 im Anhang) in die Form bringen:

T p\" 1 po>ﬁ}
ds = d |log — —1 — = dl — T = 6.77
s=cp [Og 7 o8 (p0> } ¢p d log [To (p (6.77)
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Wenn man hier nun die

potenzielle Temperatur: 0=T (po) (6.78)
p

einfithrt und d7p = 0 beachtet, so wird (6.77) zu

ds = Cp @ (679)

Diese einfache und zugleich wichtigste Formel der meteorologischen Thermodynamik
verkniipft die Entropieinderung mit der Anderung der potenziellen Temperatur.

Von den beiden Hilfsgrofen Ty und po sind wir Tp sogleich wieder losgeworden. Aber
po in der Definition von © wird man nicht mehr los. Dies ist ein Referenzdruck, fiir den
international der Wert pp = 1000 hPa vereinbart ist. Er ldsst sich so interpretieren:
Wenn ein Luftballen die aktuellen Anfangswerte T" und p hat und isentrop auf den
Druck po gebracht wird, so nimmt er die aktuelle Temperatur 7" = © an.

Die spezifische Entropie s idealer Gase ist also durch die potenzielle Temperatur ©
darstellbar. Wenn der Meteorologe mit der potenziellen Temperatur arbeitet, so arbei-
tet er mit der Entropie, ob er das will oder nicht. Hat man ©, so hat man auch s; will
man s wissen, so braucht man nur © in die Hand zu nehmen. Darin liegt die meteoro-
logische Bedeutung von ©. Bei isentropen Zustandsdnderungen bleibt © erhalten; das
ist ein Sonderfall, der leicht {iberpriifbar ist und grofse praktische Bedeutung hat.

Die Zustandsidnderung von 1 nach 2 wird durch das Integral von (6.79) beschrieben:

s2 — 81 = ¢plog (gj) (6.80)

Warmezufuhr ist nur moglich bei Entropiezufuhr. Wéarme- und Temperaturdnderung
sind zwei verschiedene und unabhéngige Prozesse. Warme und Temperatur diirfen
nicht miteinander verwechselt werden.

6.8.2 Der Fohneffekt

Der Spezialfall der isentropen Zustandsdnderung (ds = 0) erganzt die Liste der oben
betrachteten Sonderfille (isochor, isobar und isotherm), und er ist gleichzeitig der me-
teorologisch bedeutsamste. Die linke Seite von (6.80) verschwindet in diesem Fall. Das
besagt einfach, dass bei einer isentropen Zustandsénderung die potenzielle Temperatur
konstant bleibt. Bei einer isentropen Zustandséinderung macht man die Luft wirmer
oder kélter, ohne zu heizen oder zu kiihlen, einfach durch Druckénderung.

Wir betrachten einen speziellen isentropen Prozess: Die potenzielle Temperatur ©
eines Luftballens sei konstant und damit bei allen Druckniveaus gleich. Hat der Luft-



88 6 Elementare Thermodynamik

ballen beispielsweise bei 500 hPa eine Temperatur von T = 246 K, so betrigt seine
potenzielle Temperatur

2/7
O =246 K <1500(?) = T(po) = 300 K (6.81)

Die potenzielle Temperatur ist zugleich die aktuelle Temperatur beim Druckniveau
po. Das bedeutet: Wenn man den Luftballen isentrop bis zur Erdoberflaiche (Druckni-
veau po) absteigen ldsst, so kommt er dort mit einer aktuellen Temperatur von 300 K
an. Die Temperatur des Luftballens steigt also um 54 K, wenn er aus ca. 5 km Hohe
(Druckniveau 500 hPa) auf Meeresniveau gebracht wird, ohne dabei erwirmt zu wer-
den. Der Grund fiir diesen Féhneffekt ist die Zunahme des Luftdrucks beim Absinken
und die dadurch bewirkte Kompression des Luftballens.

6.8.3 Die Poisson-Gleichung
Die Entdeckung der isentropen Zustandsdnderungen ist eine der bleibenden Errungen-

schaften der klassischen Physik. Dieser Fall wurde friither nicht mit dem Konzept der
potenziellen Temperatur formuliert, sondern mit der Poisson-Gleichung. Diese erhalt

1> p2\"
L_ (P2 6.82
L (p) (6.52)

Die Interpretation von (6.82) entspricht der Interpretation des Fohneffekts.

man mit ©; = Oa:

6.8.4 Isentroper Temperaturgradient

Wir haben oben im Abschnitt iiber die barometrische Hohenformel die isotherme und
die polytrope Atmosphére besprochen. Dabei wird die Temperaturabhiangigkeit von
der Hohe vorgegeben und daraus der Zusammenhang von Druck und Hohe berechnet.
Im Fall isentroper Zustandsidnderung liefert Gleichung (6.76)

drr  dp
Andererseits kann man die hydrostatische Gleichung in folgender Form schreiben:
dp dz
— =—g = 6.84
» IRT (6.84)
Wenn man aus diesen Gleichungen dp/p eliminiert, so folgt dT' = —(x g/R) dz oder
oT g K
— | =—F=-98 — 6.85
( 0z )is Cp km (6:85)

Das ist der vertikale isentrope Temperaturgradient. Er wird vielfach ungenau als ,,adia-
batischer“ Temperaturgradient bezeichnet, ein Brauch, dem wir uns nicht anschliefsen.
Gern wird auch die Grofe I'q = —(97T/0z)is verwendet; sie ist positiv und heilt isen-

tropes Temperaturgefdille.
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I'q ist eine wichtige und haufig verwendete Referenzgréfe in der Theorie von Plane-
tenatmosphéren. Zur Herleitung braucht man nur die vertikale Konstanz der potenzi-
ellen Temperatur sowie die hydrostatische Gleichung und die Gasgleichung.

6.8.5 Zustandsdnderungen idealer Gase

Wir fassen die wichtigsten Gleichungen der vorangegangenen Abschnitte zusammen:

du=Tds —pda du = ¢, dT (6.86)

dh=Tds+ adp dh = ¢, dT (6.87)

h=u+pa pa=RT (6.88)
po \"* do

Zwei Variablen legen beim idealen Gas den thermodynamischen Zustand fest. Die
folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Anderungen von Druck, Entropie und
Temperatur sowie die Warmezufuhr bei isobaren, isentropen und isothermen Zustands-
dnderungen. Alle hier aufgefiihrten Beziehungen lassen sich aus obigen Gleichungen
herleiten. Der Leser vervollstindige zur Ubung die Tabelle fiir die isochoren Zustands-
dnderungen (neue Spalte der Tabelle) sowie fiir die Anderungen des spezifischen Volu-

mens (neue Zeile).

isobar isentrop isotherm
dp=20 ds=dO =0 dI'=du=dh =0
1/k
p2 T> P2 1
_ P2 _ (22 1 P2 e
P2 —p1 0 o (Tl) og (pl) R(Sz 51)
1> D2
S2 — 81 cp log (T1) 0 —R log (p1>
02 — 64 T (p2\"
Ty —T 2o | 2o (B2 0
2 1 o; 1 T <p1)
2
Q= [ds cp (To — T1) 0 T(sz —s1) = —RT log (m>
1 p1
2
W =—[pda | —R(T> — T1) co (T2 —T1) —/Tds:—Q:RTlog <§2)
1 1

6.8.6 Entropiezufuhr beim Heizen

Wir haben bisher keine zahlenméfigen Messungen der Entropie angegeben, sondern
uns darauf beschriankt, die Bedeutung isentroper Zustandsédnderungen hervorzuheben.
Nun kénnte der Leser denken, die Entropie sei eine so unzugéngliche Grofe, dass man
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sie lieber nicht angibt, weil man sie doch nicht messen kann, sondern immer nur sagt,
sie sei konstant — dadurch vermeidet man, sie ndher angeben zu miissen.

Um diesen Trugschluss zu beseitigen, erinnern wir uns an das oben formulierte Prin-
zip der Energieinderungen. Es besagt, dass eine Warmezufuhr bei homogenen Sys-
temen durch den Differenzialausdruck T ds beschrieben wird. Wir fragen also: Wie
dndert sich s eines Systems durch eine Zustandsdnderung, bei der die Temperatur
von T auf Ta erhéht wird, wenn die Energieinderung ausschliefslich durch Warme-
zufuhr T'ds erfolgt? Da bietet sich der isobare Spezialfall von Gleichung (6.74) an.
Er beschreibt die Heizung bei konstantem Druck, also die gewdhnliche Situation im
Wohnzimmer an einem Wintertag (die folgenden Gleichungen haben wir schon oben
in Abb. 6.4 gefunden):

ds=c¢p % =cp % , integriert: 82 — 81 = ¢plog (%) (6.90)
Wenn man beispielsweise in einem Zimmer von 10 m x 20 m X 2.5 m Grofe, in dem
sich ungefdhr M = 500 kg Luft befinden, die Temperatur von 77 = 283 K auf T» =
293 K erhdhen will, so braucht man dafiir eine Entropiezufuhr von

-1 1000 J 10
~ (500 k =
(500 ke) 3R 953

~1.8-10* (6.91)

Al =

T
Se — 51 :Mcplog?2 ~ Mcp
1

Diese ist gleichbedeutend mit einer Heizung.

Wie stark ist nun aber die Heizung, d.h. wie grof ist die Energiezufuhr (denn die
bezahlt man ja schlieflich)? Die Energiezufuhr ist hier eine Enthalpiezufuhr, denn die
Zustandsénderung ist isobar. Die Enthalpiezufuhr fiir die eben berechnete Entropie-

zufuhr betragt

1000 J
kg K

Hy — Hy = M ¢, (T — T1) = (500 kg) - (10K)=5-10°J (6.92)

Das entspricht einer elektrischen Energie von ungefahr 1.5 kWh.

6.8.7 Die Heizung der Atmosphdre

Oben haben wir gesagt, Warmezufuhr sei nur méglich bei Entropiezufuhr. Das hort
sich so an, als sei Entropie = Warme? Das war der alte Traum der frithen Thermody-
namiker, die Warme als eigene Energieform isolieren zu kénnen.

Das ist aber ein Trugschluss. Es gibt keine eigene Energieform Warme, und die Zu-
standsgrofse Entropie ist nicht die Warme. Die zugefithrte Wéarme bei Entropiezufuhr
ds ist T'ds. Man bezeichnet die Quellgrofe

o_rds_,Tdo
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als Heizung der Atmosphdre. @Q ist ein massenspezifischer Energiefluss und hat die
Einheit W/kg. Die Heizung kann auf verschiedene Weise erfolgen. Die wichtigsten
Prozesse sind Strahlung und Kondensation von Wasserdampf. Im eben betrachteten
Beispiel der Heizung eines Zimmers wird die Warme durch Verbrennung erzeugt, also
durch Umwandlung chemischer Energie, oder auch durch Umwandlung elektrischer
Energie. Mit (6.93) nimmt die Zustandsédnderungsgleichung (6.74) die Form an:

dp
dt

dcpT_Q+a

= (6.94)

Das wird spéter in der globalen Energetik die Grundgleichung fiir die Heizung der
Atmosphére sein. Formel (6.93) haben wir bereits oben fiir die Strahlungsheizung
benutzt.

6.8.8 Isentrop, adiabatisch, reversibel

Die Entropie kann durch zwei Prozesse zunehmen: einerseits durch Transport (Herbei-
schaffung von aukerhalb des Systems, Advektion) und andererseits durch Erzeugung
(Produktion innerhalb des Systems):

ds = dSTransport + dSErzeugung (695)

Bei dS = 0 spricht man von einem isentropen Vorgang. Ist der Entropietransport
unterbunden (d. h. ist dSTransport = 0), so nennt man diesen Prozess adiabatisch (an-
dernfalls diabatisch). Ist dagegen die Erzeugung von Entropie unterbunden (d.h. ist
dSErzeugung = 0), dann ist der Prozess reversibel (andernfalls irreversibel).

In der Natur kommen zwei wichtige Grenzprozesse vor:

m Reversibel und diabatisch: Advektion
m Irreversibel, adiabatisch: Temperaturausgleich

Dem Anfanger, der sich in den Begriffen isentrop, adiabatisch, reversibel leicht verhed-
dert, sei als einfachste Regel empfohlen, nur das Begriffspaar isentrop — nicht-isentrop
zu verwenden. Dagegen sollte er die Attribute adiabatisch — nicht-adiabatisch und
reversibel — irreversibel tunlichst vermeiden. Der Grund ist der folgende: Ob der Pro-
zess tatséchlich adiabatisch oder reversibel ablauft, ldsst sich fiir offene Systeme wie
die Atmosphére so gut wie nie feststellen.?

Was sich in der meteorologischen Praxis mit hoher Genauigkeit feststellen lasst, ist
die Zustandsinderung, d.h. die Anderung der Entropie, und zwar anhand der Ande-
rung der potenziellen Temperatur. Dabei gibt es nur zwei Moglichkeiten: Entweder ©

3In der Laborphysik, wo man mit abgeschlossenen Systemen arbeitet und woher die Begriffe
adiabatisch und irrversibel urspriinglich stammen, ist dies anders.
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ist konstant, dann ist die Zustandsdanderung isentrop; oder © ist nicht konstant, dann
ist die Zustandsdnderung nicht-isentrop.

Einfacher geht es nicht. Mit dieser Hygiene vermeidet man unnétige Aussagen iiber
Adiabasie oder Irreversibilitdt, die man gewohnlich weder bendtigt noch iiberpriifen
kann. Was man braucht, ist bei nicht isentropen Prozessen die Nettoheizung (d. h.
die Anderung der Entropie), und diese ldsst sich anhand der gemessenen Anderung
von © unmittelbar angeben. Die Energiezufuhr bei der Nettoheizung muss man in der
Atmosphére gewohnlich nicht kennen. Im Wohnzimmer ist dies umgekehrt: Da muss
man die Energiezufuhr kennen, nicht aber die Entropiezufuhr.

Um dennoch das grundsétzlich (nicht praktisch) wichtige Prinzip der Irreversibilitét
zu erldutern, betrachten wir im folgenden ein einfaches Beispiel.

6.8.9 Entropiezunahme bei Temperaturausgleich

Im klassischen Gedankenexperiment von Abb. 6.5 geht es um den Temperaturausgleich
zwischen zwei zu Beginn verschieden temperierten Kompartimenten eines Geféfies. Es
soll nur Temperaturausgleich und sonst nichts moglich sein, und das Gefifs sei nach
aufsen ideal isoliert.

Die hochgestellten Indizes k und w bezeichnen die anfangs warme bzw. anfangs
kalte Hélfte des Geféfses, und die Ziffern 1 und 2 beziehen sich auf den Zeitpunkt
vor bzw. nach der Zustandsdnderung. Aus welchem Stoff die Medien bestehen (Gas,

Abb. 6.5 Temperaturausgleich zwischen
zwei Medien. Man habe ein GefaR mit zwei
Hilften jeweils gleicher Substanzmasse
darin und gleichen Volumens, das nach
aulen isoliert ist und mit der Umgebung
keine Warmeenergie austauscht. Zu Beginn
haben die beiden Halften unterschiedliche
Temperaturen, und am Ende sind die
Temperaturen gleich. Energie und Entropie
der beiden Halften des Systems andern
sich und werden im Text berechnet.

Flissigkeit, Festkorper) braucht nicht spezifiziert zu werden. Die Gesamtenergie setzt

sich zu beiden Zeitpunkten aus den Energien der beiden Hélften zusammen:
E, = EY + EY E; = EX + EY (6.96)

Ebenso setzt sich die Gesamtentropie zu beiden Zeitpunkten aus den Einzelentropien
der beiden Héalften zusammen:

Sy =S+ SY Sy = S5+ SY (6.97)
Die Energiednderung bei konstantem Volumen lésst sich so schreiben:

dE = Mdu= Mc,dT (6.98)
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Die Abnahme der Energie in der anfangs warmeren Hélfte muss gleich der Zunahme
der Energie in der anfangs kilteren Hélfte sein:

dE* = —-dEY — EX5—Ef=—(EY —EY}) (6.99)

Wegen Gleichung (6.98) muss dies auch fiir die Temperaturen gelten. Die Tempe-
raturzunahme im kalten Bereich muss der Temperaturabnahme im warmen Bereich
entsprechen:

TS —TF = — (T3 — 1Y) (6.100)

Nach dem Ausgleich haben beide Hélften dieselbe Temperatur:
TS =T =T (6.101)

Fiir die Gleichgewichtstemperatur 7" und die Differenz zwischen den Ausgangswerten
und der Gleichgewichtstemperatur ergeben sich folgende Bezichungen:

_ W+ T ap - =T
2 2

T (6.102)

TE =T — AT TV =T+ AT (6.103)

Wie groff ist die Entropieinderung bei diesem Temperaturausgleich? — Andert sich
die Entropie iiberhaupt? Energie wird ja keine verloren oder gewonnen, warum also
Entropie? Oben wurde doch gesagt, dass Heizung nur durch Entropiezufuhr mdéglich
ist. Warum sollte daher umgekehrt die Netto-Entropie zunehmen, wenn, wie hier, netto
nicht geheizt wird?

Bei unserem Experiment ist ja das Volumen konstant; also ist der Temperaturaus-
gleich eine isochore Zustandsénderung. Fiir die Zunahme der Entropie im anfangs
kalteren Medium gilt daher nach Gleichung (6.69):

K
S5 — SF = M e, log (ﬁ() (6.104)
1

Die entsprechende Beziehung gilt fiir das anfangs warmere Medium. Mit der Abkiirzung

AT
= — 1
T= % (6.105)
ergibt sich fiir die Entropieinderungen in beiden Hélften:
S5 S% = Meylog [ —— SY — S¥ = Meylog | —— (6.106)
2 1= w08\ T2 2 1= w108 { 7 g :

Die Entropie im kalten Bereich hat sich vergrofiert, jene im warmen Bereich verringert;
das hort sich plausibel an, denn dadurch ist der warme Bereich abgekiihlt und der kalte
erwirmt worden. Aber wie steht es mit der Anderung der Gesamtentropie? Diese ist
gleich der Summe der Anderungen der Einzelentropien:

So — S1 = Mec, {log (liT) + log (1_’_17>} = Mcy log (1_172) (6.107)
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Da der Nenner im Bruch des letzten Logarithmus immer kleiner als der oder gleich
dem zugehorigen Zihler ist, ist der Logarithmus und somit die Anderung der Gesamt-
entropie immer > 0. Die Energie beim idealen Temperaturausgleich bleibt erhalten,
aber Entropie wird irreversibel erzeugt.

Der Grund dafiir ist, dass der ausgeglichene Zustand wahrscheinlicher ist und von der
Natur angestrebt wird. Dies dufsert sich darin, dass Entropie aus dem Nichts erzeugt
wird. In auffalligem Unterschied zur Energie gehorcht also die Entropie keinem Erhal-
tungssatz (genauer, nach Falk und Ruppel (1976): Sie gehorcht nur einem ,halben*
Erhaltungssatz: Sie kann irreversibel erzeugt, aber nicht vernichtet werden).

Im Hinblick auf Gleichung (6.95) vergleichen wir die soeben berechnete erzeugte
Entropie mit der von Warm nach Kalt transportierten Entropie S —S§ ~ — (8% —S¥):

1
ASErzeugung = 52 — Sl = Mcv log (1_7—2) ~ log (1 + T2) ~ ﬁ =T (6.108)
ASTransport Sg — Sll( Me, log (ﬁ) log (1 + 7') T

Hier wurden wegen der Kleinheit von 7 die Taylorentwicklungen fiir den Binomialaus-
druck und den Logarithmus verwendet.

Das Ergebnis besagt: Der irreversible Anteil ist sehr klein. Bei einem Temperatur-
unterschied von 3 K und einer Temperatur von 300 K liegt 7 bei 1 %. Relevant fiir
den Entropiehaushalt ist also am Ende, trotz der ideal irreversiblen Prozessfiihrung
von Abb. 6.5, der Fluss der Entropie, nicht ihre Erzeugung.

6.9 Chemische Energie

Bei Anderungen der Masse des Systems (die ja nicht erzeugt werden kann) muss diese
Masse dem System von aufsen zu- oder nach auflen abgefiihrt werden. Dabei wird —
nach Maftigabe des chemischen Potenzials — chemische Energie ausgetauscht, wie wir
oben gesehen haben. Nun sind meteorologische Luftmassen immer offene Systeme,
die stdndig Masse miteinander austauschen. Miissen wir also nicht stdndig auch den
Austausch chemischer Energie berticksichtigen?

Bei homogenen Systemen, in denen keine Phaseniibergénge stattfinden, miissen wir
das nicht. Darin liegt die Bedeutung der Homogenitit und der Tatsache, dass wir oben
statt der Gleichungen fiir die absoluten thermodynamischen Grofen (wie E, H oder S)
solche fiir die massenspezifischen Gréfien (e, h oder s) hergeleitet und dabei gefunden
haben, dass diese vom chemischen Potenzial unabhéngig sind. Vorlaufig brauchen wir
also das Modell des homogenen Systems nicht aufzugeben. Das miissen wir erst im
iibernichsten Unterabschnitt tun, wenn es um Phaseniibergénge geht.



6.9 Chemische Energie 95

6.9.1 Das chemische Potenzial

Das chemische Potenzial verdeutlichen wir nun durch die folgende Analogie zum Wér-
meausgleich und zum Druckausgleich. Nach dieser Vorstellung gilt allgemein: Kommen
zwei Partialsysteme, deren intensive Grofen unterschiedlich sind, miteinander in Kon-
takt, so erfolgt ein Strom der jeweils konjugierten extensiven Grofse, bis die intensiven
Groflen ausgeglichen sind.

Wir betrachten in Abb. 6.6 ein nach aufen abgeschlossenes System aus zwei Kom-
ponenten. Die Indizes 1 und r bezeichnen die Komponenten links bzw. rechts von der
Trennwand. Es gibt einen Fluss von Entropie (links), einen von Volumen (Mitte), und

b)  p<p c) W<y

Abb. 6.6 Zum Ausgleich intensiver GroBen durch Fliisse der konjugierten extensiven GréRen.
a) Wirmeaustausch: Fluss von Entropie durch eine massenundurchlissige Trennwand bei
der Temperaturdifferenz 71 < T;. Wiarme (in Form von Entropie) flieBt von rechts nach links,
bis sich die Temperaturen ausgeglichen haben. b) Austausch mechanischer Energie: Fluss von
Volumen durch eine verschiebbare Trennwand bei der Druckdifferenz p; < p,. Die Trennwand
verschiebt sich von rechts nach links, bis auf beiden Seiten derselbe Druck herrscht; das ent-
spricht einem Fluss von Volumen von links nach rechts. c) Austausch chemischer Energie: Fluss
von Masse bei einer Differenz (hier p1 < ) der chemischen Potenziale. Wenn die Trenn-
wand massendurchlissig ist, flieBt Masse von rechts nach links, bis die chemischen Potenziale
ausgeglichen sind.

einen von Masse (rechts). Allen drei Experimenten ist gemeinsam: Unterschiede in der
intensiven Grofie bedingen einen Fluss der konjugierten extensiven Grofse, der so lange
anhalt, bis die intensive Grofe auf beiden Seiten gleich geworden ist. Das bedeutet:
Jedes der drei Experimente verdeutlicht einen der drei Summanden in der Gibbsschen
Gleichung (6.27).

Unter welchen Bedingungen sind die chemischen Potenziale links und rechts in Teil-
bild ¢) von Abb. 6.6 eigentlich unterschiedlich? Das hingt von den Zustandsgrofen T
und p ab. Wir miissen uns also die Abhéngigkeit (7, p) ansehen. Dazu betrachten wir
das linke und das rechte Kompartiment von Teilbild c¢) jeweils fiir sich als homogen.

Allgemein koénnen wir wegen p = g die Gleichungen fiir die freie Enthalpie, insbe-
sondere (6.39), fiir das Differenzial des chemischen Potenzials nutzen:

dp=—sdT +adp| (6.109)
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Demnach héngt p auf natiirliche Weise von T und p ab, und fiir die partiellen Ablei-

tungen folgt

owT,p) _ ou(T,p)
T s o o (6.110)

Beide Zustandsgrofien s und « sind positiv. Das bedeutet: p fallt mit 7' ab und steigt

mit p an.

Darin liegt nun der Unterschied zwischen den Kompartimenten in Teilbild ¢) von
Abb. 6.6. Wenn sich ein Fluid in beiden Kompartimenten befindet, das aber verschie-
denen Driicken ausgesetzt ist, so wird es einen Massenfluss vom Kompartiment mit
héherem g hin zu dem mit niedrigerem p geben. Das Entsprechende geschieht, wenn
die Kompartimente unterschiedlich temperiert ist.

Dieses Konzept léasst sich auf den Phaseniibergang anwenden. Wir stellen uns vor,
dass die Trennfliche in Abb. 6.6 nicht wie in Teilbild c) vertikal, sondern horizontal
liegt und dass sich unten fliissiges Wasser befindet, dariiber jedoch Wasserdampf. Bei
den zwei Phasen sind s und « ganz verschieden: In der fliissigen Phase sind beide klein,
in der gasformigen Phase grofs. Also sind die Steigungen geméf Gleichung (6.110) beim
Wasserdampf absolut grofier als beim Wasser.

Das ist in Abbildung 6.7 halbquantitativ wiedergegeben. Im linken Teilbild sind die
Temperaturabhéngigkeiten bei konstantem Druck aufgetragen. Wenn man beachtet,
dass die Entropie des Wasserdampfs grofer ist als die des Wassers, werden die Kurven

D

7 a
l . Kondensation
2

€s

> P

Abb. 6.7 Die Temperatur- und die Druckabhédngigkeiten der chemischen Potenziale von Was-
serdampf (gestrichelt) und von Wasser (durchgezogen). Links: u(7,p) bei konstantem Druck;
rechts: (T, p) bei konstanter Temperatur. Man beachte, dass p der Partialdruck des Wasser-
dampfs ist und nicht etwa der Luftdruck.

sofort verstdndlich. Liegt nun T iiber dem Taupunkt Ty, so ist das chemische Potenzial
von Wasser grofser, sodass Verdunstung einsetzt. Unterhalb von Ty hat Wasserdampf
ein hoheres chemisches Potenzial; das bewirkt Kondensation. Beim Taupunkt befinden
sich beide Phasen im Gleichgewicht.

Das rechte Teilbild zeigt die Druckabhéngigkeiten der chemischen Potenziale bei kon-
stanter Temperatur. Auch hier ist der Anstieg der jeweiligen Kurve sofort verstiandlich,
wenn man beachtet, dass das spezifische Volumen von Wasserdampf viel grofser ist als
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das von Wasser. Also kommt es bei Ubersittigung p > es zur Kondensation und bei
p < es zur Verdunstung. Beim Sattigungsdampfdruck haben Wasser und Wasserdampf
dasselbe chemische Potenzial.

Verdunstung und Kondensation von Wasser gehorchen also im Prinzip dem gleichen
Grundgesetz, nach dem ein Stein zu Boden fallt: Das Wasser folgt dem Gefille des
chemischen Potenzials. Bei grofsem T und niedrigem p verdunstet es; bei kleinem T'
und grofem p kondensiert es.

Zum Schluss wollen wir das chemische Potenzial allgemein fiir das ideale Gas ange-
ben. Gemafs (6.31) gilt p = h — T's und daher fiir das ideale Gas

pw=_(cp—5T (6.111)

Mit der potenziellen Temperatur © gilt fiir die Entropie

5 — 80 = cp log (@90) (6.112)

Damit lasst sich s aus (6.111) eliminieren, so dass folgt:

W= {cp — 80 — ¢p log (g})} T (6.113)

Das ist der explizite Ausdruck fiir das chemische Potenzial p der gasférmigen Bestand-
teile der Atmosphére.

6.9.2 Phaseniibergange im Gleichgewicht: Die
Verdampfungsenthalpie

Bei Energieumwandlungen durch den Austausch chemischer Energie treten Massen-
dnderungen auf. Die vorstehende Betrachtung hat uns zwar gezeigt, in welche Rich-
tung der Phaseniibergang geht. Aber nun wollen wir diesen Prozess auch quantitativ
beschreiben.

Zunéchst ist beim Phaseniibergang die oben diskutierte Annahme nicht mehr giiltig,
dass die Konzentrationen konstant sind; daher kann man nicht mit dem Modell des

Abb. 6.8 Phasengleichgewicht zwischen
Wasser und Wasserdampf (V' = uP)
bei isobarer Verdampfung. Das Wasser
wird von unten erhitzt, und iiber dem
Dampf befindet sich ein frei beweglicher
Wasserdampf Kolben, damit sich der Wasserdampf
nicht mit der Luft vermischt. Das System
steht unter dem von aulen gegebenen
Atmospharendruck (isobar); der Prozess
verlauft isotherm.

Wasser

Heizung
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homogenen Systems arbeiten: Keine der aus der Homogenititsannahme folgenden Ge-
setzmafRigkeiten darf man verwenden, insbesondere nicht die sonst unsere Thermody-
namik beherrschenden massenspezifischen Gibbsschen Gleichungen (6.33) und (6.34).
Stattdessen muss man zur allgemeinen Gibbsschen Gleichung (6.27) zuriick kehren.
Die korrekte Gibbssche Gleichung fiir die in Abb. 6.8 skizzierte Zustandsénderung
lautet
dH =TdS +Vdp+ p"¥ dM™W + p° dm® (6.114)

Die hochgestellten Indices bedeuten W = Wasser und D = Wasserdampf. Der Vorgang
des Siedens ist isotherm (Wasser wird ja nicht auf iiber 100 °C erhitzt) und wegen des
frei beweglichen Kolbens isobar. Die investierte Energie wird fiir den Phaseniibergang
verwendet, und sie produziert Verdampfungsenthalpie.

Warum verwenden wir in (6.114) eigentlich die Gleichung fiir die Enthalpie anstatt
die fiir die Energie, und woher weifs man, welche man ansetzen muss? Die Antwort
lautet: Man kann jede der beiden nehmen, denn beide gelten in gleicher Weise und
beschreiben denselben physikalischen Sachverhalt. Aber der Vorgang ist isobar, und
deswegen ist die Enthalpiegleichung besser geeignet, weil man dabei sofort dp = 0
setzen kann. Wie sollte man das in der Energiegleichung machen? Darin steht das
Differenzial dV, aber das Volumen ist bei der isobaren Verdampfung nicht konstant.

Bei isobarer Verdampfung herrscht Gleichgewicht der chemischen Potenziale, also
ist uV = pP; ferner ist die gesamte Masse MY + MP konstant; daher muss auch
dMW 4+ dMP = 0 gelten. Aus (6.114) folgt also

dH =TdS+Vdp+ (u" — pP)ydmM™V =T4ds (6.115)

Die Vereinfachung ergibt sich aus dp = 0 und x" — P = 0. Diese Gleichung lisst sich
direkt integrieren, denn die Verdampfung verlauft isotherm:

H® — HYV =71 (SP - sW) (6.116)

HP und SP sind die gesamte Enthalpie bzw. Entropie des Dampfes und HY bzw.

SW entsprechend die des Wassers. Wir beziehen nun den Enthalpiezunahme, d.h. die

Verdampfungsenthalpie, auf die Massenénderung des insgesamt verdampften Wassers:
H =0 5 =5 (6.117)
MD — MW MD — MW

und bezeichnen L als Phasenumwandlungswdrme. Diese Gleichung kann man mit den

entsprechenden Differenzen der spezifischen Grofien auch schreiben:

hP —pW =T (sD —sW) =L (6.118)

K2 — B st die spezifische Verdampfungsenthalpie, s® — sV die spezifische Ver-
dampfungsentropie. Die Phasenumwandlungswérme L ist der Unterschied zwischen
der (grofien) spezifischen Enthalpie des Dampfs und der (kleinen) des Wassers. L =
2.5-10° J /kg ist fiir alle praktischen Zwecke eine Konstante (Temperaturabhingigkeit
+2% zwischen -20°C und +20°C).
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Das Wort spezifisch bezieht sich hier nur auf die Masse des Wasserdampfes; bei der
ganzen Uberlegung bis zur Definition von L ist ja die Luft nicht beteiligt. Aber die
freiwerdende Phasenumwandlungswéarme kommt natiirlich der Luft zugute. Also bildet
man Lg und nennt dieses Produkt die latente Wairme der Luft; das ist eine spezifische
Energie (Einheit J/kg).

Schauen wir uns die Definitionen und auch die Betrdge der Zahlenwerte (bei
T = 0 °C) der moglichen Phaseniibergénge zwischen den drei Aggregatzustinden von
Wasser an. Als (obere) Indizes verwenden wir g fiir gaseous (gasférmig), 1 fiir liquid
(fliissig) und s fiir solid (fest):

m Verdampfen bzw. Kondensieren:

L8 =T (s® — s") =2.50-10° J/kg (6.119)
m Schmelzen bzw. Gefrieren:

L®=T(s'—s%) =0.33-10° J/kg (6.120)

m Sublimieren:
L& = L8 4 L =T (s* — s°) = 2.83-10° J/kg (6.121)

Beim isobaren Experiment von Abb. 6.8 betragt die Temperatur 100 °C, und der
Dampfdruck ist gleich dem &ufseren Luftdruck. Bedeutet dies, dass Wasser nur bei
100 °C verdampft? Verdampft es nicht auch bei Zimmertemperatur? Dazu &ndern wir
das Experiment so ab, dass wir (z. B. in einer Unterdruckkammer) den atmosphérischen
Luftdruck vermindern. Jetzt siedet das Wasser bei einer niedrigeren Temperatur. Die
entsprechende experimentelle Anordnung nennt man Siedebarometer; mit ihm kann
man iber eine Temperaturmessung den Druck z. B. auf einem Berggipfel bestimmen.
Auch die frithen Ballonfahrer arbeiteten mit Siedethermometern. Im Labor ermittelt
man auf diese Weise die Sdttigungsdampfdruckkurve. Diese wollen wir nunmehr durch
eine theoretische Betrachtung berechnen.

6.9.3 Die Clausius-Clapeyronsche Gleichung

Wenn sich die fliissige und die gasférmige Phase im Gleichgewicht befinden, gilt fiir
die chemischen Potenziale
pe—pt=0 (6.122)

Die Gesamtheit der Anderungen der chemischen Potenziale im Gleichgewicht ist eben-
falls null:
d(pf — =0 (6.123)

Daher gilt dies auch fiir das totale Differenzial:

ous(T,p)
oT

OpE(T,p) . ou'(T,p) ... ou'(T,p) , _
AT + S B dp = P ar oy dp=0 (6.124)
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Aus den Gleichungen (6.110) folgt:
Ot (T, p) g Opt(Tip) _ s

ouNT,p) _ . NT,p)
~a7 =% o o (6.126)

Durch Einsetzen dieser Beziehungen in Gleichung (6.124) erhalt man die Clausius-
Clapeyronsche Gleichung, die nicht nur fiir den hier betrachteten, sondern entsprechend
fiir jeden Phaseniibergang gilt:

(a® —a')dp = (s — ") dT (6.127)

Wir wollen diese Gleichung nun auf ein Wasserdampf-Wasser-Gemisch anwenden und
'« a® ist; es ist ja of = (1 m®)/(1000 kg) und of =
(1 m®)/(1 kg). Fiir das spezifische Volumen des Wasserdampfs verwenden wir die

nutzen dabei aus, dass «a

Gasgleichung:
RT

p
Hierin ist p der Dampfdruck (d. h. der Druck des Wasserdampfs und damit gleichzeitig

(0® —a' )~ af = (6.128)

der Druck im Inneren des fliissigen Wassers) und R die individuelle Gaskonstante
des Wasserdampfs. Der erste Faktor rechts in (6.127) kann wegen Gleichung (6.118)
geschrieben werden als

L
g 1
_ == 12
(s*—s) (6.129)
Einsetzen in Gleichung (6.127) ergibt

dp L dp L dT

_ = = _— = —= — .1

R1 b T d7 oder b "R T (6.130)

Die Integration dieser Differenzialgleichung (mit den Referenzwerten po und Tp) liefert

log (;) = % (;0 - ;) (6.131)

Aufgelost nach der meteorologisch iiblichen Bezeichnung p = es, dem Sattigungsdampf-
druck, lautet (6.131) mit der Gaskonstanten Rp des Wasserdampfs:

es(T) = es(To) exp {RLD (7{0 - ;)} (6.132)

Beim Sattigungsdampfdruck haben Wasser und Wasserdampf dasselbe chemische Po-

tenzial. es hangt nur von der Temperatur ab (vgl. Abb. 6.9).

Dieser funktionale Zusammenhang ist eingebettet in die Abhéngigkeit des chemi-
schen Potenzials von 7" und p. Die Funktion p (7T, p) lasst sich allgemein als Flédche in
einem dreidimensionalen kartesischen Koordinatensystem darstellen; fiir jeden Wert
von T und p gibt es einen Wert von p. Graphisch interpretiert entspricht dies einer
zweidimensionalen Oberfliche fiir Wasser und einer davon verschiedenen fiir Wasser-
dampf. Beide haben eine gemeinsame Schnittlinie, die eine Funktion des Dampfdrucks
von der Temperatur darstellt. Diese Schnittlinie ist die Séattigungskurve in Abb. 6.9.
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Jene Temperatur Ty, bei der Wasser und Wasserdampf dasselbe chemische Potenzial
besitzen, wird als Taupunkt bezeichnet. Tq hdngt nur vom Druck ab (vgl. Abb. 6.9).

Abb. 6.9 Sittigungskurve des Wasser-
A dampfs als Funktion der Temperatur. Bei
aktuell gemessenen Werten von Dampf-
druck e und Temperatur T' (Arbeitspunkt)
gibt es zwei Mdglichkeiten, um Kondensa-

Osfromrrrrr tion zu erreichen: Entweder man verringert
T und gelangt vom Arbeitspunkt nach
links zur Sattigungskurve (zum Tau-

€= A N punkt) oder man erhdht e und wandert

dabei vom Arbeitspunkt nach oben zur

Arbeitspunkt
: P Sattigungskurve (zum Sattigungsdampf-
T druck). Alle méglichen Zusténde der
T T Atmosphire befinden sich ,,rechts” von der

Sattigungskurve.

Im praktischen Wetterdienst gibt man gern die Differenz zwischen aktueller Tem-
peratur 7' und Taupunkt Tq an und bezeichnet diese Grofke als Spread. Analog dazu
kénnte man eine Differenz zwischen dem aktuellen Dampfdruck e und dem Sattigungs-
dampfdruck es angeben. Hier verwendet man aber lieber das Verhéltnis beider Grofien
(die relative Feuchte).

6.10 Latente Warme

Im vorhergehenden Abschnitt {iber die chemische Energie spielte die Luft keine Rolle,
und wir haben nur den Zusammenhang zwischen fliissigem Wasser und Wasserdampf
betrachtet. Wie wirkt sich aber der Phaseniibergang des Wassers auf die Luft aus, in
der sich das Wasser befindet? Das beschreibt Gleichung (6.117), in der die Phasen-
umwandlungswéarme L definiert ist. Die spezifische Verdampfungsenthalpie, zunéchst
nur fiir den Wasserdampf allein definiert, kommt als latente Wdrme L g der Luft zugute
und &ndert ihre Enthalpie. Wir berechnen im n#chsten Schritt die Enthalpie feuchter
Luft.

6.10.1 Enthalpie feuchter Luft

Feuchte Luft ist eine Mischung aus Luft (oberer Index L) und Wasserdampf (oberer
Index D). Den Anteil des kondensierten Wassers beriicksichtigen wir nicht. Also ist
nach der obigen Gleichung (6.117) die Enthalpie des reinen Wasserdampfs:

HP =L MP (6.133)
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Das ist identisch mit Gleichung (6.118) fiir den Fall, dass bV = 0, weil schon alles
Wasser verdampft ist; d.h. (6.118) lautet einfach hP = L. Der Enthalpieanteil der

trockenen Luft ist
H" =y M"T (6.134)

Die spezifische Enthalpie des Gemischs ist

HY + HP L Mt MP
S N S S (R 1
"= = Ll am (6.135)
—_——— ~——
=c, =q

cp ist die spezifische Wérme der feuchten Luft; diese lésst sich schreiben
cp=cp(l1—q) (6.136)

Der Zusatzterm ist so klein, dass man ¢, gewohnlich als c;j der trockenen Luft inter-
pretiert.

Die exakte Form (6.135) ist nun die gesuchte Enthalpie der feuchten Luft, auch
einfach als feuchte Enthalpie bezeichnet

h=c¢, T+ Lgq (6.137)

im Unterschied zur trockenen Enthalpie h = ¢, T.

Wie passt dieses Ergebnis zu der Konvention in der Meteorologie, feuchte Luft als
ideales Gas zu behandeln? Die feuchte Enthalpie ist ja zundchst, wie die trockene,
eine Funktion von Temperatur und Druck; aber wegen des Wassergehalts muss sie
aulerdem eine Funktion der Feuchte sein. Also muss allgemein gelten

oh oh oh

dh(T,p,q) = T dT + p dp + 9 dq (6.138)
~~ ~— ~—
=Cp =0 =L

Die ersten beiden unterklammerten Ausdriicke reproduzieren unser fritheres Ergebnis,
dass die Temperaturableitung der Enthalpie eines idealen Gases fiir isobare Zustands-
dnderungen gleich ¢, ist und dass die Druckableitung fiir isotherme Zustandsénderun-
gen verschwindet. Der dritte Faktor folgt aus (6.137). Wie man sieht, ist also die ganz
andere Formel (6.138) mit dem Ergebnis (6.137) konsistent. Gleichzeitig ist (6.138) das
Differential der feuchten Enthalpie, das wir spéter in den Energiegleichungen brauchen
werden.

Wenn man ¢, und L als konstant ansieht, was in beiden Féllen eine sehr gute Né&-
herung ist, kann man schreiben:

dh(T,p,q) = ¢p (dT+ c£ dq> ~cpd {T (1 + Lg >] (6.139)

D cep T
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Der Term in der eckigen Klammer wird als Aquivalenttemperatur Ty bezeichnet. Der
Faktor L/(cp T') hat ungefdhr den Wert 10. Fiir eine typische spezifische Feuchte von
0.01 macht also der Zusatzterm die Aquivalenttemperatur um etwa 10 % grofer als
die aktuelle Temperatur. Das entspricht einer Anderung der Temperatur um 30°C und
zeigt handgreiflich den starken Einfluss der latenten Warme. Die latente Wéarme L q ist
der zweite thermodynamische Energietrager der Atmosphére; der erste ist die fihlbare
Warme ¢, T', und beide sind gleich wichtig.

6.10.2 Die dquivalentpotenzielle Temperatur

Fiir das homogene System ,trockene Luft“ hatten wir oben in Gleichung (6.87) zwei
Ausdriicke fiir das Enthalpiedifferenzial aufgestellt:

dh=Tds+ adp dh = ¢, dT (6.140)

Daraus hatten wir dh eliminiert und damit die potenzielle Temperatur gefunden.
Fiir das homogene System ,,feuchte Luft“ haben wir jetzt die entsprechenden Glei-
chungen:
dh=Tds+ adp dh =cp, dT + L dg (6.141)

Natiirlich sind h und s in (6.140) und (6.141) verschieden. Wie vorher eliminieren wir
dh und 16sen nach dem Entropiedifferenzial auf:

T L
ds =cp % - % dp + 7 dg (6.142)
—_———

=c, dO/©

Solange die Verdunstung isotherm abliduft, kann man die Temperatur in das Differen-

zial hineinziehen:

doe Lgqg
dS ~ Cp @ + Cp d (ij_‘) (6143)
Das relative Ausmalfs dieses Fehlers ist
cp T dg dT
— = = 2 6.144
Lq G T ( )
T

Der Term dg/q kann Werte von 50 % annehmen, aber die Temperatur &ndert sich nur
sehr wenig, und d7'/T betragt maximal 1 %. Die Naherung von Gleichung (6.143) ist
also gerechtfertigt, und deren Integration fiihrt zu

L L
S2 — 81 = ¢plog O — ¢plog ©1 + ¢p 07332 o ?1 (6.145)
7 P
oder I
S2 — 8 2 exp c 3“2
exp — ; L quf (6.146)
P ©1 exp

Cp T1
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Damit definieren wir die dquivalentpotenzielle Temperatur:

_ Lq
Oc =0 exp T (6.147)

Man kann nun die Exponentialfunktion in eine Reihe nach x entwickeln (e” = 1 4
o+ ’;—T + --+) und diese nach dem ersten Glied abbrechen, was fiir < 1 eine gute
Naherung ist. Der Exponent in (6.147) ist von der Grofenordnung 0.1; also erhdlt man
mit dieser Uberlegung fiir die #quivalentpotenzielle Temperatur:

Lq
e 1+ —= .14
(S @( + cpT) (6.148)

Damit kann die spezifische Entropie auch fiir feuchte Luft durch eine potenzielle Tem-
peratur wie folgt ausgedriickt werden:

—¢, 99 _dO Lq
ds =¢p 6. — @ +cpd(cpT> (6.149)

Dies reproduziert die obige Gleichung (6.143). Das Ergebnis (6.149) besagt, dass bei
feucht-isentropen Prozessen ©. konstant ist, da schon vor Eintreten der Kondensation
die Feuchtigkeit entsprechend beriicksichtigt wurde. Damit ist die Auswirkung der
Feuchte auf die Entropie in einfacher Weise quantitativ erfasst.

Die dquivalentpotenzielle Temperatur ist nicht fiithlbar. ©, wird verwendet, um auf-
steigende kondensierende Luftmassen zu beschreiben. Obwohl sich bei der Kondensa-
tion T &ndert, bleibt ©, konstant.
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Hydrodynamik



Kurz und klar

Die wichtigsten Formeln der Hydrodynamik
dv

Navier-Stokessche Gleichung: U +aVp—vViv=0 (I1L.1)

Eulersche Gleichung (mit Rotation): (21—1; +2Qxv+aVp+VP=0 (III.2)
. dv

2D-Bewegungsgleichung (p-Koord.): G +fExV+V,d=0 (IIL3)

Coriolis-Parameter in Komponenten: f =2Qsing, f =2Qcose (I11.4)

Geostrophischer Wind (p-Koord.): fExVy+V,&=0 (I1L.5)
2D-Winddivergenz: 0=V.-V = 9u + 9v (I11.6)
or Oy
2D-Wind-Vorticity: (=k-(VxV)= 9v _ u (IIL.7)
¥ o T ox Oy ’
Operator der total. Zeitableitung: % = % + v 8?01- = % +v-V (IIL.8)
. . o . 1 dD
Fluiddynamische Kontinuititsgleichung : Da - V-v (I11.9)
e . 1dp
Massen-Kontinuitétsgleichung: Gt +V.v=0 (I11.10)
p
Massen-Kont.Gleichung (p-Koord.): 9u + 9(cos pv) + 0w =0 (III.11)
oz cos p Jy dp
Substanz. Ableitung (Flussform): P dg _ 9ap + 94pv; (I11.12)
dt ot ox;
Energiehaushalt (e = k + ® + u): p % +V.J=0 (I11.13)

Heizung der Atmosphére (Qq = dq/dt): pQ=-V.-r—LpQ, (II1.14)
d 0L 0oL Jp

Euler-Lagrange-Gleichung: — — —— +a«a =0 II1.15

dt 9¢;  9g; 9q; ( )

z-Gleichung in hydrost. {-Koord.: du _ ffo+g oh + 9 =0 (III.16)
dt Ox ox

y-Gleichung in hydrost. ¢-Koord.: dv +fv+yg oh + 9p =0 (II1.17)
dt oy oy

z-Gleichung in hydrost. (-Koord.: g oh + 9 _ 0 (I11.18)

¢ o¢
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In diesem Hauptteil besprechen wir die Grundlagen der meteorologischen Hydrodyna-
mik. Die eigentliche Hydrodynamik ist ein grofies Gebiet der klassischen theoretischen
Physik. Sie enthélt Bereiche von grundsatzlicher theoretischer Bedeutung, aber auch
solche, die weit in die Anwendungen hinein reichen (z. B. die Ozeanographie). Hier kon-
zentrieren wir uns auf die Begriffe, die man in der theoretischen Meteorologie benétigt,
mit dem Schwergewicht auf den elementaren Konzepten.

Die Hydrodynamik hat es mit der Bewegung von Fluiden zu tun. Grundlegend dafiir
ist der Begriff der Geschwindigkeit sowie deren zeitlicher Anderung, der Beschleuni-
gung. Ein erster Schritt zur Quantifizierung kann also die Beschreibung des Geschwin-
digkeitsfeldes sein — das ist die Fluidkinematik.

In die eigentliche Dynamik tritt man jedoch ein durch Betrachtung der Kridfte,
welche die Beschleunigungen bewirken, die dann ihrerseits das Geschwindigkeitsfeld
bestimmen. Wir beginnen daher mit den drei fundamentalen Kréiften in Fluiden
(Potenzialgradient-, Druckgradient- und Reibungskraft). Mit ihnen gelangt man zu
den Erhaltungseigenschaften in Fluiden: Impulserhaltung (sie liefert die Bewegungs-
gleichungen), mechanische Energiegleichung (sie liefert die Kopplung mit der Thermo-
dynamik) und Massenerhaltung (sie liefert den Zusammenhang mit der Kontinuitéts-
gleichung).

7.1 Die Kraft als Ursache der Bewegung

Wir betrachten ein Fluidteilchen von kleiner, jedoch endlicher Grofe. In der theoreti-
schen Mechanik kann man zeigen, dass die Position des Teilchens durch die Koordina-
ten seines Schwerpunkts eindeutig festzulegen ist. So kommt man zu dem Modell des
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Massenpunkts, der keine naher spezifizierte Ausdehnung hat. Er hat aber eine endliche
Masse m und eine wohl definierte Position im Raum.

Diese Position legen wir durch den Ortsvektor « fest. Dann ist da/dt = v der zuge-
horige Geschwindigkeitsvektor und dv/dt = a der Beschleunigungsvektor. Der Vektor
m v heift in der heutigen Physik Impuls; in seinem Werk Philosophiae Naturalis Prin-
cipia Mathematica (1687) nannte Newton ihn ,,Bewegungsgrofe (quantity of motion).
Die zeitliche Anderung des Impulses ist gleich der auf den Massenpunkt wirkenden
Kraft F'. Da in der klassischen Physik die Masse unverénderlich ist, lautet damit das
zweite Newtonsche Gesetz:

—i(mv)—mdv—ma oder a—d—v
Cdt B Codt

<= (7.1)

Dazu sind einige Bemerkungen angebracht:

In der Fluiddynamik bevorzugt man die zweite Schreibweise.
Die Beschleunigung kann durch mehrere Krifte bewirkt sein, die auch in verschie-
dene Richtungen weisen kénnen. Dann ist a = ), a;.
Die Addition der Partialkrifte gehorcht den Regeln der Vektoraddition.

m Die Vektoren in (7.1) miissen in allen drei Komponenten {ibereinstimmen. Das zwei-
te Newtonsche Gesetz gilt also fiir jede einzelne Komponente (das ist bei der prak-
tischen Arbeit wichtig):

T a, = v a, = L=
oAt YT de T

Die Indizes bezeichnen die kartesischen Komponenten der Vektoren a und v.

(7.2)

Auf dieser Grundlage besprechen wir nun die wichtigsten drei Partialkréifte in einem
Fluid.

7.2 Der Geopotenzialgradient

Dieses Thema ist bereits im Kapitel iiber die Hydrostatik von Geofluiden behandelt
worden. Dort benétigten wir die Kraft des Geopotenzialgradienten fiir das Kréfte-
gleichgewicht der ruhenden Atmosphére. Hier ist ein eigener Abschnitt gerechtfertigt,
denn diese Kraft ist fiir die Physik der ruhenden ebenso wie der bewegten Atmosphére
grundlegend. Die massenspezifische Kraft auf einen Korper im Schwerefeld der Erde

liefert folgenden Beitrag zur Gesamtbeschleunigung:

a=-Vog (7.3)

Das Feld &y ist das Attraktionspotenzial der Erde. Um zum Geopotenzial zu kom-
men, muss man zusatzlich die Zentrifugalkraft durch die Erdrotation beriicksichtigen,
was die Definition von ®g leicht abdndert. Wir verschieben diesen Aspekt bis zur

Diskussion der beschleunigten Koordinatensysteme.
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7.3 Der Druckgradient

Dazu betrachten wir einen Probequader (Abb. 7.1). Dieser sei hinreichend klein und
habe feste, aber masselose Kanten (ausgerichtet entlang der kartesischen Koordinaten-
richtungen); die Fliachen seien ebenfalls masselos. Der Quader ist also nicht schwerer

Abb. 7.1 Schema zur Ableitung der Kraft
des Druckgradienten. 0V = dz dydz =
Volumen, §m = Masse des Quaders.

und nicht leichter als das Fluid. Seine Begrenzungen dienen nur dazu, ein Innen und
ein Aufen um seinen Mittelpunkt festzulegen. Der Mittelpunkt sei gleichzeitig der
Schwerpunkt. Wir wollen auf den Quader das Konzept des Massenpunkts anwenden
und die Kraftwirkung auf ihn studieren.

Im Mittelpunkt des Quaders (Koordinaten x,y, z) herrsche der Druck p. An einer
anderen, um dz,dy,dz verschobenen, Position herrscht dann der Druck p 4 dp. Fiir
das Druckdifferenzial gilt dabei
op

dy + =- dz (7.4)

dp:@doc—i—@ 9%

ox y

Angewandt auf die linke und die rechte Flache des Quaders liefert das die Driicke:

phnks —p— % % prechts —p+ % 5?9 (7.5)
Hier haben wir in Gleichung (7.4) do = 0 und dz = 0 gesetzt; an der linken Fldche
haben wir dy = —dy/2 und an der rechten Flache dy = +dy/2 gesetzt.

Der Druck hat ja keine Richtung. Aber wie steht es mit den Kriften? Uber die linke
Fliche driickt das umgebende Fluid auf den Quader mit der Kraft F™KS in positive
y-Richtung; {iber die rechte Fliche driickt es mit "™ in negative y-Richtung. Fiir

die Kraftanteile gilt also (weil Kraft = Druck mal Fléche ist):

5Flinks _ plinks S 6% 6Frechts _ _prechts 5% (7.6)

Wesentlich ist hier der Unterschied in den Vorzeichen. Die gesamte Kraftkomponente

in y-Richtung ist also

§F, = splinks 4 gprechts _ (1, 0y OO s = — P susyen (7.7)
oy 2 y 2 0Y ~——
sV
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Dies ist der Staubsaugereffekt des Druckgradienten: Solange die Driicke links und rechts
gleich sind, erfahrt der Probequader keine Kraft. Wenn aber der Staubsauger beispiels-
weise einen Unterdruck rechts erzeugt (0p/dy < 0), wird der Probequader von links
her in die positive y-Richtung gedriickt.

Das Ergebnis (7.7) kombinieren wir nun mit Gleichung (7.1):

%:_@5‘/ — OFy _dvy _ OV Op (7.8)

F, =0M — 2 = =
0Fy =9 dt dy SM — dt oM dy

Der Quotient aus dem Volumen und der Masse des kleinen Probequaders ist das spe-
zifische Volumen des Fluids im Probequader bzw. der Kehrwert der Dichte:

% SRR % (7.9)
Das Symbol = (statt = ) soll andeuten, dass man streng genommen noch einen Grenz-
iibergang 6V — 0 auszufiihren hat. Dadurch wird iibrigens auch klar, warum wir fiir
die Kraftanteile in y-Richtung nicht F), sondern 6 F, geschrieben haben. Den Quoti-
enten 0F,/dM muss man ebenfalls dem Grenziibergang unterziehen.

Am Ende sieht man, dass das Ergebnis (7.8) von den Delta-Grofen unabhéngig
wird. Unsere Betrachtung, hier in y-Richtung ausgefiihrt, gilt entsprechend auch in den
beiden anderen Richtungen. So finden wir fiir die Komponenten der Beschleunigung
durch den Gradienten des Druckfeldes:
op ___Op __op

oo ay = —a 3y az = —0 5~ (7.10)

Ay =

Das lasst sich mit dem Nabla-Operator kompakter schreiben:

i3y

Dies ist der Anteil an der Beschleunigung, der durch das statische Druckfeld auf jedes
Fluidelement ausgeiibt wird.

7.4 Reibungskrafte

Druck, einschliefflich der durch die Kraft des Druckgradienten, gibt es bereits im ru-
henden Fluid. Wenn sich nun das Fluid bewegt, so werden durch die Gradienten der
Geschwindigkeitskomponenten zusitzliche Krafte hervorgerufen. Der erste Typ die-
ser weiteren Krifte entsteht durch die Scherung, der andere durch die Divergenz des
Geschwindigkeitsfeldes. Wir beginnen mit dem ersten Typ.

7.4.1 Scherungskrifte

Zur Orientierung betrachten wir in Abb. 7.2 a ein Brett, das durch sein Gewicht (also
durch die Kraft F) in eine Schaumgummimatte hineingedriickt wird und dabei den
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Abb. 7.2 Modellexperiment zur Begriffsbildung des Normal- und des Tangentialdrucks (nach
Raethjen, 1970, sowie Reuter et al., 2001, modifiziert). B: Brett, A: Flache von B, S: Schaum-
gummimatte, E: Eisoberflache. F: Druckkraft (Index n fiir die Normal- und t fiir die Tan-
gentialkraft). Az > 0: Horizontalverschiebung. Az > 0: Dicke von S. a) Versuchsanordnung;
b) Normaldruck; c) Tangentialdruck (B festgeklebt); d) Tangentialdruck (B gleitet).

Normaldruck p = Fn/A ausiibt (Teilbild b). In Teilbild ¢ ist B festgeklebt und um Az
nach rechts verschoben; durch die Spannung im Schaumgummi wird eine tangentiale

Kraft Fi auf B ausgeiibt. Experimentell findet man:

Ax
F; = _)\AE (7.12)
Hierin ist A ein statischer Schubmodul. Dass Fi zur Flache A und zur Auslenkung Az
proportional sein muss, leuchtet ein. Dass die Dicke Az der Matte mit umgekehrter
Proportionalitét eingeht, folgt aus der Uberlegung, dass zur Erzielung der gleichen
Tangentialkraft Fi die Auslenkung Az um so grofer sein muss, je dicker die Matte
ist. Das Minuszeichen in Teilbild ¢ ergibt sich daraus, dass wir Fi als riicktreibend
verstehen, weshalb diese Kraft im Bild nach links gerichtet ist.
Der Tangentialdruck (auch Flichendruck) wird nun analog zum Normaldruck eben-
falls durch den Quotienten Kraft/Fliche eingefiihrt:
Fy
T A
Er hat die gleiche Dimension wie der Normaldruck (mit der Einheit 1 Pa = 1 N/m?),
ebenso wie die Konstante X in (7.12). Zusétzlich hat er den Index z, denn es gibt auch

(7.13)

Ty

einen Tangentialdruck m, in y-Richtung.
Im néchsten Experiment (Teilbild d) gleitet das Brett iiber den Boden; diesen stellen
wir uns anschaulich als Eisoberfliche vor. Kombination von (7.12) und (7.13) ergibt

Ax /At u

Wir haben mit der Zeitspanne At erweitert, die das Brett bendtigt, um Ax zuriick-

zulegen. Damit ist der Tangentialdruck proportional zur Geschwindigkeitsdifferenz u
zwischen Brett und Fukboden (Newtonsches Reibungsgesetz). Das Brett gibt durch die
Reibung Impuls an den Boden ab; dieser Impuls fliefit nach unten, konsistent mit dem
Vorzeichen.
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Hier fragt der Leser vielleicht: Wenn das Brett nicht, wie in Abb. 7.2, nach rechts
gleitet, sondern nach links, also in negative x-Richtung, flieft der Impuls dann nach
oben? Ja, positiver u-Impuls fliefst dann nach oben. Aber ebenso kann man sagen:
Negativer u-Impuls flieft nach unten.

Wir wenden diese Uberlegung auf den Fall an, dass Spielkarten mit der Dicke Az
parallel aneinander vorbei gleiten (Abb. 7.3). Dann wirkt auf jede der Tangentialdruck

Au
e = NAL

Dies folgt aus Gleichung (7.14) mit n = A At und Au = us — u1, Az = 22 — z1. Wir
kénnen nun in einem letzten Schritt die Spielkarten in Abb. 7.3 als Fluidschichten

(7.15)

I ] Abb. 7.3 Der Tangentialdruck im Spiel-
Au =3¢ kartenmodell eines Fluids. u: horizontale
Geschwindigkeitskomponente, z: vertikale

e e =0 Richtung. Der molekulare Impulsfluss ist

nach unten gerichtet.

interpretieren, die horizontal aneinander vorbei gleiten. (7.15) wird dann mit v = v,
zu

Ovg

Tz =

Die Intensitat der Scherung in einer bestimmten Richtung (hier x) ist also der Tangen-
tialdruck, der iiber die Flache ausgeiibt wird, die parallel zu dieser Richtung liegt; sie ist
gegeben durch den Geschwindigkeitsgradienten senkrecht zu dieser Richtung (hier z).
Deshalb erhalt 7 in (7.16) zwei Indizes. Der Koeffizient i hat jetzt die Bedeutung eines
dynamischen Reibungskoeffizienten (auch als Scherungsviskositat bezeichnet).

Die doppelt indizierte Grofe m besteht aus 9 verschiedenen Komponenten, anders
als der Normaldruck p, der ja in allen Richtungen gleich ist. Der Fldchendruck ist
daher kein Vektor, sondern ein Tensor zweiter Stufe. Wahrend p nur positiv oder Null
ist, konnen die Komponenten dieses Tensors positiv oder negativ sein, je nach dem
Vorzeichen des Geschwindigkeitsgradienten.

Wie p iibt 7 im Inneren eines Fluids noch nicht unbedingt eine Nettokraft aus.
Wenn 7 in Abb. 7.3 vertikal konstant ist, dann wird beispielsweise auf die Spielkarte 1
eine Kraft nach rechts durch Spielkarte 2 ausgeiibt; aber ebenso wird auf 1 die gleiche
Kraft nach links durch die unterhalb von 1 gleitende Spielkarte ausgeiibt. Dadurch
erfahrt die Spielkarte 1 in z-Richtung die Nettokraft null. Wenn die Geschwindigkeit
im Inneren des Spielkartenpackens linear zunimmt, so dass 7z, vertikal konstant ist,
gibt es trotz dieser dynamischen Scherungssituation im Inneren zwar einen vertikalen
Impulsfluss, eben 7., selbst, der im Fall du/dz > 0 nach unten gerichtet ist; aber
es gibt in diesem Fall keine Reibungskraft — auf den ersten Blick ein verbliiffender
Sachverhalt. Die Situation ist dquivalent zum Normaldruck, bei dem ja auch trotz
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hoher Druckwerte (z.B. bei einem Fisch in der Tiefsee) Nettokraftefreiheit vorliegen
kann.

Wie beim Normaldruck ist es das Gefille, das auch beim Flachendruck eine Kraftwir-
kung ausiibt. Zur Herleitung dieser eigentlichen Reibungskraft betrachten wir analog
zu Abb. 7.1 einen Fluidballen in Form eines Probequaders (Abb. 7.4). Die Geschwin-

b)

Abb. 7.4 Die Kraft durch innere Reibung im Fluid auf einen Probequader. a) Beitrag der oberen
und der unteren Flache durch Gradienten der Tangentialdruckkomponente 7y, = —ndv,/0z;
das zugehorige Geschwindigkeitsprofil vy (z) ist in der Mitte skizziert, dv,/0z < 0. b) Beitrag
der vorderen und hinteren Fliche durch den Gradienten der Tangentialdruckkomponente 7y, =
—n Ovy /0x; Geschwindigkeitsprofil vy (z) in der Mitte skizziert, dv, /dx < 0.

digkeitskomponente v, habe einen Gradienten in z-Richtung (Teilbild a, der Gradient
ist bewusst negativ gewahlt, um durch diese Komplikation die Unabhéngigkeit des
Ergebnisses zu demonstrieren). Dadurch wird, analog zu (7.16), die Tangentialdruck-

komponente definiert:

Ovy
=—-n == 7.17
Diese Grofe ist selbst eine Funktion von z,y, z und hat daher das Differenzial
orn on orn
d =Y 4 Y2 g Y2 4 7.18
Tyz or " * dy vt 92 ( )

Mit dz = 0, dy = 0, dz = §z/2 finden wir also fiir den Tangentialdruck an der unteren
und an der oberen Fléiche:

71_untem - aﬂ'yz 0z ﬂ_oben I 87Tyz 0z
= z - = z -
vz Y 0z 2 vz Y 0z 2

(7.19)

Der Probequader erfihrt an seiner unteren Begrenzungsfliche eine mitschleppende
Tangentialkraft, und an seiner oberen Begrenzungsfliche eine bremsende Tangential-
kraft:

5F;nten = W;l?ten -0z oy 5F;ben = fw;j';e“ -0z oy (7.20)
Insgesamt wird also durch den Unterschied der Flachendriicke an der Ober- und der Un-
tergrenze des Quaders die Kraft in y-Richtung ausgeiibt (man addiere beide Kraftan-
teile in (7.20) und beachte (7.19)):

OTyz

6F, =~

dx dydz (7.21)
N—_——

2%
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Die analoge Argumentation gilt fiir den Kraftanteil, ebenfalls in y-Richtung, der durch
die hintere und die vordere Fliche des Quaders ausgeiibt wird (Abb. 7.4 b; auch hier
ist die Scherung von vy in z-Richtung absichtlich negativ gewéhlt). Dieser Anteil ist
zu (7.21) zu addieren und liefert die gesamte Reibungskraft in y-Richtung:

_ (Omy: | Omye
SFy = (82 + 5. >5V (7.22)

Die Beschleunigung in y-Richtung, bewirkt durch die Scherkréfte und analog zur mitt-
leren Gleichung von (7.10), folgt aus (7.22), indem man durch die Masse M des
Probequaders teilt und 6V /6 M = a beachtet:

ay = —a (3“92 + ‘%W> (7.23)

0z ox

Die Léngen der Kraftpfeile d F; an den 4 Flachen parallel zur y-Richtung (Indizes oben,
unten, vorne, hinten) sind so gewéhlt, dass beide Anteile in der Klammer von (7.23)
positiv werden, was eine negative Beschleunigung a, ergibt; d.h. der Probequader im
Beispiel von Abb. 7.4 erfdhrt eine Kraft in negative y-Richtung.

Gleichungen, die (7.23) entsprechen, gelten auch in z- und in z-Richtung:

0Ty = OTaz OTze | OTzy
I:— Z:_ .24
o (G ) = () (7-24)

Wie kénnen wir sicher sein, dass wir uns beim Kraftansatz (7.20) nicht im Vorzeichen
vertan haben? Warum ist beispielsweise fiir § ™" das positive Vorzeichen zu wihlen?
Konnte das durch den Spezialfall des Geschwindigkeitsprofils vy (z) bedingt sein? Die
Antwort lautet: Wenn v, in beiden Teilbildern von Abb. 7.4 einen positiven Gradienten
hat, dann dndern alle skizzierten Kraftpfeile ihre Richtung und der Probequader erfahrt
geméh Formel (7.23) eine Kraft in positive y-Richtung; aber am Kraftansatz (7.20)
andert sich nichts.

7.4.2 Normalkrafte

Der aufmerksame Leser wird bemerkt haben, dass es 6 Tangentialdriicke gibt:
Moy, Tz, Tyz, Tyx, Tz, Tzy. Aber oben wurde doch behauptet, dass es 9 Komponen-
ten im Reibungstensor gibt. Auflerdem scheint es keine Tangentialdriicke des Typs
Tz etc. zu geben. Ist das nicht widerspriichlich?

Das mit den 9 Komponenten war tatséchlich vorschnell, denn es gibt wirklich nur
6 Tangentialdriicke. Aber: Das Geschwindigkeitsfeld produziert nicht nur Tangential-
driicke, sondern auch einen zusétzlichen Normaldruck, der zum statischen Druck hin-
zukommt, und das in jeder der drei Koordinatenrichtungen; das liefert die fehlenden 3
Komponenten.

Abb. 7.5 illustriert diesen zusédtzlichen Normaldruck. Wenn beispielsweise die Ge-
schwindigkeit vy in y-Richtung zunimmt, so ist dies dadurch représentiert, dass die
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Pfeile rechts vom Mittelpunkt den Wert 41 und links davon —1 haben (die Einheit ist
hier nebenséchlich). Das entspricht einem Beitrag dv, /Jy zur Divergenz. Also gilt

Tyy = —C %” <0 (7.25)

Das vermindert hier den statischen Druck; (¢ ist wie n ein dynamischer Reibungskoef-
fizient (auch als Volumenviskositit bezeichnet). Durch den positiven Divergenzanteil

T xxs Ty Tlzz

Abb. 7.5 |lllustration des Normaldrucks
durch Geschwindigkeitsdivergenz. Lange
der Pfeile proportional zur Geschwindigkeit.
Zur ndheren Erlauterung siehe Text.

Ovy /0y in y-Richtung (im Bild proportional zu 1 — (—1) = 2 Einheiten) wird ein zu-
satzlicher Unterdruck erzeugt (Staubsaugereffekt), aber nur in y-Richtung. Statt p hat
man also in Abb. 7.1

D+ Tyy (7.26)

anzusetzen. Ebenso wird in z-Richtung ein zusétzlicher Unterdruck 7, (im Bild pro-
portional zu 3 — 2 = 1 Einheit) erzeugt und in z-Richtung ein Uberdruck 7.. (pro-
portional zu 1 — 4 = —3 Einheiten). 74z, 7. wiren entsprechend (7.26) in den beiden
anderen Koordinatenrichtungen jeweils zu p hinzuzufiigen. Die Summe dieser Normal-
driicke ist iibrigens in Abb. 7.5 willkiirlich gleich null gewéhlt (das Geschwindigkeitsfeld
ist als divergenzfrei angenommen).

Wahrend der statische Normaldruck p also in allen Richtungen gleich (isotrop) ist,
sind die geschwindigkeitsbedingten Normaldriicke myq, Tyy, 72> anisotrop. Das bedeu-
tet, dass man in Gleichung (7.11) fiir jede Koordinatenrichtung einen eigenen Zusatz-
druck zu p hinzuzufiigen hat. Die so bewirkte Beschleunigung in y-Richtung lautet:

Oy

y

(7.27)

ay = —«

Sie kommt zur Beschleunigung (7.23) hinzu.
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7.4.3 Gesamte Reibungskraft

So finden wir, analog zu (7.10), durch Zusammenfassung der Scher- und Normalbe-
schleunigungen (7.23) und (7.27) fiir die 3 Komponenten des Beschleunigungsvektors:

<87T(L‘(1; Gwmy OTg2 >
—a + +

o = ox oy 0z
_ [ Omya | Omyy | Omy:
ay = a( o + By + 52 (7.28)
0 — —o OT 20 . OT 2y " Omz2
= ox oy 0z

Die 9 Groflen mgq, Tzy etc. bilden einen Tensor, jedoch keinen symmetrischen. Einen
solchen, bezeichnet als II mit den 9 Komponenten 7;;, bekommt man durch eine lineare
Transformation (bei der insbesondere das Argument eingeht, dass durch die Reibungs-
krafte kein Drehmoment im Fluid entstehen darf). Damit schreiben sich, dquivalent
zu (7.11), die Beschleunigungen (7.28) mit dem Nabla-Operator kompakt so:

a=-aV-II mit II = (mi5) (7.29)

Die Rechenregel fiir die Divergenz des Tensors lautet hier: Jede Zeile von IT (die ja
aus 3 Komponenten besteht) ist als Vektor aufzufassen, und davon ist die Divergenz
zu bilden. Jede solche Partialdivergenz ist eine Komponente des Beschleunigungsvek-
tors (7.29). Die Komponenten des symmetrischen Tensors I lauten in kartesischen
Koordinaten z; (i = 1,2, 3):

Tij = —1 <g;}; + g;}i — %(51‘]' A\ 'v> — Cé}-,—V ‘v (7.30)
Die phanomenologischen Koeffizienten 7, { werden in der statistischen Thermodynamik
abgeleitet. (7.30) ist der allgemeine Navier-Stokessche Reibungsansatz.

Unser Ergebnis ist so zu interpretieren: Wahrend (7.11) die Beschleunigung angibt,
die durch den hydrostatischen Druck auf die Oberfliche des Fluidelementes ausgeiibt
wird, beschreibt (7.29) die Beschleunigung, die das Feld von v durch den dynamischen
Druck (Normal- und Flachendruck) auf die Oberfliche des Fluidelementes ausiibt.

Die physikalische Substanz des Tensors II lésst sich so zusammenfassen: Seine 9
Komponenten 7;; sind molekulare Impulsfliisse in der jeweiligen Koordinatenrichtung.
Il ist der Tensor der molekularen Impulsflussdichte.

Eine andere, viel gebrauchte Terminologie bezeichnet die Grofe o;; = —m;; als
Schubspannungen; beide Definitionen unterscheiden sich nur durch das Vorzeichen.
Der suggestive Begriff der Schubspannung betont den Spannungszustand, der durch
die Wirkung der Scherungskréfte im Kontinuum hervorgerufen wird.

Das ist besonders sachgerecht in der dynamischen Theorie von Festkorpern; da gibt
es kein Geschwindigkeitsfeld, also auch keinen molekularen Impulstransport durch in-
nere Reibung, sehr wohl aber Schubspannungen. Im Modellexperiment von Abb. 7.2
kann man das im Teilbild ¢ dadurch implementieren, dass man das Vorzeichen der
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Tangentialkraft umdreht; damit wird F; nicht als riicktreibende Kraft nach links auf-
fasst, welche die Schaumgummimatte auf das Brett ausiibt, sondern als die Kraft, die
das Brett nach rechts zieht und damit die Auslenkung bewirkt. In dieser Interpretation
wird durch F; im Schaumgummi eine Schubspannung aufgebaut. Im fluiden Kontinu-
um dagegen wird der Spannungszustand durch die innere Reibung bewirkt, und dieser
ist ein molekularer Impulstransport.

Welches Vorzeichen von F; ist richtig in Formel (7.12): Das negative oder das po-
sitive? Beide sind richtig. In der Festkorperphysik scheint der Schubspannungsaspekt
besonders angemessen zu sein (positives Vorzeichen), in der Fluidphysik dagegen der
Aspekt des Impulstransports (negatives Vorzeichen). Das ist der Grund, weshalb wir
die m-Schreibweise bevorzugen.

7.5 Gesamte Kraftwirkung: Bewegungsgleichungen

Die Gravitationskraft ist eine so genannte Volumenkraft, weil sie an jedem Punkt
eines materiellen Volumens angreift. Sie wirkt unabhéngig vom Bewegungszustand des
Fluids. Die Druckkrifte dagegen greifen an der Oberflache des Volumens an und heiffen
daher Oberflichenkrifte. Sie wirken verformend auf das Volumen und haben statische
sowie vom Bewegungszustand des Fluids bewirkte Anteile. Scheinkrdfte sind Krifte,
die durch den Bewegungszustand des Koordinatensystems entstehen; diese werden wir
weiter unten behandeln.

Wenn wir jetzt die bisher besprochenen Krifte in die Newtonschen Gleichungen
einsetzen, erhalten wir die Bilanz des Impulses, d.h. seine Anderung als Summe der
wirkenden Kréfte. Diese Impulserhaltungsgleichungen heiffen Bewegungsgleichungen.

7.5.1 Die Eulersche Gleichung

Die Schwerkraft und die Kraft des Druckgradienten sind die fundamentalen Kréfte fiir
die Bewegungen der Atmosphére. Durch Kombination des Newtonschen Gesetzes (7.1)
mit den Beschleunigungen (7.3) und (7.29) entsteht

%—Fan—FVQ)E:O (7.31)

Diese elementare Bewegungsgleichung heifst Eulersche Gleichung. Reibung, Erdrota-
tion und Kugelgestalt der Erde sind darin nicht beriicksichtigt. Mit ®g ist zunéchst
das reine Attraktionspotenzial gemeint, jedoch wird damit auch vielfach das Geopo-
tenzial identifiziert. (7.31) ist die Bewegungsgleichung fiir ideale Fluide (d.h. Fluide
ohne innere Reibung).
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7.5.2 Die Navier-Stokessche Gleichung

Die formale Verallgemeinerung der Eulerschen Gleichung fiir reale Fluide besteht darin,
die reibungsbedingte Beschleunigung (7.29) hinzuzufiigen:

%—I—an—!—aV-g—i—V@E:O (7.32)

Die Komponenten des Vektors V- II sind Om;;/0x;, wobei die m;; durch den allge-
meinen Reibungsansatz (7.30) gegeben sind. Als einfachste Kopplung zwischen dem
Reibungstensor und dem Geschwindigkeitsfeld nimmt man stattdessen vielfach

o 3’01' 8’03'
T = —n <6xj + 3:1%-) (7.33)

Dies entspricht der Vernachléssigung von V - v in (7.30). Eingesetzt in (7.29) liefert

(7.33) die Beschleunigung (in Index- und in Vektorschreibweise)

ai = an 2, oder a=anVv (7.34)

n bezeichnet die dynamische Zdhigkeit, a n = v die kinematische Zihigkeit. Typische
Zahlenwerte sind:

B pug = 0.18-107* kg/(m s) Vgt = 0.15-107* m%/s
m 7,0 =10-10""kg/(ms)  v,0=0.01-10"* m%s

Mit (7.34) lautet die Navier-Stokessche Gleichung

%—!—an—VVQv:O (7.35)

Sie steht in der Strémungstheorie im Mittelpunkt, dort gewohnlich ohne den Poten-
zialterm, den wir daher in (7.35) einfach fortgelassen haben. Wir werden beim Ener-
giehaushalt der realen Fluide in Kapitel 11 erneut auf diese Gleichung zuriick kommen.
Die Navier-Stokessche Gleichung in der Form (7.32) oder (7.35), mit oder ohne Po-
tenzial, hat also eine sehr wichtige grundsétzliche und in der Stromungstheorie auch
praktische Bedeutung, vor allem bei Stoffen mit groffem v.

In der Meteorologie hat sie jedoch keine besondere praktische Bedeutung, denn at-
mosphérische Vorginge, vor allem die grofrdumigen Prozesse auf der synoptischen
Skala, werden durch die molekularen Reibungskrifte so gut wie nicht beeinflusst. Man
bevorzugt also die Eulersche anstatt der Navier-Stokesschen Gleichung. Stattdessen
muss man die Scheinreibung beriicksichtigen. Dieser Mechanismus wird weiter unten
im Kapitel 18 {iber die Grenzschicht besprochen.
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In diesem Kapitel besprechen wir einige grundlegende Methoden zur Beschreibung des
Bewegungsfeldes. Im Mittelpunkt steht die Darstellung des horizontalen Geschwindig-
keitsvektors bei Rotation des Koordinatensystems, insbesondere als stationdrer geo-
strophischer sowie als Gradientwind. Erhaltungsaussagen gehoren hier noch nicht zum
Thema.

8.1 Trajektorien und Stromlinien

Es gibt beim Geschwindigkeitsvektor zwei Betrachtungsweisen. Definiert ist die Ge-
schwindigkeit zunéchst als die Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit. Dies ist nur
sinnvoll bei einem einzigen Fluidpartikel, dessen Identitdt sich bei der Zeitableitung
nicht dndert:

da(t)
dt

Lagrangesche Perspektive = ov(t) (8.1)

Hier konzentriert man sich auf ein und dasselbe Fluidpartikel und fragt nach seinem
Ort () im Raum als Funktion der Zeit. Daraus kann man dann seine Geschwindigkeit
(v) berechnen, ebenfalls als Funktion der Zeit.

Man kann jedoch die Geschwindigkeit auch anders sehen, ndmlich als das Feld der
Geschwindigkeiten aller Fluidpartikel:

Eulersche Perspektive v =v(x) (8.2)
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Hier hilt man ein und denselben Zeitpunkt fest und fragt nach dem Geschwindigkeits-
vektor v als Funktion des Ortsvektors . Damit wird das Aussehen des Stromungsfelds
zum gerade betrachteten Zeitpunkt sichtbar gemacht.

Beide Betrachtungsweisen werden in der Theorie stéandig verwendet, und der Theo-
retiker wechselt 6fter zwischen den Perspektiven hin und her. Fiir ein wirkliches Ver-
standnis ist es notwendig, ihren Unterschied zu kennen und vor allem zu wissen, welche
der beiden gerade angewendet wird. Viele Missverstindnisse in der Fluidphysik ver-
schwinden, wenn man hier genau unterscheidet.

Man kann die Lagrangesche Perspektive auf beliebig viele Partikel ausdehnen, wo-
bei die einzelnen durch die Numerierungskoordinaten unterschieden werden (beispiels-
weise einen Vektor a); dann betrachtet man das Geschwindigkeitsfeld als Funktion
v = v(a,t) der Partikelkoordinaten und der Zeit. Ebenso kann man die Eulersche
Perspektive auf beliebig viele Zeitpunkte ausdehnen; dann betrachtet man das Ge-
schwindigkeitsfeld als Funktion v = v(x,t) des Raumes und der Zeit.

Als Trajektorie bezeichnet man die Bahn, die der individuelle Luftballen zuriicklegt;
das entspricht der Lagrangeschen Perspektive. Die Trajektorie verlauft iiberall parallel

Abb. 8.1 Eine Trajektorie (durchgehende
Kurve) enthilt Informationen fiir eine
Abfolge von Zeitpunkten (hier t1,t2,t3).
Die Trajektorie verlauft tangential zu

t, den zu diesen Zeitpunkten vorhandenen
Stromlinien (kurze Kurven) bzw. zu den
zugehorigen Geschwindigkeitsfeldern.

zum aktuellen Geschwindigkeitsfeld. Die mathematische Beschreibung dieses Sachver-
halts besteht darin, den als bekannt angenommenen Windvektor iiber das gewiinschte
Zeitintervall zu integrieren:

t'=t

—  a-a0)= [ u)a (8.3)
/=0

Die Trajektorie ist die resultierende Bahnkurve x(t) als Funktion der Zeit. Sie enthélt

somit die Informationen iiber das Geschwindigkeitsfeld an den Orten, an denen der

Luftballen zu den einzelnen Zeitpunkten war (Abb. 8.1). Trajektorien konnen sich

daher schneiden, allerdings kénnen zwei Luftballen nicht gleichzeitig durch denselben
Raumpunkt gehen.

Die néchste Definition ist die der Stromlinie; sie entspricht der Eulerschen Perspek-

tive. Darunter versteht man an allen Orten zu einem festen Zeitpunkt die Tangenten

von v(x,t). Formal beschreiben lédsst sich dieser Sachverhalt wahlweise in Tensordar-

oder €k Vs dzj e =0 (8.4)

stellung:
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oder mit Determinanten/Matrix-Schreibweise:

i 3 k vdz —wdy
vxde=|u v w|=]| wdz—udz | =0 (8.5)
dr dy dz udy —vde
Im zweidimensionalen Fall vereinfacht sich dies zu
dy v
dy—vdr=0 d - = — 8.6
udy —vdz oder ™ (8.6)

Die Gleichungen (8.4) bis (8.6) driicken die Selbstversténdlichkeit aus, dass das Vek-
torprodukt von v und da verschwindet, weil die beiden Vektoren definitionsgeméfs
parallel sind. Zu jedem Zeitpunkt gibt es ein Stromlinienfeld (Abb. 8.2). Die Linien
haben jeweils eine Richtung, die an jeder Stelle gleich der von v ist. Stromlinien kénnen
sich nicht schneiden; sie sind stetige, differenzierbare und eindeutig definierte Linien.

Die Stromlinie ist etwas anderes als die Stromfunktion. Wegen der Helmholtz-Zerle-
gung (28.74) hat das horizontale Windfeld V' im allgemeinen sowohl eine Stromfunkti-
on 1 wie auch ein Geschwindigkeitspotenzial x. Fiir eine rein rotierende (divergenzfreie)

t ‘ ‘ L

/, 7
R A
//// i

Abb. 8.2 Geschwindigkeitsvektoren (Pfeile) und Stromlinien (durchgezogen) zu zwei Zeitpunk-
ten ¢1 und t2. Die Stromlinien verlaufen tberall parallel zum Geschwindigkeitsvektor.

Stromung (Abb. 8.3 a) verlaufen die Geschwindigkeitsvektoren V' tangential zu den
Linien konstanter Stromfunktion . Je enger zwei Isolinien beieinander liegen, de-
sto grofer ist die Geschwindigkeit des Fluids. In Stromungsrichtung gesehen liegt die
Stromfunktion mit dem groferen Wert rechts. Fiir eine rein divergente (rotationsfreie)
Stromung (Abb. 8.3 b) verlaufen die Geschwindigkeitsvektoren V' normal zu den Linien
konstanten Geschwindigkeitspotenzials x, und die Stréomung fliefst hin zum Potenzial
X mit dem grofieren Wert.

Fiir beide Spezialfille von Abb. 8.3 gibt es das Stromlinienfeld. Im Fall a) sind
Stromlinien und Stromfunktion identisch, im Allgemeinen jedoch nicht. Im Fall b)
gibt es gar keine Stromfunktion, aber das Stromlinienfeld (im Bild nicht dargestellt)
ist wohldefiniert.
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a) b) Ls
% xs
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v, b =
V2 — — — —_—
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Vi> V3> Yo >y, Xa>Ka> Ao X

Abb. 8.3 Horizontales Geschwindigkeitsfeld V' (Pfeile) fiir zwei Spezialfille. a) Divergenzfreie
Stromung; V ist dargestellt als Rotation der Stromfunktion 1, und das Fluid flieBt parallel zu
den Isolinien der Stromfunktion. b) Rotationsfreie Stromung; V ist dargestellt als Gradient des
Geschwindigkeitspotenzials x, und das Fluid flieBt senkrecht zu den Isolinien des Geschwindig-
keitspotenzials.

8.2 Die Bewegungsgleichungen bei starrer Rotation

Die Eulerschen Gleichungen (7.31) enthalten keine Aussage iiber die Erddrehung. Sie
miissen also in Bezug zum Fixsternhimmel gelten; dieser wird als ruhend unterstellt.
Andern sich eigentlich die Eulerschen Gleichungen, wenn das kartesische Koordinaten-
system rotiert?

Zuerst bemerken wir, dass die Drehung des Koordinatensystems keinen Einfluss auf
den Gradientoperator V haben kann, denn dieser betrifft nur riumliche Anderungen,
aber keine zeitlichen. Doch auf die Beschleunigung, also auf die Tragheitskrafte, hat
die Erddrehung einen gewichtigen Einfluss. Das bedeutet: Wir haben die Eulerschen
Gleichungen (7.31) in der Form

(f;t]) +aVp+Vog =0 (8.7)
zu interpretieren. Die Drehung des Koordinatensystems wirkt sich nur im ersten Term
aus, was wir durch den hochgestellten Stern zum Ausdruck gebracht haben.

Methodisch gehen wir so vor, dass wir das Problem an der Drehung der Finheitsvek-
toren festmachen. Diese haben wir ja in unseren obigen Darstellungen immer als strikt
konstant vorausgesetzt. Beim rotierenden Koordinatensystem sind aber die Einheits-
vektoren zeitlich variabel. Diese Drehung miissen wir beriicksichtigen. Das wird dann
geniigen, um die Drehung aller anderen Vektoren zu beherrschen.
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8.2.1 Transformation der Zeitableitung bei starrer Rotation

Die einzige Grofse in den Eulerschen Gleichungen, die sich bei starrer Rotation veran-
dert, ist die Zeitableitung.

Die Winkelgeschwindigkeit des Koordinatensystems

Wir betrachten drei Einheitsvektoren o, v, k. Diese sollen zueinander orthogonal sein,
d. h. es soll gelten:

OCXV=K KXo=v VXK=0 (8.8)

Dabei soll kK immer nach oben in Richtung des Rotationsvektors €2 = € k zeigen; dieser
sei konstant (starre Rotation). Die horizontalen Vektoren o und v bleiben Einheits-

Q

Abb. 8.4 Zur Fiihrungsgeschwindigkeit im
rotierenden Koordinatensystem. Hier sind
o, v, Kk paarweise zueinander orthogonale

- Einheitsvektoren. Das System rotiert mit
do der Winkelgeschwindigkeit Q = x dg dt.

vektoren, dndern aber stédndig ihre Richtung. Fiir den kleinen Winkel d3, um den sich

die Richtung von o beim Ubergang zu o + do #ndert, gilt:
%:da’:dﬂu und daher %:%V:QV (8.9)

Andererseits zeigt das Vektorprodukt von €2 und o in Richtung von v:

Axo=0Qr)xoc=Q(kx0o)=Qv (8.10)
Gleichsetzen der rechten Seiten von (8.9) und (8.10) liefert:
% _Qxo (8.11)

Es ist nun offenbar nicht nétig, dass o orthogonal zu € ist (wie in Abb. 8.4 gezeich-
net). Wenn man beispielsweise k statt o in (8.11) einsetzt, so kommt unmittelbar
null heraus, weil das Vektorprodukt von € und s verschwindet; dies beschreibt die
anschauliche Selbstverstandlichkeit, dass der Achsenvektor der Rotation sich zeitlich
nicht dndert.

Daraus ergibt sich: o in (8.11) gilt nicht nur fiir den in Abb. 8.4 skizzierten, son-
dern fiir jeden Einheitsvektor. Formel (8.11) beschreibt also die zeitliche Anderung des
beliebigen Einheitsvektors o bei starrer Rotation.
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Die Fiihrungsgeschwindigkeit

Wir betrachten jetzt einen beliebigen Vektor A, den wir in zwei verschiedenen karte-
sischen Koordinatensystemen darstellen:

A= A1) el = A;(t) e (1) (8.12)

Im ersten Fall handle es sich um eine Darstellung mit konstanten Einheitsvektoren
e; im Inertialsystem des Fixsternhimmels, im zweiten Fall um eine mit rotierenden
Einheitsvektoren e;(t) im Relativsystem der Erde. Die Komponenten A} () und A;(t)
in beiden verschiedenen Darstellungen sind im Allgemeinen zeitabhangig und aufserdem
natiirlich verschieden, obwohl es sich um ein und denselben Vektor A handelt. Die
zeitliche Ableitung von A ist im Sinne von (8.7) gegeben durch

dA\"  dA _ dA def  dA; de;  dA;

<dt> T TR B TR Tl A B T T AL )
~~ ~—~
=0 Qxe;

Der erste Term ganz rechts ist die gewShnliche zeitliche Anderung des Vektors A
aufgrund der Anderung seiner Komponenten. Der zweite Term wird als Fihrungsge-
schwindigkeit bezeichnet. Er beschreibt die zeitliche Anderung von A, die rein durch
die Mitfiihrung des rotierenden Koordinatensystems entsteht, ohne dass der Vektor A
dabei seinen Betrag dndert.

Bis hier haben wir kein Bezeichnungsproblem, und wir bekommen solange keines,
wie wir strikt bei (8.13) bleiben. Wir wollen aber die Ableitung beispielsweise des
Geschwindigkeitsvektors v in unserem irdischen Koordinatensystem schreiben diirfen:

‘(%’ _ % e, (8.14)
Wir wollen also die zeitliche Ableitung im Relativsystem bilden diirfen, in dem ja die
Einheitsvektoren e; als zeitlich konstant angesehen werden (weil man gefiihlsméfig
nicht merkt, das sie sich drehen). Den Operator d/dt¢ wollen wir am liebsten so ver-
stehen, dass er nur auf die Komponenten des Vektors A;(t) e;(t) wirken darf, jedoch
nicht auf die Einheitsvektoren e;(t).

Das zwingt uns dazu, fiir die Ableitung im Inertialsystem eine eigene Bezeichnung
einzufiihren: d*/dt; der hochgestellte Index * soll auf den Fixsternhimmel hinweisen.
Mit dieser Konvention lautet Gleichung (8.13):

d*A dA d*

d
q —E-FQXA und daher E_E_I—Qx (8.15)

Rechts haben wir auch noch den Vektor A weglassen. Diese Operatorgleichung ist
nur fiir einen Vektor definiert, nicht fiir einen Skalar. Die Zeitableitung d/d¢ wirkt
nur auf die Komponenten des Vektors, auf den man Gleichung (8.13) anwendet. Da-
mit kénnen wir jetzt das rotierende System der Erde in den Eulerschen Gleichungen
berticksichtigen.
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Die Scheinbeschleunigung

Gleichung (8.15) gilt insbesondere fiir den Ortsvektor x:

d*z . dzx
3 =Y —E—i—ﬂxac—v—i—ﬂxw (8.16)

Die linke Seite ist die Anderung des Ortes = im Inertialsystem, also die wahre (oder
absolute) Geschwindigkeit v* in Bezug zum Fixsternhimmel. Der erste Term rechts ist
die Anderung des Ortes = im Relativsystem, also die ebenfalls wahre (aber relative)
Geschwindigkeit v in Bezug zur Erde. Die Kopplung wird durch die Fithrungsgeschwin-
digkeit hergestellt. Man kann sich nun zwei Spezialfélle vorstellen:

m Keine Geschwindigkeit in Bezug zum Fixsternhimmel: d*z/d¢ = 0. Das ist z.B.
dann der Fall, wenn man mit dem Flugzeug entgegen der Erddrehung entlang eines
Breitengrads so schnell fliegt, dass man in einem Tag die Erde umrundet; relativ
zum Fixsternhimmel steht das Flugzeug dabei praktisch still.

m Keine Geschwindigkeit relativ zur Erdoberfliche: v = 0. Ruht man auf der Erd-
oberfliche, so bewegt man sich allein aufgrund der Erddrehung meist mit einer
beachtlichen Geschwindigkeit (am Aquator mehr als 1600 km /h).

Als Nichstes betrachten wir die Beschleunigung, also die zeitliche Anderung der Ge-
schwindigkeit. Dazu wenden wir den Operator (8.15) erneut auf den absoluten Ge-
schwindigkeitsvektor (8.16) an:

d*v* 4" [(d*=x d

= %—f—ﬂxv—f—%(ﬂxm)—kﬂx(ﬂxm)
= dv—f—ﬂxv—f—ﬂx(dm)—i—ﬂx(ﬂxm)
dt dt
dv
:E+QQXU+QX(QXQC) (8.17)

Der gesamte Ausdruck ist der Beschleunigungsvektor im Inertialsystem. Er setzt sich
zusammen aus der Beschleunigung dv/dt relativ zur Erde, der Coriolis-Beschleunigung
2Q x v, und der Zentripetalbeschleunigung 2 x (€2 x v).

8.2.2 Die Eulerschen Gleichungen im starr rotierenden System

Setzt man Gleichung (8.17) in Gleichung (8.7) ein, so ergibt sich:

%+2va+ﬂx(ﬂxw)+an+V<I’E=0 (8.18)

Den dritten Term kann man als Gradienten des Zentrifugalpotenzials schreiben — siehe
dazu Gleichung (12.23) — und ihn mit dem fiinften Term (dem Gradienten des Attrak-
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tionspotenzials ®g) zum Gradienten V® des Geopotenzials = g z zusammenfassen.
Dann wird (8.18) zu

%+29xv+an+V<I>:0 (8.19)

Das sind die Bewegungsgleichungen bei reibungsfreien Bedingungen in einem starr
rotierenden, mit der Erde fest verbundenen kartesischen Koordinatensystem.
Komponenten der Coriolis-Beschleunigung

Wir interpretieren jetzt die Einheitsvektoren von Abb. 8.4 anders. Die neuen Einheits-
vektoren o, v, k seien gemafl Abb. 8.5 an der lokalen Position (geographischen Breite
o) festgemacht, an der sich der Beobachter gerade befindet:

o zeigt nach Osten v zeigt nach Norden K zeigt nach oben (8.20)

Der Vektor € der Erdrotation bleibe derselbe. Seine Komponenten im lokalen ortho-

Q Qcosd,
P
Qsind,
Q[\Qcosd, Abb. 8.5 Der parallel zur Erdachse
Bsing, ausgerichtete Vektor Q2 der Winkelge-
NS schwindigkeit der Erde l3sst sich, relativ

zur Tangentialebene des betrachteten
Punktes auf der Erdoberflache, in eine
horizontale Komponente €2 cos ¢ und
eine vertikale Komponente  sin ¢
zerlegen.

gonalen Koordinatensystem, das jetzt durch o, v,k definiert ist, gewinnt man durch
Projektion von € auf eben diese Einheitsvektoren (wir betrachten sogleich 2 Q):

2Q-0=0 2Q-v=2Qcosp=f 29-&:2Qsing0=f| (8.21)

Mit f, f' schreibt sich das Vektorprodukt der Coriolis-Beschleunigung (Entwicklung in
Matrixschreibweise oder mit Permutationstensor unter Einsetzen von (8.21)):

20 xv=(—fo+fwao+(fuyv—(fu)k (8.22)

Hier haben wir v = (u,v,w) verwendet. Man sieht, dass die Coriolis-Kraft sich in

unsymmetrischer Weise auf die Komponenten auswirkt.
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Die Eulerschen Gleichungen in Komponenten

Explizit lauten nun die kartesischen Komponenten der Bewegungsgleichungen:

du , op , 09

E—fl)-i‘f w+a%+% =0

dv dp 0P

dt+fu +a8y+6y 0 (8.23)
dw , op 0P

E ﬂ'f'a&'f-a =0

Hier ist 0®/0x = 0 und 9®/0y = 0 sowie 0®/0z = g.

8.3 Die hydrostatischen Bewegungsgleichungen

Die Atmosphére ist ein Flachgeofluid: Thre vertikale Erstreckung (10 km) ist etwa
zwel Grofenordnungen kleiner als die horizontale Skala typischer synoptischer Ge-
bilde (1000 km). Daher haben die horizontalen Bewegungen von Flachgeofluiden eine
andere Dynamik als die vertikalen. Die beiden unterstrichenen Groéfsen in der dritten
Bewegungsgleichung von (8.23) sind absolut viel kleiner als die beiden anderen. Wir
schreiben daher:

dp _
a5 +g=0 (8.24)

Das représentiert die uns schon wohlbekannte hydrostatische Balance.

8.3.1 2D-Bewegungsgleichungen in z-Koordinaten

Mit der Filterannahme (8.24) unterbindet man auch die Wechselwirkung mit der
z-Gleichung iiber den von w abhéngigen Coriolis-Term, d.h. auch der unterstriche-
ne Term in der ersten Gleichung von (8.23) entfdllt. Damit lauten die horizontalen
Eulerschen Gleichungen:

du op dv op
dt_fv+a6:z:_0 dt+fu+a8y_0 (8.25)

Diese Vereinfachung mag plausibel klingen, ist an dieser Stelle aber nicht mehr als
eine Hauruckmethode. Die Schritte, die von (8.19) bzw. (8.23) zu (8.24) bzw. (8.25)
fiihren, werden in den spéteren Abschnitten 11.5 und 11.6 konsistent begriindet. Dort
wird sich auch die Transformation auf generalisierte Koordinaten ergeben.

Vorher setzen wir aber den soeben eingeschlagenen Weg weiter fort. Zunéchst lautet
(8.25) in Vektorschreibweise:

%+fn><V+aVzp=0 (8.26)
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Das ist die horizontale Komponente der Eulerschen Gleichung (8.19), wobei aufer-
dem f’ fortgelassen ist (Hauruckmethode). V ist der horizontale Windvektor, und der
Index z am Nabla-Operator weist auf die Selbstverstdndlichkeit hin, dass bei der Ab-
leitung in horizontaler Richtung die Vertikalkoordinate konstant sein muss (kartesische
Kordinaten).

Der aufmerksame Leser bemerkt, dass wir plétzlich den Nabla-Operator V benutzen
statt wie bisher V. Ist das ein Druckfehler? Nein, beide 3D-Operatoren sind in der
Tat verschieden. Das entspricht dem Unterschied der 3D-Windvektoren v und V. Die
Symbole V und V sind die Horizontalkomponenten ihrer dreidimensionalen Originale
v und V. Anders gesagt: V und V sind weiterhin dreidimensional, aber sie haben die
Vertikalkomponente Null.

Die kartesischen Koordinaten sind nun in der Meteorologie nicht das letzte Wort.
Vielmehr haben Druckkoordinaten besonders grofie praktische Bedeutung. Anderer-
seits ist die allgemeine Transformation auf generalisierte Koordinaten, die wir weiter
unten angehen wollen, fiir den Anfénger manchmal undurchsichtig, vor allem was das
Vorzeichen betrifft. Daher lohnt es sich, im Folgenden zwei verschiedene unabhéngige
Ableitungen der Drucktransformation zu bringen — im Vorgriff auf den systematischen
Transformationskalkiil in den Kapiteln 9 und 12

8.3.2 Vorgriff: Transformation auf Druckkoordinaten

In p-Koordinaten ist der geostrophische Wind unmittelbar durch den Gradienten des
Geopotenzials gegeben; d.h. er wird aus einer Funktion gewonnen. In z-Koordinaten
dagegen ist er durch den Gradienten des Drucks gegeben, sodass zusétzlich die Dichte
bendtigt wird; man braucht also zwei unabhéngige thermodynamische Funktionen.
Dies ist ein dramatischer Vorteil von p-Koordinaten, der ihre breite Verwendung in der
Geofluiddynamik begriindet. Allerdings beruht die Anwendbarkeit dieses Konzepts auf
der Giiltigkeit der hydrostatischen Néherung.

Transformation der Druckbeschleunigung durch explizite Limesbildung

Wir betrachten in der z-z-Ebene den Schnitt durch eine schrig liegende Druckfliche
(Abb. 8.6). Der horizontale Druckgradient in z-Richtung ist durch den Grenzwert des
Differenzenquotienten wie folgt definiert:

O _ pyy P2TPL_ gy, P2TPL

Or zi1—z2 o — L1 T1—T2 23 — 21 T2 — L1

(8.27)

Die Erweiterung der Briiche durch den Ausdruck z3 — z1 dndert an der Giiltigkeit der
Limesbildung natiirlich nichts. Nun beachten wir, dass die Werte der Variablen z, z
und p an jeweils zwei der im Bild gezeichneten Punkte gleich sind:

21 = 22 T2 = T3 p3 = p1 (8.28)
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Abb. 8.6 Schema zur Transformation der
Beschleunigung des Druckgradienten von
2- auf p-Koordinaten. Nahere Erlauterung
im Text.

1 2z-Fliche

Man kann also auf der rechten Seite unserer Limesformel p; durch ps, ferner z; durch
z2 (nur im Nenner) sowie z2 durch z3 (auch im Limes) ersetzen. Damit lautet (8.27):

Op . p2—p3 z3—21
— = lim —~~ — "
Or xi—z3 23 — 22 T3 — T1

(8.29)

Der erste Faktor rechts entspricht dem Differenzenquotienten fiir den vertikalen Gra-
dienten von p (wobei man noch das Vorzeichen umkehren muss), der zweite Faktor
dagegen ist der Differenzenquotient fiir den Gradienten von z auf der p-Fléche:

dp . p3—p2 z3— 21 dp 0z
ox 111—%3 23 — 22 T3 — T1 0z Ox ( )

Das ist bereits die gesuchte Transformationsformel fiir den Druckgradienten.

Thren eigentlichen Wert gewinnt diese Formel, wenn wir sie links und rechts mit
« multiplizieren und rechts den vertikalen Druckgradienten mit der hydrostatischen
Gleichung eliminieren, was das Vorzeichen erneut umkehrt:

op _ 0= _o0®

Das ist die Transformation der Druckbeschleunigung in der x-Komponente der Bewe-
gungsgleichung. Eine entsprechende Formel gilt fiir die y-Komponente. Man sagt, dass
der Geopotenzialgradient auf der p-Fliche gebildet wird.

Damit lauten die vereinfachten Eulerschen Gleichungen (8.25) in Druckkoordinaten

du 0P dv od
_ = = - = .32
fv+ 0 dt+fu+8y 0 (8.32)

Transformation durch Anwendung einer Differenzialformel

Auf ganz anderem Wege gewinnt man unsere Transformation durch die folgende (fiir
den Anfanger bisweilen verbliiffende) Formel der Analysis:

da(b,c) Ob(c,a) dc(a,b)

ob Oc da

Hier ist a eine stetige und differenzierbare Funktion von b und ¢. Dann kann man aber

~1 (8.33)

auch b als Funktion von a und ¢, und ebenso ¢ als Funktion von a und b ausdriicken.
Die Formel (8.33) lisst sich einfach beweisen, und eine Anwendung hat sie bei der
Gasgleichung.
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Zur Transformation des Druckgradienten setzen wir a = p, b = x sowie ¢ = z und
finden:

op(z, 2) 1 1
- _ 8.34
or ~  Ba(p,0)/0p 35(,p)/0 (554
Im ersten Bruch rechts ziehen wir den Nenner des Nenners in den Zahler:
1
_ Op(@2) (8.35)

0z(p,x)/0p Oz

Das funktioniert wegen der Konstanz von x auf beiden Seiten, sodass man «x iiberhaupt
weglassen kann. Dann liegt aber eigentlich keine partielle, sondern nur eine gewohnliche
Ableitung vor, d.h. (8.35) lautet mit gewShnlichen Differenzialquotienten:

L _d

= 8.36
dz/dp dz ( )
Diese schlichte Umrechnung der elementaren Analysis beweist (8.35).
Mit der gleichen Argumentation findet man fiir den letzten Bruch in (8.34):
1 9z(z,p)
= 8.37
0x(z,p)/0z Ox (8.37)
Wenn man alles zusammenfasst, liefert (8.34) schliefslich:

ox 0z ox

Das ist die obige Gleichung (8.30). Man sieht, dass die hier gegebene Herleitung von
der sorgfiltigen Behandlung der Argumentlisten lebt.!

8.3.3 2D-Bewegungsgleichungen in p-Koordinaten

Wir betrachten die Bewegungsgleichungen (8.32) fiir den horizontalen Windvektor V.
Als Koordinatensystem verwenden wir wieder die Einheitsvektoren aus Abb. 8.4 mit
der Orthogonalitétseigenschaft (8.8). Im Unterschied zu dort soll jedoch k nicht mehr
parallel zum Vektor der Erdrotation verlaufen, sondern ein konstanter Einheitsvektor
in vertikaler Richtung sein. Wie vorher sollen aber die beiden anderen Vektoren o, v,

die ja in der lokal horizontalen Ebene liegen, zeitlich variabel sein.

LGelegentlich wird die hier gegebene Argumentation wie folgt verkiirzt: Man ,erweitert® den
Ausdruck fiir die Beschleunigung des Druckgradienten mit 9z und findet:
op Op 0z 0P
a—=a— — = —
ox 0z Ox ox

Wer so argumentiert, kann nicht erkldren, warum die Vorzeichenumkehr durch die hydrostatische
Naherung plotzlich keine Rolle spielen soll. Wo steckt der Fehler in dieser falschen ,,Ableitung*?

(8.39)
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Mit dieser Verabredung lasst sich (8.32) als Vektorgleichung schreiben:

%+fmxv+vp@:0 (8.40)

Der Index p am Nabla-Operator mag daran erinnern, dass die Gradientbildung auf der
Druckfliache zu erfolgen hat. Dies ist im Grunde iiberfliissig, denn es gilt V& = 0, falls
man den Gradienten auf der z-Fliache zu bilden versucht. Der erfahrene Theoretiker
lésst daher den Index p auch schnell wieder weg.

8.3.4 Natirliche Horizontalkoordinaten

Der Grundgedanke der natiirlichen Koordinaten besteht nun darin, die Geschwindig-
keit V' als Produkt des Betrag V' und des Einheitsvektors o zu schreiben:

V=Vo (8.41)

Hier ist nicht nur V = V/(¢), sondern auch o = o (t). Die zeitliche Anderung von o

andert aber nichts daran, dass o ein Einheitsvektor ist und bleibt. Daher kommen fiir

Abb. 8.7 Zweidimensionales natiirliches
Koordinatensystem mit den Einheitsvekto-
ren o (in Wegrichtung s) und v (normal
zur Bewegungsrichtung). Die Trajektorie
wird durch einen Kriimmungskreis mit
dem Radius R angenihert. Zwischen zwei
Zeitpunkten bewegt sich der Fluidballen
auf der Trajektorie um den Weg ds = Rdf

s weiter. Die Anderungen do und dv sind
proportional zu den Einheitsvektoren v
und o.

o keine Langenénderungen in Betracht, sondern nur Drehungen. Dies geht einher mit
einer Kriimmung der Bahnkurve. Dazu passt der zur Bewegungsrichtung senkrechte
Normalenvektor v = v(t), der immer in Richtung zum Kriimmungsmittelpunkt zeigt.
Mit dieser Definition der Einheitsvektoren o und v lauten die Horizontalkomponente
der Coriolis-Beschleunigung und der horizontale V-Operator in natiirlichen Koordina-
ten:
0

0
fexV=FfVv V—o'%—i—u% (8.42)

Die krummlinige Koordinate s wichst in Richtung von o und die Koordinate n in die
durch v definierte Normalenrichtung. Der Leser iiberzeuge sich davon, dass Abb. 8.4
und 8.7 miteinander konsistent sind (man verschiebe die zueinander orthogonalen Ein-
heitsvektoren o und v von Abb. 8.7 gemeinsam so, dass v in Abb. 8.4 zum Mittelpunkt
der Drehachse zeigt).

Durch (8.42) haben wir das zweite und das dritte Glied in der Bewegungsgleichung
(8.40) gewonnen. Jetzt fehlt noch das erste.
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8.3.5 2D-Bewegungsgleichungen in natiirlichen Koordinaten

Die Beschleunigung ist die zeitliche Ableitung des Geschwindigkeitsvektors:

dv d dv do
AT A A T T (8.43)
Dafiir gilt (mit df = ds/R und ds/dt = V') weiter:
do do dgp 1 ds \%
B do =dfv, und daher I 2 ' ra’"rY (8.44)

Im letzten Term erkennt man die Zentripetalbeschleunigung. Wenn man das in (8.40)
einsetzt, so ergibt sich mit (8.41) bis (8.43):

dv V2 oP oP
Ea+§u+fVu+ga+a—nu—0 (8.45)

Das ist die 2D-Bewegungsgleichung in natiirlichen Koordinaten in Vektorschreibweise.
In Komponenten lautet sie fiir die beiden natiirlichen Richtungen:

v 9% & oP
T 5 =0 7 V5 =0 (8.46)

Man sieht daran, dass der Betrag des Windvektors nur dann beschleunigt werden
kann, wenn es einen Gradienten des Geopotenzials in Bewegungsrichtung gibt. Eine
Richtungsénderung dagegen kann nur durch einen Potenzialgradienten senkrecht zur
Bewegungsrichtung bewirkt werden.

Funktionieren die Bewegungsgleichungen in natiirlichen Koordinaten eigentlich nur
auf der Druckfliche? Denn fiir die Ableitung von (8.45) oder (8.46) haben wir die
Gleichung (8.40) zugrunde gelegt, und die gilt fiir p-Koordinaten. Die Antwort lautet:
Die natiirlichen Koordinaten sind horizontale Koordinaten, und die funktionieren auch
auf der z-Fliache. Dazu hat man Gleichung (8.26) statt (8.40) zugrunde zu legen; in
(8.45) hat man 0®/9s durch adp/ds und 9P /On durch adp/On zu ersetzen.

Welche Schreibweise soll man wahlen? Wir bevorzugen fiir die weitere Betrachtung
die natiirlichen Koordinaten auf der Druckflache.

Das Gleichungssystem (8.45) oder (8.46) ldsst sich nun fiir den vollstindig unbe-
schleunigten Fall spezialisieren (geostrophischer Wind), aber auch fiir den etwas all-
gemeineren Fall, dass der Wind nur die Richtung, jedoch nicht den Betrag &ndert
(Gradientwind).

8.4 Der geostrophische Wind

Der wichtigste Spezialfall von Gleichung (8.40) ist der beschleunigungsfreie Fall. Dabei
besteht ein Gleichgewicht zwischen der Coriolis- und der Druckgradientkraft. Vernach-
lassigen von dV /dt liefert

|[rx Vy+V,0=0] (8.47)
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Abb. 8.8 Geostrophischer Wind in natiir-
lichen Koordinaten auf einer Druckfliche
mit den Einheitsvektoren o tangential zur
Bewegungsrichtung und v normal dazu.
Die zum Hoch (hdheres Geopotenzial @)
gerichtete Coriolis-Beschleunigung balan-
ciert die zum Tief (geringeres Geopotenzial
®) wirkende Druckgradientbeschleunigung.

Diese Vektorgleichung fiir den geostrophischen Wind Vj lautet fiir die zugehorigen
kartesischen Komponenten ugy, vy:

0P P
—fug+ 5 =0 fug+a—y_o (8.48)

Das kann man auch in natiirlichen Komponenten schreiben. Wendet man xx auf Glei-
chung (8.47) an, so ergibt sich mit Vy = V; o und mit der Identitét k x (k x o) = —o:

fFEX(KXVy)+krXxVy® =0

0P 0P

0P 0P

Der Leser iibe sich im schnellen Umrechnen dieser horizontalen Vektoren. Vielleicht

0 (8.49)

ist das aber gar zu vertrackt? Und vielleicht findet der Leser, dass die natiirlichen
Koordinaten weniger natiirlich sind als die kartesischen. Wer das denkt, schreibe (8.49)
in Komponentenform gemé&f den Einheitsvektoren o und v:

oo _
ds

0>

0 [Vo+5-=0 (8.50)

Das ist einfacher als die kartesische Schreibweise (8.48), wenn auch dafiir unsymme-
trisch. In natiirlichen Koordinaten wird der Windvektor nicht in Komponenten zerlegt,
sondern bleibt ganz. Das ist in Abb. 8.8 illustriert: In Windrichtung o ist der Poten-
zialgradient null. Der Potenzialgradient ist senkrecht zur Windrichtung (Vektor v)
gerichtet, und zwar nach links auf der Nordhalbkugel (f > 0) und nach rechts auf der
Stidhalbkugel (f < 0).
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8.5 Der Gradientwind

Die natiirlichen Koordinaten sind fiir den Gradientwind wie gemacht. Hier wird zwar
weiterhin die Tangentialbeschleunigung, nicht aber die Normalbeschleunigung vernach-
l&ssigt:

oP & P
afo E+fv+%fo (8.51)

Luftpartikel konnen sich also wie bei Tornados auf Kreisbahnen bewegen. An dieser
Stelle ist eine Bemerkung zu den Begriffen Zentrifugalbeschleunigung und Zentripetal-
beschleunigung angebracht, die gern verwechselt werden. Beides sind Normalbeschleu-
nigungen, also senkrecht zum Geschwindigkeitsvektor; sie treten nur bei gekriimmter
Bahnkurve auf und sind einander entgegengesetzt. Die Zentrifugalkraft versucht, das
Fluidelement auf der geraden Bahn zu halten, beschleunigt es also vom Mittelpunkt
des Kriimmungskreises weg nach aufsen; die Zentripetalkraft dagegen versucht, das
Fluidelement auf der Kreisbahn zu halten, beschleunigt es also zum Mittelpunkt des
Kriimmungskreises hin nach innen.

Wir fithren nun die Rossby-Zahl Ro ein. Sie vergleicht die Normalbeschleunigung
V?/R mit derjenigen aufgrund der Rotation der Erde, ausgedriickt durch fV:

v
— =R 8.52
5= o (8.52)
Typische Werte fiir die Rossby-Zahl liegen bei 0.1. Bei kleinen Kriimmungen hat man
es mit grofseren Rossby-Zahlen zu tun. Zwischen dem Gradientwind V' und der geo-
strophischen Néaherung V; besteht also der Zusammenhang:

V2

IV SV =0 (8.53)

Das lasst sich mithilfe der Rossby-Zahl ausdriicken:

% =1+ Ro (8.54)
Der reale Wind ist grofstenteils der Gradientwind V. Je nach Art der Abweichung vom
geostrophischen Wind spricht man vom subgeostrophischen Wind (V' < Vy) bzw. vom
supergeostrophischen Wind (V > V).

8.6 Kinematische GréRBen des Stromungsfelds

Jede der Komponenten des horizontalen Geschwindigkeitsvektors kann man in Rich-
tung dieser Komponente und normal zur Richtung dieser Komponente differenzieren.
Beides liefert kinematisch verschiedene Groéfsen, die man aufserdem noch unterschiedlich
kombinieren kann. Als relevant stellen sich dabei Divergenz, Rotation, Scherung und
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Streckung heraus. Die beiden ersten sind die wichtigsten; sie sind gegen Koordinaten-
transformationen invariant. Diese behandeln wir zuerst, zusétzlich im Zusammenhang
mit den fiir sie geltenden Integralsétzen.

Eine erste Ubersicht iiber die Rolle der Integralsiitze ergibt sich aus folgender Uber-
legung: Es gibt Kurvenintegrale, Flachenintegrale und Volumenintegrale. Der Gauf-
sche Integralsatz vermittelt zwischen einem geeignet formulierten Volumenintegral und
einem Fléchenintegral. Entsprechend vermittelt der Stokessche Integralsatz zwischen
einem geeignet formulierten Flachenintegral und einem Linienintegral.

8.6.1 Die Divergenz

Die allgemeine Definition der Divergenz V - F' eines Vektors F' wird im Anhang ge-
geben. Hier interessieren wir uns fiir den Spezialfall der horizontalen Divergenz des
Windvektors.

Die Winddivergenz in verschiedenen Koordinatensystemen

Die Divergenz des horizontalen Windvektors V' lautet in kartesischen Koordinaten:

ou  Ov
6—V~V—%+8fy (8.55)

und in natiirlichen Koordinaten (vgl. Abb. 8.7):

—s=(o 2 1, 9. _V 98
V-V—é—(aas—l—uan) (VU)_85+V8n (8.56)

Der erste Term rechts wird als Geschwindigkeitsdivergenz, der zweite als Richtungsdi-
vergenz bezeichnet.

Die Divergenz in generalisierten Koordinaten wird im néchsten Kapitel im Zusam-
menhang mit der Kontinuitatsgleichung behandelt.

Der Gaulische Integralsatz

Dieser Satz verkniipft das Volumenintegral iiber die Divergenz eines Vektorfeldes F' mit
dem Oberflachenintegral von F'. Dazu betrachten wir in Abb. 8.9 ein von F' durchdrun-
genes Kontrollvolumen V. Die Projektion des Vektorfeldes auf die Normalvektoren der
Oberflache des Volumens, integriert iiber die gesamte Oberflache 3, stellt den Fluss B
des Vektors F' aus dem Volumen heraus dar:

B:/F-ndZ (8.57)
>

Das Vorzeichen von B (positiv nach aufsen) wird durch die Konvention festgelegt, dass
der Normalenvektor auf der Oberfliche des abgeschlossenen Volumens nach aufien
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'/ / Vowtorteld Abb. 8.9 Ein Volumen V' mit der Oberfliche
/ z / 3 werde von einem Vektorfeld F' durch-
drungen. An jedem Punkt von ¥ |&sst sich
der nach auBen zeigende Normalenvektor n
n definieren. Man bildet nun die Projektion von
F auf n. Der Fluss B ist definiert als das

Flachenintegral dieser Projektion iiber die
gesamte Oberflache.

positiv gerechnet werden soll. Das Integral in Gleichung (8.57) ist iiber die gesamte
abgeschlossene Oberflache des Kontrollvolumens zu erstrecken; nur so ist ja die Defi-
nition eines Gesamtausflusses sinnvoll. Dieses Oberflichenintegral ist nun gleich dem
Volumenintegral iiber die Divergenz des Vektorfeldes F':

/F-ndE:/V-FdV (8.58)
> Vv

Das ist der Gaufische Integralsatz, der in der Vektoranalysis bewiesen wird. In der
theoretischen Meteorologie und Klimatologie benétigt man den Gaufischen Satz vor
allem bei den Haushalten, d. h. bei den Bilanzen der Erhaltungsgrofen (Masse, Energie,
Impuls).

8.6.2 Die Vorticity

Die allgemeine Definition der Rotation ¢ = V x v des Windvektors v ist im Anhang
gegeben. Hier interessieren wir uns fiir den Spezialfall der Vorticity des horizontalen
Windvektors; das ist die Projektion von ¢ auf die lokale Senkrechte.

Die Windvorticity in verschiedenen Koordinatensystemen

Die Vorticity des horizontalen Windvektors V' ist die Projektion des dreidimensionalen
Rotationsvektors V x v auf die lokale Vertikale. Sie lautet in kartesischen Koordinaten:

ov  Ou
Cff-v(va)ffv(VxV)f%—a—y (8.59)
und in natirlichen Koordinaten:
R _ 9.,,9 _y 9 v
(=k-¢(=k-(VXxV)=k (aas—l—uan)x(Va')—Vas o (8.60)

Der erste Term rechts wird als Kriimmungs- Vorticity, der zweite als Scherungs- Vorti-
city bezeichnet.
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Der Stokessche Integralsatz

Dieser Satz verkniipft das Oberflichenintegral {iber die Rotation eines Vektorfeldes F
mit dem Linienintegral von F'. Wir interessieren uns fiir den Spezialfall, dass es sich

a) ) b)
S
S y
/)
/' do _
do
do

Abb. 8.10 a) Nach dem Satz von Stokes ist das Linienintegral rings um eine Fliche ¥ iiber
das Skalarprodukt eines Vektorfeldes v mit den Linienelementen o gleich dem Integral des Ro-
tors V x v dieses Vektorfeldes, skalar multipliziert mit dem Einheitsvektor n iiber die gesamte
eingeschlossene Fliche . b) Die Form der eingeschlossenen Fliche ist beliebig, also kann man
sie auch als Halbkugel unterhalb des Integrationsrings annehmen. ¢) Nun kann man sich auch
vorstellen, wie sich diese Flache immer weiter kriimmt, bis man es mit einer Kugeloberfliche
zu tun hat, wobei die urspriingliche Berandungslinie zum Rand eines Loches in der Kugel wird.
d) Gleichung (8.62) gilt auch dann noch, wenn das Integrationsgebiet zugleich mit dem Loch
verschwindet und das Integral iiber die geschlossene Linie damit ebenfalls verschwindet. Dies be-
deutet zugleich, dass der Fluss der Zirkulation bzw. Vorticity durch die Oberflache verschwindet
bzw. im Volumen erhalten bleibt.

bei F um den Windvektor v handelt. Dazu betrachten wir die Zirkulation Z. Das ist

die iiber eine geschlossene Kurve ds integrierte Projektion von v auf diese Kurve:

Z:j{v'da':?{'v-ads:j{vgds (8.61)

Man kann nun in diese geschlossene Kurve eine Fliche einspannen, von der man nur

fordert, dass sie iiberall stetig und differenzierbar sein soll. Eine einfache Modellvorstel-
lung dazu ist ein Schmetterlingsnetz: Der offene Rahmen ist die geschlossene Kurve,
und das Netz ist die Fliche (siche Abb. 8.10 b).
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Weiterhin kann man die Projektion der Vorticity auf den Normalvektor der Fliache
n tber die gesamte Oberfliche bis zum Rand integrieren. Man erhélt damit den Fluss
der Vorticity durch die Oberflache . Der Stokessche Integralsatz besagt nun:

Z=[(Vxwv) ndZ (8.62)
/

Dieser fundamentale Satz wird in der Vektoranalysis bewiesen. In der theoretischen
Meteorologie bendtigt man ihn vor allem in der Vorticity-Dynamik und fiir Aussagen
iiber die Zirkulation bei barokliner Schichtung.

Der Stokessche Integralsatz besagt insbesondere: Die Rotation eines Vektorfeldes,
projiziert auf den Normalvektor und integriert iiber die gesamte geschlossene Oberfla-
che, verschwindet:

/(va)-ndE:O (8.63)
)
Daraus folgt weiter: Die Netto-Vorticity in einem geschlossenen Volumen bleibt erhal-
ten.

8.6.3 Spezielle Stromungsfelder

In den Abbildungen 8.11 und 8.12 sind Spezialfille von Stromungsfeldern darge-
stellt, um Begriffe wie Streckung, Scherung, Divergenz, Konvergenz und Rotation bzw.
Vorticity zu veranschaulichen.

Abb. 8.11 a zeigt den Fall einer Streckung (Dilatation) bzw. Divergenz, jedoch ohne
Scherung und Rotation. Das Teilbild b) demonstriert ein zur Stauchung (Kontraktion)
bzw. Konvergenz fiithrendes Stromungsfeld, auch wieder ohne Scherung und Rotation.
Ein Fluid im Stromungsfeld c) erfahrt eine Scherung und eine damit einhergehende
negative Vorticity, jedoch keine Streckung bzw. Divergenz. Eine positive Vorticity auf-
grund einer Scherung ist im Stromungsfeld d) dargestellt; wiederum liegt keine Diver-
genz vor. Ob die Vorticity positiv oder negativ ist, erkennt man am Umdrehungssinn
eines in die Stromung gebrachten Korpers. Die Indizes z und y an den Geschwindig-
keitskomponenten v und v stehen fiir die jeweilige Koordinate, nach der abgeleitet
wird.

Abb. 8.12 ist eine Kombination der Spezialfdlle aus Abb. 8.11. Teilbild a) zeigt reine
Streckung: Also Streckung in z-Richtung und Stauchung in y-Richtung; Scherung, Ro-
tation und Divergenz ist in dieser Stromung nicht vorhanden. Eine Deformation durch
reine Scherung in beiden Koordinatenrichtungen erfahrt ein Fluid im Stromungsfeld b);
in diesem Feld gibt es weder Streckung noch Rotation noch Divergenz. Im Fall c) hat
das Fluid reine Vorticity, und zwar positive Kriimmungs-Vorticity (Fall starrer Rota-
tion); das Fluid wird weder durch Streckung noch durch Scherung deformiert, und es
ist ebenso wenig divergent. Fall d) zeigt reine Divergenz: Das Stromungsfeld zieht das
Fluid auseinander; Scherung, Rotation und Streckung liegen nicht vor.
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a) u,>0 b) v, <0
y y

c) u,>0 d) v,>0
y y

) C)
9 &

Abb. 8.11 Spezialfille von Strémungsfeldern. a) Streckung bzw. Divergenz. b) Stauchung bzw.
Konvergenz. c) Negative Scherung bzw. Vorticity. d) Positive Scherung bzw. Vorticity.

8.7 f-Ebene und -Ebene

Die Erdrotation ist die Grundlage fiir den Coriolis-Parameter f = 2 sin . Dieser
ist die Projektion des Vektors €2 der Winkelgeschwindigkeit der Erde auf die lokale
Senkrechte. Die Grofe f ist wegen der Rolle des geostrophischen Windes ganz zentral
fiir die Dynamik atmosphérischer Vorgénge.

Fiir viele Fragen kann man f als konstant ansehen. Man nennt diese Vereinfachung
das Modell der f-Ebene. Anschaulich kann man es sich durch eine kegelférmige Erde
vorstellen, bei der die Erdachse durch die Spitze des Kegels verlauft. Auf einer solchen
Erde ist die Projektion von €2 auf die lokale Senkrechte iiberall gleich, f also konstant.
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a) u>0 v, <0 b) u,>0 v,>0

I\
NG
N\
TN

Abb. 8.12 Spezialfille von Strémungsfeldern. a) Reine Streckung/Stauchung. b) Reine Sche-
rung. c) Reine Kriimmungs-Vorticity. d) Reine Divergenz.

Wenn man die Breitenabhéngigkeit von f beriicksichtigen will, so ist die erste N&-
herung die lineare. Diese verschafft man sich durch die Taylorentwicklung von f in
meridionaler Richtung, speziell bei der Koordinate yo:

78) = fw)+ S —w0) = 1o+ 8w —w) (3.64)
S~—~— Y
fo 6"

Die Konstante fo, das erste Glied der Entwicklung, ist bei weitem der grofste Anteil.
Mit dem Betrag Q = 27/(24 h) der Winkelgeschwindigkeit kommt man in der geo-
graphischen Breite 43° auf einen Coriolis-Parameter von f = 1.0 - 10~% s™!. Dieser

Zahlenwert wird fiir viele Abschétzungen in mittleren Breiten verwendet.
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B 3
1 /—2
o 'E
Nl o~
= =
f
-1
Abb. 8.13 Coriolis-parameter f (durchge-
zogen) und dessen meridionale Anderung 3,
B0 60 30 0 30 60 90 der Beta-Parameter (gestrichelt), als Funk-
SP o/ NP tion der geographischen Breite.

Die Ableitung von f nach y ist der so genannte Beta-Parameter, der die Dynamik
der Rossby-Wellen beherrscht. Fiir ihn gilt (wobei a der Erdradius ist):

_2Q cosp
N a

B ~ (228107 cosp) m~ st (8.65)

Auch fir tiefer gehende Fragen der dynamischen Meteorologie kann man 8 gewOhn-
lich in einer gar nicht so kleinen Umgebung von yo (mehrere tausend Kilometer) als
konstant ansehen. Man nennt diese Vereinfachung das Modell der B-FEbene. Das Wort
,Ebene* ist hier jedoch mit Vorsicht zu interpretieren. Im Unterschied zur f-Ebene
darf man sich die S-Ebene nicht als Tangentialebene an die Erdoberfliche an jenem
Punkt vorstellen, an dem man die Taylorentwicklung durchfiihrt.

Die Kurven von f und S sind in Abb. 8.13 aufgetragen. Der Wert von f ist auf der
Siidhalbkugel negativ und auf der Nordhalbkugel positiv; am Aquator verschwindet f.

Dagegen ist 3 nirgends negativ, am Aquator maximal und an den Polen gleich null.
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Wir beginnen mit Vorbetrachtungen zur Erhaltung der Anzahl von Autos in einer
Autoschlange oder der Anzahl driftender Kugeln. Dabei zeigt sich, dass man dazu die
Kontinuitéatsgleichung bendtigt.

9.1 Die Kontinuitatsgleichung

Die Kontinuumshypothese besagt, dass ein Fluidpaket beliebig oft teilbar ist, so dass
die hier anschliefsfend besprochenen Grenziibergénge mathematisch durchfithrbar sind.
Angesichts der , Kornigkeit* der Materie (die in der Atom- und der Quantenphysik
eine Rolle spielt) kann diese Hypothese nicht richtig sein, sondern muss bei Grofen-
ordnungen wie dem von Atomdurchmessern versagen. Zur Losung dieses Problems
iibernehmen wir das Denkmodell von Bachelor (1967), das im Wesentlichen folgen-
des besagt: Die Limesbildungen werden bis in eine Grofenordnung gefiihrt, in der die
Differenzenquotienten, also die angestrebten Grenzwerte, ausreichend unabhéngig von
der Verkleinerung des Volumens sind. Sogar in einem Luftvolumen von beispielsweise
(1072 mm)? befinden sich unter Normalbedingungen noch etwa 3 - 10'° Molekiile. Das
ist mehr als genug, damit der Mittelwert der Lufteigenschaften unabhéngig von ihrer
Anzahl ist. In diesem submikroskopischen Bereich ist das {iber mehrere Groéfienord-
nungen hinweg der Fall. Und dort héren wir auf und fragen nicht danach, ob in einem
noch kleineren Bereich nicht am Ende neue Probleme auftreten.
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9.1.1 Fluidvolumen und Divergenz

Dem wichtigen, schon im Strahlungskapitel betrachteten Divergenzbegriff ndhern wir
uns zunéchst vom eindimensionalen Fall her und weiten ihn dann auf zwei und drei

Dimensionen aus.

1D-Modell: Autoschlange

Wir beginnen mit dem Beispiel einer Autoschlange (Abb. 9.1). Dazu stellen wir uns
vor, dass die Autos auf einer Einbahnstrafie alle hintereinander fahren und jedes eine
Nummer a hat. Der Abstand auf der Strafse sei die Koordinate x, und das Auto mit
der Nummer a befinde sich zum Zeitpunkt ¢ daher an der Stelle x(a,t). Wir fassen
jetzt die Parameter der beiden schwarzen Autos im Bild zu den Zeitpunkten 1 und 2
ins Auge und notieren beispielsweise die folgenden Werte:

Abb. 9.1 Das Autoschlangenmodell.

Zeitpunkt 1 Zwischen zwei (schwarz gezeichneten)
% Ax X Fahrzeugen bei z; und bei z; mit dem
Abstand Az voneinander mégen sich AN
=X weitere Fahrzeuge befinden. Wihrend
Y AN U, sich AN im Laufe der Zeit nicht dndern
kann, kann sich Az sehr wohl andern.
Zeitpunkt 2 Vom Zeitpunkt ¢1 bis zum Zeitpunkt to
N Ax e hat sich beispielsweise Az vergréBert, was
% einer Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes
X und einer Abnahme der Fahrzeugdichte
t AN Ye entspricht.

Zeitpunkt 1: a1 =17 a; =22 1z =150km =z, =159 km (9.1)
Zeitpunkt 2: a; =17 a; =22 x=168km 1z, =17.9 km (9.2)

Der Zeitpunkt 2 liege gerade 1 Minute spéter als der Zeitpunkt 1. Fiir die Geschwin-
digkeiten u; und u, der Autos gilt dann

©(17,2) —z(17,1) _ 1.8 km _ 108 km

Linkes Auto: 1 i . R U (9.3)
Rechtes Autor P22 —2(22.1) _ 20km _120km _ (0.4
1 min min h

Der Abstand zwischen den Autos ist x, —x) = Az, sodass sich folgende Werte ergeben:
Zum Zeitpunkt 1: Az = 0.9 km Zum Zeitpunkt 2: Az = 1.1 km (9.5)

Die relative Anderung dieses Abstands mit der Zeit ist

At At

1 Az —Axm 1 (Aa:r Azl) _ur—u 12 km/h

- A . — A = = . . 1 _3 _1 .
Ax At Ax Ty — T km 3.3-107"s (9-6)
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Wenn man den Abstand der Autos gegen null gehen lésst, so ergibt sich der Grenzwert
dieses Differenzenquotienten:

1 0Az _ Ou(z,t)

L, = oar
T Avb0 Az Ot oz

9.7)

Darin ist L, die relative zeitliche Abstandsdnderung. Die Geschwindigkeit u als zeitliche
Ableitung von x haben wir mit den partiellen Symbolen geschrieben (9/0t), weil die
sich &ndernden Koordinaten x; und z, ja auch noch von den Nummern der Autos
abhéngen, und diese bleiben bei der Zeitableitung konstant. Der letzte Ausdruck rechts
ist die (hier eindimensionale) Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes. Im numerischen
Beispiel in Gleichung (9.6) ist Au/Ax positiv, was einer wirklichen Divergenz (wortlich:
einem ,Auseinandergehen®) entspricht und dazu passt, dass das rechte Auto etwas
schneller fihrt als das linke, wodurch sich die Kolonne auseinander zieht. Wenn die
Autos, vor einer Ampel oder im Stau, enger zusammenriicken, liegt eine Konvergenz
vor, wobei Qu(z,t)/0x negativ ist.

Auch fiir die Anzahl der Autos im Intervall Az kénnen wir diese Uberlegung durch-
fihren. Aber diese Anzahl dndert sich natiirlich nicht, obwohl sich der Abstand der
Autos dndert. Auf diesen wesentlichen Unterschied kommen wir erst im néchsten Ka-
pitel zuriick, wenn es um die Erhaltung der Teilchenzahl und der Masse geht.

2D-Modell: Schwimmende Bille

Als Nichstes betrachten wir die Anderung der durch die Koordinaten = und y gegebe-
nen Fliche A in einem Schwimmbecken. Wir stellen uns vor, dass sich Bélle in einem
Rechteck befinden, welches auf der Wasseroberflache durch schwimmende Absperrban-
der in z- und in y-Richtung markiert ist. Die Bélle haben Nummern, aber nicht als
durchgezahlte Zahlen, sondern mit einem zweiteiligen Index (a, b), der eine zweidimen-
sionale Verallgemeinerung der obigen Autokoordinate a ist: Die erste Nummer a sei
hier die z-Koordinate und die zweite Nummer b die y-Koordinate zu Beginn des Ex-
periments. Durch die Nummerierung halten wir die Identitédt der Bélle fest, denn die
Identitdt miissen wir garantieren, weil wir sonst die Geschwindigkeit der Bélle nicht
feststellen konnen. Die Rénder links und rechts seien x;, x, in z-Richtung; die Radnder

Abb. 9.2 Bille auf der Wasseroberfliche
> x eines Schwimmbeckens, zur Identifizierung
mit je zwei Indizes versehen.

e

R e e s I
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vorne und hinten seien yv, yn in y-Richtung. Die Fliache des Rechtecks ist dann gegeben
durch
AA = Az Ay = (z: —x1) (Yo — Yv) (9.8)

Die zugehorigen Geschwindigkeitskomponenten seien u, uy und vy, vy. Wenn die Bal-
le durch die Schwimmbewegungen auseinander driften, gehen die Absperrbiander mit,
wodurch sich AA vergrofert. Auseinander fliekende Wolkengebilde bieten, von Satel-
liten aus gesehen, vielfach solche Vorgénge in groffem Mafistab. Wesentlich fiir unsere
Uberlegungen ist hier, dass die Bille den Bereich der Fliche A A nicht verlassen, auch
wenn sich die Fliache (die materielle Fliche) verandert.

Fiir die relative Anderung dieser Fliche mit der Zeit gilt

1 oAA 1 8(AxAy)_L@Ax_i_LaAy_ur—ul_th—vv (9.9)
AA 0t Az Ay ot T Az Ot Ay Ot  xr—x1  Yh— Yy ’
Die Limesbildung ergibt die Divergenz des 2D-Geschwindigkeitsfeldes:
1 0AA ou = Ov
La= lim <AA ot ) oz T oy (9-10)

Darin ist L 4 die relative zeitliche Flachendnderung.

3D-Modell: Lottokugeln

Zum Zweck der dreidimensionalen Verallgemeinerung betrachten wir die grofte Plexi-
glaskugel, in der die Lottokugeln durchmischt werden. Bei der wochentlichen Ziehung
der Lottozahlen liegen die Kugeln zu Beginn geordnet auf einem Brett. Wir stellen
uns vor, dass die Kugeln nicht wie gewdhnlich linear durchnummeriert, sondern mit
einem dreidimensionalen Index (a,b,c) gekennzeichnet sind. Sie befinden sich in ei-
nem materiellen Volumen, das sich zeitlich dndern kann, ganz so, wie sich die von den
Billen eingenommene Fliache auf der Wasseroberfliche &ndern kann. Das driicken wir
dadurch aus, dass wir zusétzlich die Vertikalkoordinate z mit den begrenzenden Wer-
ten zo und zy (oben bzw. unten) und die zugehoérigen Geschwindigkeitskomponenten
Wo, Wy einfiihren:

AV = Az Ay Az = (z: — 1) (Yn — Yv) (2o — 2u) (9.11)

Fiir die zeitliche relative Anderung dieses Volumens gilt analog zu vorher:

L@AV_ié)Aw_’_iaAy_i_i@Az_urful_’_vhfvv+w07wu (9.12)
AV ot Az Ot Ay ot Az Ot  xr—21 Yh—Yv  Zo—Zu

Durch Limesbildung erhalten wir aus der relativen Volumenanderung die Divergenz
des 3D-Geschwindigkeitsfeldes:

1 OAV)_au ov  Ow

Ly = lim | (AV o )"ty e (9:13)

Darin ist Ly die relative zeitliche Volumendnderung.
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9.1.2 Die Funktionaldeterminante

In den bisherigen drei Beispielen haben wir die Autos, Bélle und Lottokugeln sorgfiltig
nummeriert. Diese Identifizierbarkeit unserer Objekte wollen wir jetzt ausnutzen. Der
eindimensionale Fall lasst bereits das Wesentliche erkennen.

1D-Funktionaldeterminante

Die Position x eines Objekts in Abb. 9.1 hangt ab davon, um welches Auto es sich han-
delt (Identifizierungskoordinate a) sowie davon, wann die Position eingenommen wird
(Zeitkoordinate t). Also liegt die funktionale Abhéngigkeit mit den beiden moglichen
Ableitungen vor:

z = z(a,t); % = D(a,t) % = u(a,t) (9.14)
Hier nennen wir D die Funktionaldeterminante der Transformation von a auf x. Das
entspricht der Vorstellung, dass von der Identifizierungskoordinate a eines Autos auf
dessen Positionskoordinate x transformiert wird. Im Eindimensionalen klingt das etwas
iibertrieben; jedoch wird sich diese Bezeichnung im mehr als Eindimensionalen sogleich
als zweckmaéfig erweisen. Die andere Ableitung u ist natiirlich die Geschwindigkeit.

Wir machen jetzt ernst mit der Transformation und nehmen an, dass wir bei w nicht
wissen wollen, um welches Auto es sich handelt. Wir wollen also nicht v = u(a,t)
kennen, sondern wissen, wie schnell an der Stelle x gefahren wird, gleichgiiltig von
welchem Auto; dazu miissen wir u = u(x,t) betrachten.

Wovon héngt denn u nun eigentlich ab, von a und t oder von x und t? Die Ant-
wort lautet: Von der Vorliebe des Betrachters. Wer die Geschwindigkeit eines Autos
mit einer bestimmten Nummer zu jedem Zeitpunkt wissen will, der betrachtet u(a,t).
Wer dagegen zu jedem Zeitpunkt wissen will, wie schnell an einer bestimmten Stelle
gefahren wird, der untersucht u(z,t). Auf das Fluid iibertragen: Die erste Betrach-
tungsweise ist die des Ballonfahrers, der mit der Luftstromung mitdriftet und wissen
will, wie schnell sein Ballon vorankommt. Die zweite Betrachtungsweise ist die des
messenden Meteorologen, der wissen will, wie stark der Wind an seinem Instrument
vorbei weht. Beide Betrachtungsweisen sind legitim und sinnvoll.

Nun erhebt sich aber eine weitere Frage: Wenn ich v = u(z,t) verwende, darf ich
dann trotzdem die Ableitung du/da bilden, obwohl u von a gar nicht mehr abzuhdngen
scheint? Natiirlich — ich muss nur die Kettenregel beachten:

ou 0 ou Oz
~~
=D

Andererseits kann ich die Ableitung du/da auch ohne Verwendung der z-Koordinate

bilden: ou 0 o or O dx 0D

u Xr X

9a ~ 80 ““Y =54 5 “ 5t 94~ ot (9.16)
~—~

=D
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Dabei habe ich ausgenutzt, dass ich die partiellen Ableitungen nach a und nach ¢
vertauschen darf, solange es sich um stetig differenzierbare Funktionen handelt. Diese
Annahme ist das Grundaxiom der Kontinuumsphysik, das als giiltig angesehen und
nicht hinterfragt wird. Gleichsetzen von (9.15) und (9.16) sowie Dividieren durch D
ergibt

1 0D Ou

Links steht die relative Zeitableitung der Funktionaldeterminante, rechts die Divergenz
des Geschwindigkeitsfeldes. Gleichung (9.17) ist der Prototyp der fluiddynamischen
Kontinuitdtsgleichung.

Warum so ein grofses Wort? Eigentlich sieht doch (9.17) nicht sehr aufregend aus.
Und wozu dient der Umweg iiber (9.15)7 Hétte man die Zeitableitung von D nicht
direkt bilden koénnen? Natiirlich, jedoch reproduziert man damit nur (9.16). Um zu
(9.17) zu kommen, muss man die Transformation z(a,t) explizit in die Argumentliste
von u einbringen, d.h. man muss (9.15) bilden — das ist gar kein Umweg.

Bevor wir die Aussage iiber die fluiddynamische Kontinuitétsgleichung weiter ver-
tiefen, verallgemeinern wir Gleichung (9.17) auf mehr Dimensionen.

2D-Funktionaldeterminante

Die Sache wird spannend (und arbeitsintensiv), wenn wir ein zweidimensionales Pro-

blem vor uns haben, mit folgenden Transformationsformeln:
T = x(a, b, t) Yy= y(av b, t) (918)

Fiir die Geschwindigkeiten liegen dann diese beiden moglichen Abhéngigkeiten vor:

2—? = u(a,b,t) = u(z,y,t) % =v(a,b,t) = v(z,y,t) (9.19)
Wenn wir jetzt u, v als Funktionen von x, y, t betrachten, aber anschlieffend nach a, b, t
ableiten wollen, miissen wir in der Argumentliste (z,y,t) bei  und y die Transforma-
tionsformeln (9.18) beachten — eigentlich eine reine Selbstverstédndlichkeit. Die Quint-
essenz von (9.18) ist konzentriert in der zweidimensionalen Form der Funktionaldeter-
minante:!

8ax 8bx

= Oax Opy — Opx Oay = D(a, b, t) (9.20)
6ay 8by

LAb hier benutzen wir eine selbsterklirende Kurzschreibweise fiir die partiellen Ableitungen:
Hinter dem Symbol 0 fiir die partielle Ableitung steht auf der gleiche Hohe das Symbol der Funktion,
welche abgeleitet wird; und als Index an 0 hidngt das Symbol des Arguments, nach welchem abgeleitet
wird.
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Nun bilden wir einmal umstandlich die Zeitableitung von D, unter Beachtung der Pro-
duktregel und der Kettenregel sowie der Vertauschbarkeit der partiellen Ableitungen:

0D = (0¢ Oax) Opy + Dax (0r Opy) — (Or Opx) Oay — Opx (O¢ Oay) =
(@0 912) Oy + Da (O Qt}_/) — (@ 9iz) Oay — O (0a Qt}_/) =

= (0zu 0a + Oyt Oay) OpY + Oa (Orv Opx + Oyv Opy) (9.21)
N—— ——

— (Ozu Op + Oyu OpY) Oay — Opx (OzV Oax + Oyv Day)
(%) (%)
= (Ozu + Oyv) (Oax Opy — Opx Oay) = (Ozu + Oyv) D

In der vorletzten Formelzeile dieser Umrechnung heben sich die mit (*) und die mit
(**) bezeichneten Grofien gegenseitig auf. Am Ende erscheint wieder die Transforma-
tionsdeterminante. Dividieren durch D ergibt

1 0D Ou  Ov
B E = 3? + 873/ (9.22)

Links steht erneut die relative Zeitableitung der Funktionaldeterminante, rechts die
Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes, jetzt jedoch fiir den zweidimensionalen Fall.

3D-Funktionaldeterminante
Die Verallgemeinerung auf drei Dimensionen mit den Transformationsformeln

x =xz(a,b,c,t) y=1yl(a,b,c,t) z = z(a,b,c,t) (9.23)
liefert die Funktionaldeterminante

Oax Opx Ocx
0oy Opy Ocy | = D(a, b,c,t) (9.24)
0az Opz Ocz

Die zeitliche Ableitung von D, jetzt unter Beachtung von (9.23), geschieht analog zum

zweidimensionalen Fall. Mit reiner, aber sehr aufwendiger Schreibarbeit ergibt sich
letztlich:

1 0D Ou  Ov Ow
55—@4’@4’& (925)

Das ist die 3D-Version der fluiddynamischen Kontinuitétsgleichung (9.17) bzw. (9.22).
Die partielle Zeitableitung der Funktionaldeterminante ist unter Beachtung der Ar-
gumentliste (9.24) zu bilden. Dieser Hinweis ist hier eine Selbstverstédndlichkeit; seine
Bedeutung wird im gleich folgenden Abschnitt iiber den Operator der totalen Zeitab-
leitung noch klarer werden.



150 9 Die Kontinuit3tsgleichung

Die Funktionaldeterminante als Elementarvolumen

Was hat das Lottokugel-Modell (9.13) mit Gleichung (9.25) gemeinsam? Die Divergenz
auf der rechten Seite. Also miissen auch die linken Seiten gleich sein:

LoD _ <1 mv)

Do —Am AV o (9.26)

Beides sind relative Zeitableitungen. Wegen dieser dynamischen Gleichheit bezeichnet
man die Funktionaldeterminante als Elementarvolumen, obwohl D natiirlich kein kar-
tesisches Volumen AV ist. Es sei allerdings betont, dass Gleichung (9.13) zur Ableitung
von (9.25) nicht bendtigt wurde.

Schreibweisen fiir die Divergenz

Die Divergenz ist ein zentrales Kennzeichen des Geschwindigkeitsfeldes. Wir haben
sie schon oben in der Fluidkinematik eingefiihrt, sind aber hier wieder mehrfach (und
nicht zum letzen Mal) darauf gestofen. Fiir die Divergenz des dreidimensionalen Ge-
schwindigkeitsvektors gibt es (mindestens) sieben Schreibweisen, auferdem verschie-
dene Versionen fiir die 2D-Divergenz:

ov  Ow

Komponentenschreibweise: % + ay + 5 (9.27)
Komponentenschreibweise (verkiirzt): dzu + 0yv + 0w (9.28)
Tensorschreibweise: gzz = % = g—;i = (9.29)
Tensorschreibweise (verkiirzt): 9;v; (9.30)
Schreibweise der Physiker: gzl (9.31)
Vektorschreibweise 1: V - v (V und v sind 3D-Vektoren) (9.32)
Vektorschreibweise 2: div v (9.33)
2D-Divergenz, Bezeichnung: § = Ou + v (9.34)
Jxr Oy
2D-Vektorschreibweise 1: V-V (V und V sind 2D-Vektoren) (9.35)
2D-Vektorschreibweise 2: Div V' (9.36)

Die Vielzahl dieser Moglichkeiten, die Divergenz zu schreiben, unterstreicht ihre Bedeu-
tung. Wir werden kiinftig ohne weitere Erklarung jeweils die zweckméfigste Schreib-
weise verwenden.

Eine Bemerkung zur Tensorschreibweise (9.29): Die verschiedenen Ausdriicke in die-
ser Formel sollen darauf aufmerksam machen, dass beim zweimaligen Auftreten des
gleichen Index iiber diesen zu summieren ist (sog. gebundener Index der Summations-
konvention). Das bedeutet: Einen gebundenen Index darf man durch einen beliebigen
anderen ersetzen, ohne dass die Formel sich dndert. Das kann sehr vorteilhaft bei der
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Umformung von Tensorausdriicken sein und gilt natiirlich ebenso fiir die Versionen

(9.30) und (9.31).

9.2 Generalisierte Koordinaten

Die kartesischen Koordinaten sind die begriffliche Grundlage der Fluiddynamik. Aber
wir haben jetzt ausfiihrlich Nummerierungskoordinaten a, b, ¢ bendtigt, und die sind
nicht kartesisch. Auflerdem: Kartesische Koordinaten auf der gekriimmten Erdober-
fliche wirken kiinstlich. Es erhebt sich also die Frage: Welches sind die am besten
geeigneten Koordinaten, und wie transformiert man allgemein zwischen verschiedenen
Koordinatensystemen?

9.2.1 Einfiihrung in die generalisierten Koordinaten

Die natiirlichen Koordinaten auf der Erdoberfliche sind geographische Lange und Brei-
te. Das sind keine Absténde, sondern Winkel. Zusammen mit dem Radius r bilden sie

>N

Abb. 9.3 Transformation von kartesischen
Koordinaten auf Kugelkoordinaten (A:
geographische Linge, ¢: geographische
Breite, r: Abstand vom Erdmittelpunkt):
T = TCOSQCOSA; Yy = T COSy sinA;
z =1 sinp.

die sphdrischen Polarkoordinaten oder Kugelkoordinaten. Wenn man mit kartesischen
Koordinaten z,y, z am Erdmittelpunkt startet, so kann man beide ineinander umre-
chen (Abb. 9.3).

Nun sind die Kugelkoordinaten offenbar nicht die einzigen alternativen Koordinaten
zur Beschreibung eines Geofluids. Wir denken uns daher die kartesischen Koordina-
ten in der kompakten Form des Ortsvektors (x;) gegeben und verschaffen uns den
funktionalen Zusammenhang zu generalisierten Koordinaten (q;) wie folgt:

Il 2371((117(]27(]3,15) T2 2172((117(127(]3775) T3 :x3(quq27q37t) (937)
oder in unmittelbar verstandlicher Kurzschreibweise:

i = xi(gj,t) (9.38)
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Die Umrechnung der ¢; auf die z; geschieht wie vorher mit der Transformationsde-
terminante (auch: Jacobi-Determinante), in der alle Ableitungen der z; nach den g;
zusammengestellt sind. Andererseits hatten wir oben bereits die Identifizierungskoor-
dinaten a, b, ¢, die man allgemein als Lagrangesche Koordinaten a; bezeichnet. Damit
kennen wir nun drei Umrechnungen zwischen kartesischem, generalisiertem und La-
grangeschem Koordinatensystem:

‘33?@' _ Di ‘3%1
8&1 (9(]]'

pr |99

— — q
=D: e | = De (9.39)

Wir unterscheiden sie durch die rechts angebrachten Indizes bzw. Exponenten. Die
Transformation D zwischen den kartesischen und den Lagrangeschen Koordinaten ist
unsere obige Determinante D.

Es ist nun ein gliicklicher Umstand, dass die erste Determinante in (9.39) gleich dem

00

Man kann also, statt von den x; direkt zu den a; zu transformieren, den Umweg iiber

Produkt der beiden anderen ist:

die ¢; nehmen und dann von diesen zu den a; weitergehen. Der Grund dafiir ist der in
(9.40) ausgedriickte Determinantenmultiplikationssatz, der eine Art Verallgemeinerung
der Kettenregel der Differenziation ist. Der Leser liberzeuge sich davon fiir den zweidi-
mensionalen Spezialfall, bei dem der Rechenaufwand noch moderat ist. Dabei erkennt
man, dass unsere Interpretation der z;, g; und a; als kartesisch, generalisiert und La-
grangesch fiir die allgemeine Giiltigkeit von (9.40) ohne jede Bedeutung ist. Wegen
dieses Produktgesetzes kann man (9.40) beliebig um weitere dazwischen geschaltete
Determinanten verlangern.

9.2.2 Das Differenzial und die Zeitableitung

Wie soll man die zeitliche Anderung einer Groke auffassen, wenn das Medium selbst
stromt? Dies kann ein grofies begriffliches Problem beim Einstieg in die Fluiddynamik
sein. Um hier einen Zugang zu finden, betrachten wir eine beliebige Groke F', etwa
die Temperatur oder den Geschwindigkeitsvektor. Die Anderung von F wollen wir uns
néher ansehen.

Wir haben oben betont, dass es nur von der Vorliebe des Betrachters abhéngt,
wovon F' abhédngen soll. Daher kénnen wir mit den drei eben definierten Koordinaten

das Differenzial von F' auf drei verschiedene Weisen schreiben:

. OF OF
kartesisch F(z;,t) = dF = o dx; + e dt (9.41)
generalisiert F(gj,t) = dF = or dg; + or dt (9.42)

0q; ot

F F
Lagrange Fla,t) = dF = or da; + or de (9.43)

8@1 8t
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An dieser Stelle sind die drei Systeme noch vollsténdig gleichberechtigt?.

Das #ndert sich aber, wenn wir fiir F' den Ortsvektor « wihlen. Die Anderung
beispielsweise seiner ersten Komponente x haben wir oben im Bild des Autos so ver-
standen, dass dabei die Identitdt des bewegten Fluidpartikels erhalten bleiben soll.
Das bedeutet, dass in (9.43) alle da; gleich null sein miissen. Wenn man jetzt durch
dt dividiert, lautet (9.43) fiir F' = x im eindimensionalen Autoschlangenmodell (dort
war a1 = a und a2 = a3 = 0):

% = % ?T(Z +% = % = u(a,t) (9.44)
ey

z = x(a,t)

Das ist die Betrachtungsweise von Abb. 9.1. Etwas anderes als da)/dt = 0 ergibt bei
der Bildung des Geschwindigkeitsvektors v offenbar keinen Sinn, denn nur unter der
Bedingung, dass die Identitat des bewegten Fluidpartikels erhalten bleibt, kann dieser
Vektor iiberhaupt definiert werden. Fiir die Komponenten x; von « folgt
dxi(al,t) . Ba:i(al,t) % axi(al,t) . 8xi(a1,t)

o ot ot

i 9 (9.45)

dt
~—
=0

Diese Uberlegung hat in der Fluiddynamik weit reichende Folgen. Die totalen Differen-
ziale in den obigen Gleichungen (9.41), (9.42) und (9.43) sind immer so zu verstehen,
dass die Identitat der bewegten Partikel gewahrt bleibt, d. h. formal da; = 0 ist. Dar-
aus ergeben sich (Division durch dt) die beiden moglichen Schreibweisen fiir die stets
gleiche Zeitableitung:

dF _ OF dw;  OF

kartesisch F(zi,t) = & " om @ o (9.46)

generalisiert F(g;,t) = % = STI: % + 88—1; (9.47)
dr OF

Lagrange F(a,t) = i Bt (9.48)

Wieso zwei Schreibweisen, das sind doch drei?

Nein, es sind zwei, im Grunde genommen sogar nur eine. (9.47) ist die allgemeine,
immer giiltige Schreibweise, wenn die ¢; die unabhingigen Argumente fiir die Fest-
legung des Fluidpartikels bezeichnen. Das konnen generalisierte Raumargumente g;
sein, siehe Gleichung (9.47). Das konnen kartesische Raumargumente x; sein, siehe
Gleichung (9.46), ein Spezialfall von (9.47). Das konnen Lagrangesche Argumente a;
sein, siehe Gleichung (9.48); nur muss man eben, wenn man die a; wéhlt, der Identitét
der Fluidpartikel durch Beachtung von da; = 0 Rechnung tragen.

2Der Leser vergesse nicht die Summationskonvention: In (9.41) ist iiber den gebundenen Index 4
zu summieren, in (9.42) {iber den gebundenen Index j und in (9.43) iiber den gebundenen Index .
In den Argumentlisten von F' sind die Indizes natiirlich anders gemeint: Beispielsweise ist F'(z;,t)
eine Kurzschreibweise fiir F(z1,z2,x3,t).
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Die Stimmigkeit dieser Konstruktion erkennt man beispielsweise an dem Ausdruck
dz;/dt in (9.46). Das ist ja die Geschwindigkeitskomponente in z;-Richtung. Insbeson-
dere darf man F' = z; wéhlen und in (9.48) einsetzen. Das liefert

dxi(ay,t Oxi(ay,t
Ui(abt): xéczl ): méatl )a

und das ist die i-te Komponente des Geschwindigkeitsvektors in (9.45).

(9.49)

9.2.3 Der Operator der totalen Zeitableitung

Nun machen wir uns noch frei von der Funktion I’ und definieren die totale Zeitablei-

tung als invarianten Operator:

d o . . 2

kartesisch, Argumentliste (z;,t): %= B + %4 Den (9.50)

generalisiert, Argumentliste (gj,t): % = % + q; % (9.51)
j

Lagrange, Argumentliste (ai, t): % = % (9.52)

In diesen Definitionen kommen zwei verschiedene Zeitableitungen vor. Die erste ist der
totale Operator d/dt auf den linken Seiten; dieser ist iiberall gleich und wird als total-
zeitliche, materielle, individuelle oder Lagrangesche Ableitung bezeichnet. Die zweite
ist der partielle Operator /9t auf den rechten Seiten; dieser ist iiberall verschieden
und wird als als lokalzeitliche, partielle oder Fulersche Ableitung bezeichnet.

Fiir d/dt¢ hat sich in der theoretischen Physik eine Kurzschreibweise eingebiirgert,
die wir fir dieses und das néchste Kapitel iibernehmen und in (9.50), (9.51) bereits
verwendet haben: der dariiber gesetzte Punkt. Damit schreiben wir insbesondere

dz; . dg; _ .
3 = b g =@ (9.53)

Zum Spaf kann man einmal die Lagrange-Koordinaten totalzeitlich ableiten. Ergebnis:
a1 = 0, konsistent mit (9.52).

Wieso sind die 9/0t iiberall verschieden? Wegen der verschiedenen Argumentlisten.
Warum wirkt sich das in d/d¢ nicht aus? Weil bei der Bildung von d/dt bei jeder Argu-
mentliste, die von (a1, t) abweicht, die Konstanz der a; dennoch implizit beriicksichtigt
wird. Wie kann man dessen sicher sein? Wieso kommt beispielsweise bei der Bildung
von (9.46) dasselbe heraus wie bei (9.47), obwohl F' in beiden Féllen verschiedene Ar-
gumentlisten hat, sodass die Ausdriicke rechts in beiden Gleichungen ganz verschieden
sind, insbesondere OF/Jt in beiden verschieden ist?

Das garantiert der Differenzialkiil. In der Analysis wird gezeigt (Theorem tiber impli-
zite Funktionen), dass das totale Differenzial einer Funktion invariant ist, auch wenn
man innerhalb der Argumentliste Koordinatentransformationen durchfiihrt. Auf die
Gleichheit von (9.46), (9.47) ist also unbedingt Verlass (natiirlich darf man keinen
Rechenfehler machen).
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Noch eine Bemerkung zur Terminologie. Die Schreibweise (9.50) wird bisweilen ,,Eu-
lersche Zerlegung“, der Operator d/dt immer wieder , Euler-Operator” genannt. Das
ist verwirrend, wenn wir gleichzeitig d/d¢ als Lagrangesche und 9/0t als Eulersche
Zeitableitung bezeichnen. Wir empfehlen daher, die Ausdriicke ,,Eulersche Zerlegung®
und ,,Euler-Operator” zu vermeiden.

Die Lagrangesche Ableitung wird bisweilen auch als ,,substantielle Ableitung be-
zeichnet. Diesen Terminus wollen wir hier fiir die mit der Dichte multiplizierte totale
Ableitung reservieren, vgl. Formel (10.20) weiter unten.

9.2.4 Die advektive Zeitableitung

In den iiberwiegend verwendeten kartesischen Koordinaten wird die Operatorgleichung
(9.50) gewohnlich in einer der beiden Formen geschrieben:

d 9] 0 0
a—a"‘viaixi—a‘ﬁ‘v'v (9'54)

Wenn man das nach dem lokalzeitlichen Glied auflost, so entsteht die in Vorhersage-
modellen viel benutzte Form dieser Umrechnung, hier angewandt auf eine beliebige
skalare Funktion F":

oF dF

Den ersten Term rechts bezeichnet man als advektive Zeitableitung von F'. Den zweiten
Term dF/dt schreibt man meist nicht aus, sondern eliminiert ihn durch eine anderwei-
tig definierte Quellfunktion,

9.3 Die fluiddynamische Kontinuitatsgleichung

Die fundamentale Aussage der oben aufgestellten Formel (9.25) besteht in der Be-
ziehung zwischen Elementarvolumen und Geschwindigkeitsfeld. Das macht (9.25) zur
Grundgleichung der Analysis des Kontinuums, auf dem die gesamte Fluidphysik auf-
setzt.

Wir haben diesen Zusammenhang als fluiddynamische Kontinuitdtsgleichung be-
zeichnet, weil sie die Stetigkeit (Kontinuitét) der beiden Felder miteinander verkniipft.
Mit Ausnahme der Forderung, dass Transformationsdeterminante und Geschwindig-
keitsfeld stetig differenzierbar sein sollen, wurden keine Voraussetzungen gemacht. Der
wichtigste Gedanke bei der obigen Ableitung besteht in der Bedingung, dass die Identi-
tdt der stromenden Partikel gewahrt bleibt. Irgendwelche Erhaltungseigenschaften (der
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Teilchenzahl oder der Masse) sind in (9.25) nicht enthalten. Die fluiddynamische Kon-
tinuitétsgleichung (9.25) lautet mit dem Operator der totalzeitlichen Ableitung:

e v Y (9.56)

Die totale Zeitableitung links in (9.56) ist unabhéngig von den gewéahlten Koordina-
ten; fiir d/d¢ nimmt man die Form des Operators, die den gewihlten Koordinaten
entspricht. Auch die Divergenz des Geschwindigkeitsvektors rechts ist unabhéngig von
den Koordinaten (zumindest wird das in der Mathematik so bewiesen).

Aber D = DZ, vgl. (9.39), ist doch nur fiir kartesische Koordinaten definiert. Ist
das nicht ein Widerspruch? Natiirlich nicht. Um das zu erkennen, schreiben wir (9.56)
umsténdlich in kartesischen Koordinaten:

1 dD; 04
Fg dt Oz

(9.57)

Nun vergegenwértige sich der Leser die oben durchgefithrte Ableitung von (9.57): Wo
haben wir da die besondere Eigenschaft der x; ausgenutzt, kartesisch zu sein, insbe-
sondere ihre Orthogonalitat? — Uberhaupt nicht. Wir haben uns die x; als Funktionen
der a; vorgegeben. Dasselbe kénnten wir mit den g; machen. Wir kénnen also in der
obigen Ableitung von (9.25) bedenkenlos z; durch g¢; ersetzen. Das Ergebnis lautet:

1 dDi _ 9q;
DI dt - aqj

(9.58)

Den Ausdruck rechts kénnen wir als generalisierte Divergenz bezeichnen. Formel (9.58)
ist die ultimative Form der fluiddynamischen Kontinuitédtsgleichung. Sie besagt, dass
die relative zeitliche Anderung der Funktionaldeterminante gleich der Divergenz ist,
alles in generalisierten Koordinaten, ohne jeden Bezug auf die kartesischen Koordi-
naten. Dabei muss nur eine Bedingung streng eingehalten werden: Die Identitit der
Fluidpartikel muss gewahrt sein.

Mit dem Begriff der generalisierten Divergenz muss man dennoch vorsichtig um-
gehen. Die eigentliche vektoranalytische Divergenz ist die kartesische. Das Ergebnis
(9.58) ist in erster Linie eine Aussage iiber die Kontinuitét des Fluids.

Nach diesen Vorbereitungen fallt uns die Transformation der Divergenz von karte-
sischen auf generalisierte Koordinaten in den Schof: Wir ersetzen DJ auf der linken
Seite von (9.57) durch das Produkt Dy D geméf Formel (9.40) und bilden die relative
Ableitung unter Verwendung der Formel (27.12) im Anhang:

‘ 1 dD* 1 dDZ 1 dD¢
dive = — == -7
Dz dt Dz dt ' DI dt
—— —_——
©; aq;

(9.59)
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Die Divergenz unseres Geschwindigkeitsvektors ist zwar koordinatenunabhéngig, aber
kartesische Divergenz und generalisierte Divergenz sind verschieden — das ist kein Wi-
derspruch. Den Zusammenhang vermittelt die relative zeitliche Ableitung der Trans-
formationsdeterminante D7 von den x; auf die g;.

9.4 Die Divergenz in verschiedenen
Koordinatensystemen

Formel (9.59) bietet die einfachste Méglichkeit, die Divergenz von kartesischen Koordi-
naten auf beliebige generalisierte Koordinaten zu transformieren. Dazu berechnen wir
die Determinante Dj und anschliefsend ihre relative Zeitableitung. Das ist der einzige
Ausdruck, den man transformieren muss; der letzte Term in (9.59) ist schon fertig.
Die Transformation bewerkstelligen wir stiickweise: zuerst auf raumfeste Kugelkoordi-
naten, dann auf rotierende, dann auf Geofluidkoordinaten, dann auf meteorologische
— so oft wir wollen. Das Rezept besteht darin, die alten Koordinaten durch die neuen
auszudriicken.

9.4.1 Kugelkoordinaten

Im ersten Schritt gehen wir also von kartesischen Koordinaten auf Kugelkoordinaten
g1 = A", g2 = ¢*, g3 = R* {iber. Diese wurden bereits oben definiert (Abb. 9.3); hier
verwenden wir Grofibuchstaben und einen oberen Index *:

z(A*,¢",R*,t) = R*cos¢” cos A~
y(A*,¢*, R*,t) = R*cos¢*sin A* (9.60)
2(A*,¢*, R*,t) = R*sing"

Die Transformationsdeterminante ist gegeben durch:
—R*cos¢*sin A* —R*sin¢* cos A* cos ¢* cos A*
Dy = | R*cos¢*cosA* —R*sin¢*sin A* cos¢*sin A* (9.61)
0 R* cos ¢* sin ¢*
Die explizite Berechnung der Determinante liefert ein einfaches Ergebnis:
x 2
Dy = R*" cos¢* (9.62)

Fiir ihre relative zeitliche Ableitung gilt (wir verwenden fiir generalisierte Geschwin-
digkeiten den dariiber gesetzten Punkt):
1 dD;y 1 dR* 1 deos¢* _ R* sing*¢*

= =2— 9.63
Dz dt R* dt + cosgp*  dt R* cos ¢* ( )




158 9 Die Kontinuit3tsgleichung

Einsetzen in Gleichung (9.59) bringt uns zu

. R* sing*¢*  OA* 99"  OR*
dive =2 o =~ sor Tonr T oo T oR

(9.64)

Die Terme mit ¢* konnen zusammengefasst werden, ebenso jene mit R*, womit folgt:
OA*  d(cos ¢* ¢*) N A(R** R*)
ON* CcoSs ¢* 8¢* R*2 OR*

Das ist die Divergenz in Kugelkoordinaten.

dive =

(9.65)

Die Kugelkoordinaten haben die Eigenschaft, dass die zugehorigen Koordinatenlinien
an jeder Stelle orthogonal zueinander sind. Daher kann man die folgenden Abkiirzungen

als kartesische Geschwindigkeitskomponenten auffassen:
R*cos¢*A* =U* R$*=V* R =wW"* (9.66)
Dazu definieren wir die folgenden Abkiirzungen als Pseudodifferenzialquotienten:

0 0 0 0 0 0

R cos¢* OA _ OX* R0 oY~  OR* 07 (9.67)
Mit (9.66) und (9.67) kénnen wir (9.65) folgendermafsen schreiben:
* * * *2 *
Give_ OU° | leosg" V) o(R™ W) o

0X~ cos ¢* IY * R*20Z*
Der Vorteil dieser Schreibweise liegt in der Ahnlichkeit zur kartesischen Divergenz.
Im ersten Term haben die Grofen R* und cos¢* keine Wirkung, denn sie kiirzen
sich heraus; sie stehen nur dort, weil man dA*/OA* lieber in der ,kartesischen* Form
OU* /0X™ schreiben will. Im zweiten Term dagegen beschreibt cos ¢* die Meridian-
konvergenz, und im dritten Term beschreibt R*? die Radiendivergenz. Bewegen sich
némlich zwei verschiedene Luftpakete entlang zweier Langengrade polwérts, so ndhern
sie sich einander. Bewegen sich umgekehrt zwei Luftpakete senkrecht zur Erdoberfliche

nach oben, so entfernen sie sich voneinander.

9.4.2 Rotierende Kugelkoordinaten

Wir beriicksichtigen nun, dass sich die Erde dreht, und gehen von den raumfesten Ku-
gelkoordinaten A*, ¢*, R* (gemeinsam ¢*) iiber auf die rotierenden Kugelkoordinaten

A, ¢, R (gemeinsam q). Der Zusammenhang lautet
AN =A+Qt o =¢ R*=R (9.69)

A ist erdfest, der Term Q¢ beschreibt die Erddrehung (2 = Winkelgeschwindigkeit der
Rotation). Fiir die Jacobi-Determinanten ergibt sich

DY=DZ-DI  mit DI =|010|=1 (9.70)
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Die letzte Determinante hangt nicht von der Zeit ab; d.h. die Divergenz wird durch
die Erdrotation nicht beeinflusst — ein anschaulich einleuchtendes Ergebnis. Die Di-
vergenz lautet daher wie vorher, nur dass man den Stern an den Koordinaten und

Geschwindigkeiten wegzulassen hat:

. OA  O(cosp¢)  O(R*R)
dve =58 T cosgds | R2OR (0-71)

Das ist die Divergenz in rotierenden Kugelkoordinaten. Geschrieben mit Pseudoge-
schwindigkeiten U, V, W, entsprechend zu (9.66), und Pseudokoordinaten X,Y, Z, ent-
sprechend zu (9.67), lautet das Ergebnis wie (9.68), nur ohne Sterne:

2
dive — oU | O(cosp V) n O(R*W)

0X cos ¢ oY R20Z

(9.72)

Das ist die Divergenz in Pseudo-Kugelkoordinaten.

Warum eigentlich Pseudo — offenbar sind X, Y, Z und U, V, W keine ,,richtigen“ Gro-
Ren, aber was soll das heifsen? Schlieklich sind doch die U, V, W lokal orthogonal zu-
einander und geben die Geschwindigkeitskomponente in der jeweiligen Richtung exakt
wieder. Stimmt. Aber die U, V, W sind Zeitableitungen der zugehorigen Koordinaten
nur in einem sehr eingeschrinkten Sinne. Die X,Y, Z &ndern sich nur, wenn sich ent-

weder A oder ¢ oder R &dndert. Wenn beispielsweise X = R cos¢ A eine ,richtige’
Koordinate wére, wiirde sie sich mit allen Variablen &ndern:

g:Rcos¢A—Rsinqﬂi)A—&—Rcosqﬁ/\ (9.73)
dt —_———
U

Nur der letzte Term ist die Zonalgeschwindigkeit. Das bedeutet: Die Pseudogeschwin-
digkeiten sind zwar ,richtige” Geschwindigkeiten, aber sie sind nicht die zeitlichen

Ableitungen der Pseudokoordinaten:
dX
— #U 9.74
ke (9.74)

Wenn man dies beachtet, gibt es beim Arbeiten mit den praktischen Pseudogrofien
keine Probleme.

9.4.3 Geofluidkoordinaten

Eine weitere Vereinfachung gewinnen wir (Abb. 9.4), indem wir die Koordinate R
durch den konstanten Erdradius a und den stets sehr viel kleineren Abstand h iiber der
Erdoberflache darstellen. Der Zusammenhang der so definierten Geofluidkoordinaten
mit den eben besprochenen Kugelkoordinaten lautet

A=A p=¢ R=a+h (9.75)
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Abb. 9.4 Aufspaltung der Koordinate R in
a und h. Von den rotierenden, aber erdfes-
ten Koordinaten gehen wir auf die Geofluid-
koordinaten (), ¢, h) liber, um letztendlich
die Radiendivergenz zu vernachlassigen.

Fiir die Jacobi-Determinante Dig; ergibt sich wegen Df\x,’:ﬁf =1:

xT z x z h 2
DYYs = DyYa DYO = R cos ¢ = o (1 + > cos ¢ ~ a® cos ¢ (9.76)
@ a

1Py )

————
~1

Durch die Ndherung h/a < 1 wird die Radiendivergenz vernachléssigt (die Vertikal-

geschwindigkeit h bleibt jedoch erhalten); man spricht dann von einem Flachgeofluid.

Die Divergenz lautet somit

divo = — + o+ oo+ = (9.77)

Das entspricht Gleichung (9.64), nur der erste Term (die Radiendivergenz) ist ver-
schwunden. In Pseudokoordinaten mit den Geschwindigkeiten

acosp A =u ap=v h=w (9.78)

und Pseudodifferenzialquotienten

0 0 0] 0 0 0
acosp O\ Oz adp By oh ~ 9z (9.79)

schreibt sich das so:
. Oou  9d(cospv) = Ow
divo=—+ ——F= + —,
ox cos ¢ Oy 0z

(9.80)
was einer starken Vereinfachung in Bezug auf die Vertikale entspricht. Man erkennt die
Ahnlichkeit mit der Divergenz in kartesischen Koordinaten, und einzig die Meridian-
konvergenz bleibt erhalten. Der Einfachheit zuliebe haben wir hier fiir Geschwindig-
keiten u,v,w und Pseudokoordinaten x,y, z die gleichen Buchstaben gebraucht, mit
denen wir aus den kartesischen Koordinaten geméf Abb. 9.3 urspriinglich gestartet

sind. Nach einiger Ubung gibt es hier keine Verwechselung.
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9.4.4 Hydrostatische Vertikalkoordinaten

Mit den Geofluidkoordinaten A, ¢, h sind die Moglichkeiten, die Divergenz durch metri-
sche Vereinfachungen umzuformen, im wesentlichen erschopft. In einem letzten Schritt
lasst sich nun noch die hydrostatische Ndherung heranziehen, um damit generalisierte
Koordinaten ¢ in der Vertikalen zu definieren. Da es sich bei ¢ beispielsweise um den
Druck oder die potentielle Temperatur handelt, bezeichnet man diese bisweilen als
physikalische oder auch als meteorologische Koordinaten.

Die Transformation von den Geofluidkoordinaten auf die hydrostatischen generali-
sierten Koordinaten A, ¢, ( geschieht, wie schon bisher, durch die Befolgung des Re-
zeptes, die jeweils alten Koordinaten durch die neuen auszudriicken. Das sind hier die

Reziechunoen

VVVVVVVVVVVVVVV

A=X p=¢ A=A Gt) (9.81)

Die ersten beiden Identitdten besagen, dass sich die horizontalen Koordinaten nicht
verdndert haben. Mit der dritten Beziehung trdgt man der Abweichung der {-Flache
von der Erdoberflache Rechnung (z.B. { = p in Abb. 9.5). Fiir die Jacobi-Determinante
erhélt man hier

ey mEanz pheih
DYGe=DNgn Dge

(9.82)

p konstant p

Abb. 9.5 Flichen konstanten Drucks p
(gestrichelt) und konstanter Hohe (durch-
gezogen). Die Hohe einer Druckflache ist
von der geographischen Lage sowie von der
Zeit abhingig (Druckflichen am Aquator
liegen wegen der hoheren Temperatur im
allgemeinen weiter auseinander).

Die z,y, z sind zunichst wieder die kartesischen Koordinaten von Abb. 9.3. Die erste
Determinante rechts wurde bereits berechnet und ist gleich a? cos ¢. Die zweite lautet

1 0 0
oh
DYol=1 0 1 0 |=2 (9.83)
M on o oon | %
X 0p OC

Die rechte Seite lasst sich nun mit p = p(A, ¢, {,t) und mit der hydrostatischen Nahe-
rung schreiben:

Oh(\, 0, pI\ ¢, G, 1], t)  Ohdp ( 1 ) op _ ( 1) I g.80)

a¢ “opac — \gp) o “ac

g
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Damit lautet Formel (9.59) hier (man beachte, dass die Konstante —1/g beim loga-
rithmischen Differenzieren fortfallt):
Jive — _Sinwe  1da 1 d(@p/9¢) L ox  9¢ O

cose adt + Op/o¢  dt + O\ + Ao + ¢ (9.85)
—_—— —~

Die unterklammerten Terme kénnen wie vorher zusammengefasst werden zu

_sinpg | 99 _ d(cosp ) (9.86)

cos Oy cos p Oy

Auflerdem fiihren wir wieder Pseudokoordinaten ein, diesmal jedoch nur in horizontaler
Richtung, also
acospl=u ap=v (9.87)
und
0 0 o 0
acosp N Oz adp Oy

(9.88)

Die Komponenten u und v sind die gleichen wie in (9.78). Die Pseudokoordinaten
x und y unterscheiden sich darin, dass in (9.79) auf der h-Fliche abgeleitet wird,
in (9.88) dagegen auf der (-Flache — fiir den aufmerksamen Leser inzwischen eine
Selbstverstandlichkeit.

Mit diesen Umformungen lautet nun (9.85), also die 3D-Divergenz des Windvektors
v in hydrostatischen generalisierten Vertikalkoordinaten fiir ein Flachgeofluid:

L da 1 d(9p/9¢) | Ou  O(cospv) %

adt ' dp/o¢ dt Ox cos ¢ Oy o¢ (9-89)

dive =

Die beiden wesentlichen Naherungen, die darin umgesetzt sind, betreffen das Flach-
geofluid und die Hydrostasie. Fiir die meteorologischen Koordinaten A, ¢, sind ge-
brauchlich:

m ( = p (Druckkoordinaten)
m ( =logp (die Hohe z sinkt linear mit der Zunahme von log p)
m (=o0= P=Po (auf den Bodendruck ps normierte, vielfach gebrauchte Vertikal-
Ps — Po
koordinaten)
m ( = O (isentrope Koordinaten)

Diese Liste ist nicht erschépfend.

Fiir sich genommen wird die Divergenzformel (9.89) so gut wie nicht gebraucht. Thre
wirkliche Bedeutung und praktische Anwendbarkeit gewinnt (9.89) erst in Verbindung
mit der Massenerhaltungsgleichung, der wir uns jetzt zuwenden.
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Die Massenerhaltungsgleichung ist der Prototyp einer Erhaltungsgleichung. Da es im
Bereich der Meteorologie keine Erzeugung und keine Vernichtung von Masse gibt, ist

der Grundgedanke von grofter Einfachheit.

10.1 Globale Massenerhaltung

Wir nehmen an, dass die Verteilung der Massendichte p in einem Fluid gegeben sei.
Wir betrachten nun ein zeitlich festes Volumen V. Die darin befindliche Masse lasst
sich dann so schreiben:

M:/sz/pdV (10.1)

M v

Der globale Wert der Masse ist natiirlich die Summe iiber alle Massenelemente d M
und damit iiber die lokale Dichteverteilung. Dabei haben wir die Beziehung dM = pdV
verwendet. M ist ferner eine Funktion der Zeit, und ihre Anderung daher die Summe

aller lokalen Dichteédnderungen im Innern von V:

dM(t) /8” av (10.2)

Wodurch kann sich M zeitlich &ndern? Nur durch einen Ausfluss B iiber die Grenzen

des Volumens:

dM (t)
dt
Ist B positiv (Ausfluss), so nimmt M ab; ist B negativ (Einfluss), nimmt M zu.

+B=0 (10.3)

B kommt zustande durch das Feld des Massenflusses M; wir nehmen an, dass der
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Flussvektor M iberall definiert sei. Geméf der fritheren Gleichung (8.57) ist dann B
die Projektion von M auf die Normale der Oberflache, integriert {iber die geschlossene
Oberfldche von V:
B:/M'ndZ (10.4)
)

Andererseits gilt nach dem Gaufischen Integralsatz (8.58):

/M-ndE:/V~MdV (10.5)
> \%

Wenn man dies zusammenfasst, lautet (10.3):

/%dv+/V-Mdvzo (10.6)
1% 14

Da V beliebig ist, muss dies auch ohne den Integraloperator gelten:

Ip
£ "M = 10.7
8t+v 0 (10.7)

Fiir den Massenfluss M werden wir sogleich einen anderen Ausdruck finden.

10.2 Massenerhaltung aus lokaler Sicht

Im Kapitel {iber die Kontinuitédtsgleichung stand die Identitdt der betrachteten Ob-
jekte im Vordergrund. Jetzt fassen wir die Mafie der Objekte ins Auge; das kann die
Anzahl sein oder (bei kontinuierlicher Verteilung) auch die Masse. Dies ldsst sich nun
mathematisch einfach ausdriicken. Wir betrachten dazu wiederum ein endliches Vo-
lumen, in dem sich unsere Objekte befinden. Da wir aber hier die lokale Perspektive
einnehmen und anschlieffend einen Grenziibergang machen wollen, nennen wir das Vo-
lumen jetzt nicht V (dieses war als zeitlich konstant angenommen), sondern wie im
vorigen Kapitel AV (dieses ist im allgemeinen zeitlich veranderlich).

10.2.1 Die Erhaltung von Autos, Béllen und Kugeln

In Beispiel von Abb. 9.1 ist die Anzahl AN der Autos eine Erhaltungsgrofie, so dass
gilt:
OAN 1 O0AN
— — — 1 .
5 0 oder AN 5t 0 (10.8)
Das kann man auf den zwei- und den dreidimensionalen Fall iibertragen: Auch die
relative zeitliche Anderung der Bille im Schwimmbecken oder der Lottokugeln ist

null. Daran &ndert sich auch bei der Grenzwertbildung von AN — 0 nichts:

1 9AN _

= lim — — = 10.
Ln Alzirnio AN Ot (10-9)
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Diese Aussage verkorpert die Teilchenzahlerhaltung; in der partiellen Schreibweise der
Zeitableitung bringen wir dies explizit zum Ausdruck. Implizit ist darin die Annahme
der beliebigen Teilbarkeit der Lottokugeln enthalten (Kontinuumshypothese), die wir
stillschweigend als richtig akzeptieren.

Mit (10.9) allein lasst sich aber nicht viel anfangen. Bedeutung gewinnt dieser Erhal-
tungssatz erst durch die Kombination mit dem sich &ndernden Volumen. Wir springen
dazu sogleich in das obige 3D-Modell und interpretieren AN als Gesamtzahl der Lot-
tokugeln im Volumen AV. Die Differenz von Ly in (10.9) und Ly in (9.13) ist

In=Lv=Im AN ot " av &

AV —0

1 OAN 1 0AV ou Ov Ow
< )_<81‘+8y+82> (10.10)

Es ist klar, dass die Limesbildung AV — 0 die Limesbildung AN — 0 einschliefst. Die
beiden Zeitableitungen unter dem Limeszeichen kénnen wir mit der Definition

AN

A1‘1/_rgo AV = n(a,b,c,t) (10.11)

zusammenfassen. n ist die Teilchenzahldichte. Fiir sie gilt (man vertausche zeitliche
Ableitung und Limesbildung):

b (L OAN L 9AVY _ . (AV AN _1dn 10.12)
AvSo\AN 8t AV 9t ) avao\AN 9tAV ) n ot :

Die Kombination der letzten Gleichung mit (10.10) ergibt weiterhin

10n Ou Ov Ow 1dn Ou Ov Ow
EE+%+87y E_O bZW. 554’%4‘% E—O (10.13)

Die relative zeitliche Anderung der Teilchenzahldichte ist gegeben durch die Divergenz
des Geschwindigkeitsfeldes. Beide Schreibweisen der vorstehenden Gleichung bedeuten
geméf der Definition (9.52) des Operators der totalen Ableitung dasselbe; bei der
linken muss man geméaf (10.11) die Argumentliste explizit dazu schreiben, weil die
zeitliche Ableitung eben so gebildet werden muss, dass dabei die Fluidpartikel ihre
Identitat beibehalten. In der rechten Schreibweise ist dies durch die Konvention des
Operators der totalen Zeitableitung von selbst gegeben, weshalb wir auch die rechte
Schreibweise bevorzugen.

10.2.2 Die Massenkontinuitatsgleichung

Wenn man oben statt der Teilchenzahl AN die Masse AM im Volumen AV nimmt,
so bleibt die Argumentation wortlich gleich. Wir definieren also die Massendichte:

AM

lim = = 10.14
Jlim = = pla, by, t) (10.14)
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Fiir sie gilt analog zu (10.13):

S L ivov=0 (10.15)

Die relative zeitliche Anderung der Massendichte (unter Beibehaltung der Identitit
der Fluidpartikel) ist gegeben durch die Divergenz des Geschwindigkeitsfeldes. Das ist
die Aussage der Massenerhaltung in differenzieller Form.

Gleichung (10.15) ist eine der fundamentalen Aussagen der theoretischen Fluiddyna-
mik. Sie wird in den meisten Darstellungen einfach als Kontinuitdtsgleichung bezeich-
net. In Wahrheit ist sie eine Kombination von Massenerhaltung und fluiddynamischer
Stetigkeitsaussage. Um hier keine Verwirrung zu stiften, andererseits aber den korrek-
ten Begriff der Kontinuitatsgleichung fiir ihre fluiddynamische Form (9.56) oder (9.57)
frei zu halten, helfen wir uns damit, dass wir die Aussage (10.15) als Massenkontinusi-
tatsgleichung bezeichnen — das sollte Missverstédndnisse ausschliefsen.

Wenn wir aus der fluiddynamischen Kontinuitatsgleichung (9.56) und der Massen-
kontinuitatsgleichung (10.15) die Divergenz eliminieren, ergibt sich:

1dp 1dD 1 d(pD)
_ — 0 d _
L dt D ar ot oD T ar

=0 (10.16)

Diese divergenzfreie Version ist die Massenkontinuitétsgleichung in ihrer reinsten Form.
Sie spricht den Zusammenhang aus zwischen der Massendichte p und der Determinante
D = D7 der Transformation von den kartesischen auf die Lagrange-Koordinaten.

10.3 Die Massenflussdichte

Der Geschwindigkeitsvektor ist der Transporteur der Masse. Um das zu erkennen,
multiplizieren wir (10.15) mit der Dichte und erhalten

dp Ov;

+p =0 bzw ap 3,0 -+p avﬂ

Fr T TP =0 (10.17)

Hier haben wir fiir den Summationsindex den Buchstaben j statt wie bisher ¢ gewahlt.
Die letzten beiden Glieder lassen sich mit der Produktregel zusammenfassen:

dp | Opv;
ot + aSCj

=0 (10.18)
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Das ist die Flussform der Massenkontinuitdtsgleichung. Der erste Term ist die Euler-
sche Zeitableitung der Dichte. Der zweite! ist die Divergenz des Vektors (pvj) der
Massenflussdichte. Er ist identisch mit dem oben definierten Massenflussvektor

1019

Das besagt: Unsere Ableitung der Massenkontinuitatsgleichung einerseits aus dem glo-
balen Prinzip der Massenerhaltung geméf Formel (10.7) und andererseits aus der Kom-
bination mit dem lokalen Prinzip der fluiddynamischen Kontinuitédtsgleichung gemaf
Formel (10.18) liefert dasselbe Ergebnis. Das zeigt die innere Konsistenz dieser beiden
zueinander komplementéiren Betrachtungsweisen.

Welche Schreibweise der Massenkontinuitétsgleichung ist besser: (10.15) oder
(10.18)? Keine ist besser, beide sind gleich wichtig, beide zeigen unterschiedliche,
einander ergénzende, Aspekte der Massenerhaltung. Die Lagrangesche Form (10.15)
driickt die Balance zwischen der relativen Dichtednderung und der Winddivergenz
aus. Die Eulersche Flussform (10.18) dagegen stellt die Balance zwischen der lokalen
Dichtednderung und der Divergenz des Massenflussvektors dar.

Die dquivalente Schreibweise (10.16) schlieflich ist theoretisch grundsétzlich wichtig
und interessant, aber in der Praxis ungebrauchlich, weil man lieber mit der Divergenz
statt mit der Fundamentaldeterminate arbeitet.

Substantielle Zeitableitung

In der Lagrangeschen Ableitung dp/dt wirkt der Operator d/dt auf die Massendichte,
also auf eine volumenspezifische Grofe. In den atmosphérischen Haushaltsgleichungen
hat man es jedoch gewthnlich mit massenspezifischen Grofen zu tun; wir denken etwa
an die spezifische Feuchte ¢. Hier tritt nun dg/d¢ bevorzugt in der Kombination mit p
auf. Dafiir wollen wir ab jetzt den noch unverbrauchten Namen

dq

Substantielle Zeitableitung von q:

reservieren; einen eigenen Buchstaben fiihren wir dafiir nicht ein.

Massenspezifische Grofe ¢ und volumenspezifische Grofe pp (das ist die Wasser-
dampfdichte) lassen sich mit pp = ¢ p ineinander umrechnen. Wenn man das und
Formel (10.15) benutzt, so lautet die substantielle Ableitung von ¢

dq 1dgq 1 dpp 1dp 1 dpp
A= —=1) = N — D : 10.21
Pag — PP (q dt) P (PD dt  pdt PP pp dt TV (10.21)

! Formal korrekt sollte man diesen Term mit Klammern, also in der Form d(pv;)/0z; schreiben,
um zum Ausdruck zu bringen, dass der Operator der partiellen Ableitung auf das gesamte Produkt
pu; wirkt — eben dies ist hier (wie auch im folgenden stets) gemeint. Wenn also Missverstdndnisse
nicht zu erwarten sind, verwenden wir die einfache Schreibweise und sparen uns die Klammern.
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Diese Umrechnungen sind gelegentlich niitzlich. Der Klammerausdruck ganz rechts ist

aquivalent zur linken Seite von (10.15).

Flussform der Zeitableitung

Fiir die substantielle Ableitung von ¢ gilt nun mit der Umrechnung (9.54):

dg _ dq - Oq
Pt =P o +pvj o (10.22)

Wenn man die mit ¢ multiplizierte Massenkontinuitatsgleichung (10.18) dazu addiert,
so bekommt man mit der Produktregel die wichtige Umrechnung

Plat ~ ot oz,

dg _949p  949pv; (10.23)

Man bezeichnet die rechte Seite als Flussform der individuellen Zeitableitung von gq.
(10.23) besagt also: Die Flussform der Zeitableitung ist gleich der substantiellen Zeit-
ableitung. Statt ¢ kann man jede andere intensive Feldgrofe in (10.23) einsetzen (ins-
besondere andere spezifische Grofen wie e oder h, jedoch auch T oder p). Der zweite
Term in (10.23) ist die Divergenz des Vektors (g pv;) der Flussdichte von g. Wir werden
beide Versionen von (10.23) sténdig benutzen.

Auch der Wind ist eine intensive Feldgréfte. Man kann also statt ¢ auch die Kom-
ponenten v; des Vektors v in (10.23) einsetzen und erhélt:

dv;  Ouvip | Ovipv;
PQat ~ ot 9z,

(10.24)

Das zweite Glied rechts ist die Divergenz des Tensors (v;pv;) der Impulsflussdichte. Das
liefert die Impulsstromform der Bewegungsgleichungen (7.31). Sie spielt eine wichtige
Rolle bei allen Bilanzaussagen, in denen der Wind vorkommt.

10.4 Die generalisierte Massenkontinuitatsgleichung

Die Massenkontinuitétsgleichung in generalisierten Koordinaten gewinnt man durch
Transformation der Divergenz. Fiir diese gilt nach (9.59):

_os 1 dDp 04,

V.v_axi_Df; dt 0q;

(10.25)

Damit lasst sich die kartesische Divergenz in (10.15) durch die generalisierte Divergenz

ausdriicken:

1 dp 1 dDg = 9q;
1 = 10.2
p dt D dt 0q; 0 (10.26)
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Die beiden relativen zeitlichen Ableitungen kann man zusammenfassen:

1 d(pDg) | 9q;
pD% dt 0g;

=0 (10.27)

Das ist die Massenkontinuitatsgleichung in generalisierten Koordinaten. Der nahe lie-
gende Konsistenztest, als generalisierte Koordinaten speziell kartesische Koordinaten
zu wihlen, fithrt wegen DJ = 1 automatisch zu (10.15) zurtick.

Warum sind wir eigentlich die kartesischen Koordinaten in der Massenkontinuitéts-
gleichung (10.27) doch nicht so recht los geworden, im Unterschied zur fluiddynami-
schen Kontinuitétsgleichung (9.58), die frei ist von den z;? Denn in der Determinante
Dg kann man die z; ja deutlich erkennen. Der Grund ist die Dichte in (10.27), die das
ausgleicht, denn in dieser stehen ja die z; heimlich auch drin; das kartesische Volu-
men dzi dxz dzs ist gewissermafien das richtige Volumen zur Bildung von p, nicht das
generalisierte dg1 dgz dgs. Dadurch wird die Gréfe p Dy unabhéngig von den x;.

Fiir die Transformation der Massenkontinuitétsgleichung auf spezielle generalisierte
Koordinaten benutzen wir nicht die allgemeine Formel (10.27), sondern eliminieren
in (10.15) die kartesische Divergenz mit (9.65) oder (9.68) fiir Kugelkoordinaten, mit
(9.71) oder (9.72) fiir rotierende Kugelkoordinaten, und mit (9.77) oder (9.80) fiir
Geofluidkoordinaten.

10.5 Die Massenkontinuitatsgleichung fiir
hydrostatische Koordinaten

In hydrostatischen Koordinaten eliminieren wir in (10.15) die Divergenz mit Formel
(9.89). Hier lasst sich nun die relative Dichteinderung mit der relativen Volumenénde-
rung aus der Divergenz kombinieren. Wegen
PL%_p (10.28)
p «
haben sich beide Terme gegenseitig weg. Hier sind nun die beiden folgenden Spezialfille
von besonderer Bedeutung.

Druckkoordinaten

In Druckkoordinaten ¢ = p ist 9p/9¢ eine Konstante, d.h. der zweite Term rechts in
(9.89) ist Null. Der erste wird durch die relative Dichtednderung kompensiert. Ergebnis:

Iu + 9(cos pv) + Ow _ 0 mit % =w (10.29)

Oz cos pdy p

w ist die generalisierte Vertikalgeschwindigkeit in p-Koordinaten. Formel (10.29) ist
eine besonders einfache Massenkontinuitdtsgleichung, denn sie enthélt keinen Ten-
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denzterm. Kurz: In p-Koordinaten wird das Geofluid scheinbar inkompressibel. Diese
Einfachheit ist einer der Griinde, weshalb Druckkoordinaten in den meteorologischen
Anwendungen stark bevorzugt werden (der andere unabhéingige Grund ist die Verein-
fachung des geostrophischen Windes). Natiirlich endet die Anwendbarkeit von (10.29)
da, wo die hydrostatische Naherung nicht mehr gilt, also bei kleinskaligen und insbe-
sondere bei konvektiven Vorgéngen.

Isentrope Koordinaten

Verwendet man ¢ = O, so ergibt sich

Oh _ Oh Op _1( Op
P96 =" op 6@_g< ae) (10.30)

Man bezeichnet den Parameter —00/0p = s als statische Stabilitdt der Atmosphére;
vgl. dazu die entsprechende Definition von ¢ im baroklinen Modell, Gleichung (22.41).
Damit folgt fiir die Massenkontinuitatsgleichung in ©-Koordinaten:

$  Ou + d(cospv) 9O

= = 10.31
s Ox cos ¢ Jy 00 0 (10.31)

Bei isentropen Vorgingen ist © = 0, und auch $ kann hiufig vernachlissigt werden.
Ubrig bleibt dann:

Ou  O(cospv) —0 (10.32)

oz cos ¢ Oy

Das Geofluid bewegt sich auf ©-Flachen; die Divergenz des 2D-Geschwindigkeitsvek-
tors auf dieser Fliche verschwindet. Gleichung (10.32) ist die einfachste Massenkonti-
nuitétsgleichung der dynamischen Meteorologie und daher bei Theoretikern entspre-
chend beliebt.

Auf eine mogliche Verstandnisschwierigkeit sei zum Abschluss hingewiesen: In beiden
Gleichungen (10.29) und (10.32) tritt die scheinbar gleich lautende 2D-Divergenz des
horizontalen Windvektors auf. Das liegt daran, dass wir fiir p- und fiir ©-Koordinaten
die gleichen Bezeichnungen z,y fiir die Pseudokoordinaten und die gleichen Bezeich-
nungen u,v flir die zugehorigen Geschwindigkeiten verwendet haben, und diese sind
tatsachlich gleich. Was nicht gleich ist, sind in beiden Fillen die horizontalen Gradien-
ten. Denn die Verschiedenheit der Koordinatenflachen hat naturgemafs zur Folge, dass
die entsprechenden Ableitungen im allgemeinen verschieden sind. Daher sind auch die
beiden gleich lautenden Divergenzen in beiden Gleichungen im allgemeinen verschie-
den.
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Im Kapitel tiber die Thermodynamik haben wir das Energieprinzip eingefiihrt, wonach
die Energie einem Erhaltungssatz gehorcht. Anschliefsend haben wir gesagt, dass es ver-
schiedene Arten des Energieaustauschs gibt, jedoch keine verschiedenen Zustandsgro-
fen der Energie. Die beiden einzigen Energieformen, die voneinander separiert werden
koénnen, sind die innere Energie Fintern und die duflere Energie Fextern-

Wegen dieser Separierbarkeit der inneren Energie haben wir die thermodynamischen
Formen von FEjntern zuerst besprochen. Dabei stellte es sich als wesentlich heraus,
dass innerhalb von Fintern keine Separation méglich ist; beispielsweise kann man keine
isolierte Warmeenergie und keine isolierte Kompressionsenergie konstruieren.

Nun wollen wir das Energieprinzip als Gleichung formulieren. Dabei gehen wir den
gleichen Weg wie bei der Masse: Zuerst kommt der globale Erhaltungssatz, und an-
schlieftend werden die Fliisse aus den lokalen Gleichungen bestimmt.

11.1 Globale Energieerhaltung

Wir betrachten wie in Abschnitt 10.1 einen Fluidballen in einem zeitlich festen Volu-
men V. Die darin befindliche Energie sei E (Einheit J). Die Energie E ist eine extensive
(globale) Groke. Thr intensives (lokales) Aquivalent, definiert in Gleichung (6.21), ist
die massenspezifische Energie e (Einheit J/kg).

Dalfiir gilt, entsprechend Gleichung (10.1):

E:/dE:/edM:/epdV (11.1)
E M v
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Der globale Wert der Energie ist also die Summe iiber die lokale Verteilung der Energie-
dichte. Auflerdem haben wir die Beziehungen dE = edM und dM = p dV verwendet.

Wie bei der Masse sagen wir, dass Energie nicht im Inneren von V' erzeugt werden,
sondern nur iiber die Berandung von V hinein transportiert werden kann. Daraus
ergibt sich die (10.6) entsprechende globale Aussage

/%dwr/v-zrdv:o (11.2)
1% \%

Da V beliebig ist, muss dies auch ohne den Integraloperator gelten:

Oep -
St VF=0 (11.3)

Unsere ndchste Aufgabe ist es, den Vektor F' des Energieflusses zu spezifizieren. Dazu
miissen wir die Haushalte der beteiligten Partialenergien studieren.

Vorweg eine Bemerkung zur Terminologie. Die Gleichungen (11.2), (11.3) sprechen
den Erhaltungssatz der Energie in globaler und lokaler Form aus. Es sind Spezialfal-
le des allgemeinen Transporttheorems. Wir wollen diese Gleichungen einheitlich als
Haushaltsgleichungen bezeichnen. Sie werden auch als Budgetgleichungen oder Bilanz-
gleichungen oder Balancegleichungen bezeichnet. Der ebenfalls dafiir verwendete Be-
griff Erhaltungsgleichung bezieht sich auf den Spezialfall der quellenfreien Haushalts-
gleichung. Die Energiehaushaltsgleichung ist eine Erhaltungsgleichung, ebenso wie die
Massenhaushaltsgleichung. Die lokale Massenhaushaltsgleichung ist identisch mit der
Massenkontinuitdtsgleichung.

11.2 Ideale Fluide (mit Potenzial)

Wir nehmen zunéchst an, dass unser Fluid reibungsfrei ist (alle Tangentialdriicke null,
nur Normaldriicke erlaubt) und das die Prozesse isentrop (mit ds = 0) verlaufen. In der
Atmosphére verlaufen viele wichtige Prozesse in guter Naherung isentrop. Ein solches
Fluid nennt man ideal. Auch die Erdrotation spielt vorlaufig keine Rolle; der Nullpunkt
des ruhenden Koordinatensystems befindet sich im Schwerpunkt (= Mittelpunkt) der
Erde. Fiir ein ideales Fluid wollen wir die kinetische und die potenzielle Energie sowie
deren Zusammenhang bestimmen.

Dazu starten wir mit der oben gefundenen Eulerschen Bewegungsgleichung (7.31);
diese lautet in Tensorschreibweise

d’UZ' 3 8(1)

de @ 8.’2 + ox; -

0 (11.4)

Daraus wollen wir den Zusammenhang zwischen ® und k gewinnen.



11.2 Ideale Fluide (mit Potenzial) 173

11.2.1 Die Gleichung fiir die mechanische Energie

Die dufsere Energie Fextern des Systems ist einfach die Energie des Schwerpunkts. Stel-
len wir uns den betrachteten Fluidballen im Volumen V' wie einen Luftballon vor (die
sprachliche Ahnlichkeit der beiden Worte ist gewollt), so hat sein Schwerpunkt eine
potenzielle Energie und eine kinetische Energie. Den Schwerpunkt des Fluidballens
betrachten wir im System der kartesischen Koordinaten z;; die zugehdrigen Einheits-
vektoren sollen im Erdmittelpunkt relativ zum Fixsternhimmel ruhen. Nun definieren
wir seine kinetische und potenzielle Energie (Koordinaten des Schwerpunkts: © = (),
Geschwindigkeit: v = da/dt = (Z;) = (v;), Masse des Fluidballens: M, Masse der
Erde: Mg):

Potenzielle Energie = M (@6 —v Mg 12) (11.5)
Tq
>=2(x;)
Kinetische Energie = M(:L‘ZQ) (11.6)
——
k=k(z;)

Hierin ist ®§ eine Integrationskonstante und ~ die universelle Gravitationskonstante.
Ferner sind ® und & die massenspezifische potenzielle bzw. kinetische Energie (Einheit
m?/s?). Die Definitionen (11.5) und (11.6) sind so gemeint, dass der Fluidballen sich
als Ganzes bewegen darf (représentiert durch seinen Schwerpunkt); sein Gréfe muss
hinreichend klein gewahlt sein, sodass die Punktdefinition der Dichte sinnvoll ist.

Die Bewegung des Fluidballens fiihrt zu einer zeitlichen Anderung des Ortes und
damit einer Anderung der mechanischen Energieformen. Durch skalare Multiplikation
der Beschleunigung mit der Geschwindigkeit ergibt sich die Zeitableitung von k:

dvi  dof  dk

Vigt T dt2 Tt (11.7)

Die Zeitableitung von ® bilden wir durch Anwendung des Operators der totalen Zeit-

ableitung:
do 0P 0P 0P
R ) 11.
at ot Vo Vom (11.8)
~~
=0

Dabei haben wir beriicksichtigt, dass sich in kartesischen Koordinaten das Geopoten-
zial lokalzeitlich nicht &ndern kann. Durch Vormultiplikation der Bewegungsgleichung

(11.4) mit pv; unter Beachtung von pa = 1 folgt nun

dk Op 0P
v L 4 puy e = 11.
pdt+v 8xi+pv ox; 0 (11.9)
Setzt man Gleichung (11.8) in (11.9) ein, so ergibt sich
d(k + ®) op
P g UG, =0 (11.10)
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Das ist die Gleichung fiir die mechanische Energie k + ®. Mit der Masse M und dem
Volumen V des Fluidballens lautet der Zusammenhang zwischen k, ® und Fextern:

Eextern

Vv

Eextern

E+@= M oder plk+ @) = (11.11)
Hier haben wir M/V = p gesetzt. Gleichung (11.10) besagt, dass die zeitliche Ande-
rung der mechanischen Energie eines Fluidballens gegeben ist durch die Advektion des
Drucks.

11.2.2 Die Gleichung fiir die innere Energie

Der Druck kommt nun aber auch in der Thermodynamik vor. Dadurch bietet sich die
Chance, die Energien Fextern und Ejiptern miteinander zu verkniipfen.
Die Zeitableitung der spezifischen inneren Energie u folgt aus der Gibbs-Gleichung

(6.33) fiir ein homogenes isentropes thermodynamisches System (fiir das ds = 0 gilt):

du da
— — =0 11.12
&P (11.12)
Analog zu Gleichung (11.11) lautet der Zusammenhang zwischen u und der inneren

Energie Eintern des Fluidballens:

u:% bzw. pu:@ (11.13)
Eine Erinnerung zur Schreibweise: Wir haben in der Thermodynamik die innere Ener-
gie Fintern einfach F genannt, weil dort Fextern keine Rolle spielte; hier dagegen miis-
sen wir beide Energieformen FEiptern, Fextern genau unterscheiden. Und zur Konsistenz
der Buchstaben: Wir haben in der Thermodynamik innere Energie £ und Enthalpie
H mit Grofibuchstaben geschrieben, ihre massenspezifischen Entsprechungen dagegen
mit den Buchstaben u und h.
Wir bringen nun die Massenkontinuitatsgleichung in der Form &/a = 0v;/dx; ins
Spiel. Eingesetzt in (11.12) liefert das die Gleichung fiir die innere Energie idealer
Fluide:

@4— Bvi
pdt p

9o, =0 (11.14)

Dieses Ergebnis wollen wir mit Gleichung (11.10) fiir die mechanische Energie ver-

kniipfen.
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11.2.3 Austausch zwischen mechanischer und innerer Energie

Dazu schreiben wir (11.14) und (11.10) getrennt untereinander, wobei wir im letzten
Term von der Produktregel Gebrauch gemacht haben und vom gebundenen Index 7 zu

j wechseln:
du  Opwvj op
— —v; — =0 11.15
P dt al‘j vi axj ( )
op

Hier scheint der Austausch zwischen u und k& 4+ ® durch Druckadvektion zu erfol-
gen: Was die innere Energie verliert, kommt der mechanischen Energie zugute und
umgekehrt. Alternativ kann man jedoch auch schreiben:

du ov;
P E + +p 87501 =0 (11.17)
Opw; ov;
P I _p 2L = 11.1
pdt(k+ )+ 5y 5 P o, 0 (11.18)

Da fragt sich der Leser wohl: Wer bewirkt denn nun den Austausch zwischen u und k+
®: die Grofe p dvj/Oz; oder die Grofe v; Op/dx;? Diese Frage ist nicht entscheidbar,
letzten Endes deswegen, weil die Energieformen nicht wirklich separierbar sind.

11.2.4 Der lokale Energiesatz fiir ideale Fluide

Das Problem kommt vom Tisch, wenn man die Summe der Gleichungen (11.10) und
(11.14), oder die Summe der Gleichungen (11.15) und (11.16), oder die Summe der
Gleichungen (11.17) und (11.18) bildet — das liefert die lokale Energiegleichung:

de | Opu;
P dt 0x;

=0 mit e=k+P+u (11.19)

Dabei ist e die massenspezifische und e p die volumenspezifische Energiel7 die wir in
den obigen Haushaltsgleichungen (11.2) und (11.3) bereits eingefiihrt haben.
Mit der allgemeinen Formel (10.23) lautet die Energiegleichung in Flussform

Oep Oepvj = Opvj

E)t arj (9313]‘

=0 (11.20)

Le wird oft der groferen Klarheit halber auch als ,,Gesamtenergie” bezeichnet. Bei strengen Theo-
retikern ist das Wort verpont, weil sie sagen: Wegen der Nicht-Separierbarkeit der Energieformen
gibt es keine Partialenergien, sondern nur eine einzige Energie, die man daher auch schlicht ,,Energie*
und nicht anders nennen sollte.
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Die Fliisse in den beiden Divergenzausdriicken kann man verschieden zusammenfassen:
Fy = epvy +pv; = (b + @] + [u+ pal) pv; = (k + @+ h) pu; (11.21)

Hier haben wir die thermodynamische Formel h = u + p « fiir die Enthalpie benutzt.
Obwohl also die Energiegleichung die Erhaltung der mechanischen plus inneren Ener-
gie zum Ausdruck bringt, wird nicht diese Energie transportiert, sondern stattdessen
mechanische plus Enthalpie. Im Energiesatz (11.19) fiir das ideale Fluid sind daher
folgende Einzelaussagen enthalten, die wir jetzt in Vektorschreibweise erldutern:

m Die Energie hat keine Quelle und keine Senke. Sie kann weder erzeugt noch ver-
nichtet werden, denn sie ist eine Erhaltungsgrofe, ebenso wie die Masse.

m Die Energie kann sich lokalzeitlich nur durch die Divergenz eines Flusses dndern.
Das ist der oben in (11.2), (11.3) definierte Vektor F'. Seine Komponenten sind fir
das ideale Fluid durch (11.21) gegeben.

m Der Vektor F = epwv + J besteht aus zwei Anteilen. Der erste ist der Fluss e pv
der Energie. Er wird in der Meteorologie als advektiver Fluss bezeichnet?.

m Der zweite Anteil von F ist der Fluss J = pwv. Dieser zusétzliche Fluss ist auch
ein Energiefluss; beim idealen Fluid ist er ebenfalls rein advektiv. Jedoch kommen
bei realen Fluiden weitere nicht advektive Anteile zu J hinzu (was wir erst spéater
sehen werden). Diese werden konduktiver Natur sein. Wir wollen daher J neutral
als zusdtzlichen Energiefluss bezeichnen.

m Die alternative Zerlegung rechts in (11.21) besagt: F ist der Fluss von mechanischer
Energie plus Enthalpie.

11.3 Reale Fluide

Wir wollen nun von den idealen Fluiden auf die realen Fluide iibergehen; der Unter-
schied liegt in der Verallgemeinerung des Druckes beispielsweise durch die Flachen-
driicke. Wir gehen wieder von der Eulerschen Gleichung aus, schreiben diese aber
sogleich in Flussform:
Ovip  Ovipv; Op od
ot 8$j + ox; e ox; o

Die beiden mittleren Glieder kann man zusammenfassen, wenn man den Druckterm

0 (11.22)

mit dem Kronecker-Delta schreibt:

vip 0 0P
at+£ﬂ%w*%@+Pm

=0 (11.23)

2Die Physiker nennen Fliisse des Typs e pv gewdhnlich konvektiv. In der Meteorologie bezeichnet
man diese Fliisse, wenn sie skalig sind, als advektiv und reserviert konvektiv fiir die subskaligen
Vertikalfliisse.
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Beide eingeklammerten Terme sind Tensoren. Die Schreibweise (11.23) gibt uns die
Moéglichkeit, die Bewegungsgleichung fiir ideale Fluide auf einfache Weise fiir reale
Fluide zu verallgemeinern.

11.3.1 Innere Reibung

Der unterstrichene Term in (11.23) ist die advektive Impulsflussdichte; aus Dimensi-
onsgriinden muss es sich daher auch beim Druck p um eine Impulsflussdichte handeln,
jedoch um eine solche auf molekularer Ebene. Diese Deutung entspricht der oben dis-
kutierten Interpretation des Drucks (vgl. Abschnitt 7.4).

Der Druck entsprach dort einer Kraft, die senkrecht zu der die Kraft aufnehmenden
Flache (Normaldruck) oder parallel zu dieser Flache wirkt (Tangentialdruck). Damit
ist in Gleichung (11.23) der Impulsfluss durch Advektion und Normalkrafte um den
molekularen Reibungstensor ;; zu ergénzen:

8U¢P+i(v, v + 8ij p+ Tij) + A
ot 3mj P Uj ij P ij P O =

0 (11.24)

75 entsteht durch die Geschwindigkeitsgradienten im bewegten Fluid. In (11.24) sind
alle durch gewohnliche Advektion sowie durch Oberflichenkréfte bedingten Fliisse im
gesamten Impulsflussdichtetensor zusammengefasst:

V1Vl V1V2 V3V1 p 00 M1 T12 713
p| vavr vav2 vave |+ | 0 p O | + | w21 mo2 ma3 (11.25)
V3 V1 V3 V2 V3 U3 00p m31 732 M33

Die alternative Schreibweise der Gleichung (11.24) mit dem Operator der totalen Zeit-
ableitung lautet:

dv; 3(5”‘])4—71‘2']') P od

Prat 1z, oz; 0 (11.26)

Das entspricht der mit p multiplizierten Eulerschen Gleichung (11.4), ergédnzt um den
Reibungstensor 7;;. Damit sollte (11.26) mit (7.32) iibereinstimmen, was auch der Fall
ist (multipliziere (7.32) mit p, ersetze Op/0x; durch 9(d;;p)/0x;, ersetze V- II durch
Omij/0x;, ersetze @ durch ®). Das kann man so ausdriicken: Die Impulserhaltungs-
gleichung fiir reale Fluide, die wir in der Form (7.32) bereits hatten, haben wir hier in
der Form (11.26) erneut abgeleitet.

Gleichung (11.26) ist nun besonders zweckméfig zur Herleitung der mechanischen
Energiegleichung fiir das reale Fluid.

11.3.2 Der lokale Energiesatz fiir reale Fluide

Die innere Reibung in Fluiden fiihrt zur Dissipation. Mit diesem Begriff wird die Um-
wandlung von kinetischer Energie in Reibungswirme (innere Energie) bezeichnet. Um
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hier einen Zugang zu finden, bringen wir eine Gegeniiberstellung der idealen und der
realen Fluide im Hinblick auf Bewegungsgleichung, mechanische Energie, innere Ener-
gie und Gesamtenergie. Die dabei auftretende Redundanz ist angesichts des schwierigen
Themas beabsichtigt.

Die Euler-Gleichungen fiir ideale wie fiir reale Fluide lauten

dv; dp 0P . .

= le F1 11.2
” + Er + + Ers 0 (ideale Fluide) (11.27)
dui + o Op + Omij + oe 0 (reale Fluide) (11.28)

dt 8.731 c‘%:j 8.731

Die Gleichungen fiir die mechanische Energie lauten fiir beide Fluide

d(k + @) ~Op B . )

P—q v R =0 (ideale Fluide) (11.29)
d(k + <I>) Op omij; .

P " B, -+ 9z, 0 (reale Fluide) (11.30)

Mit der Produktregel der Differenziation kann man dies auch so schreiben:

d(k+®) OJpv; Ovj _ . .
P + oz, D 9z, =0 (ideale Fluide) (11.31)
d(k: —+ Q)) ap Vj a’Uj 87T1'j Vi ov; .
—p — + = = My — le Fl 11.32
P dt + axj p 8.73j 81,‘]' g 8.73j (rea ¢ ulde) ( 3 )

Die mechanische Energie tauscht mit der inneren Energie aus. Fiir reale Fluide haben
wir dabei die allgemeine Gibbssche Form (6.33) mit du + pda = T'ds zu verwenden:

du ov;

+ P ow 0 (ideale Fluide) (11.33)
du ov; .
P TP proli —  (reale Fluide) (11.34)

Durch Addition erhélt man die Gleichungen fiir die Energie k 4+ ® + u = e:

de Tt Opu; =0 (ideale Fluide)  (11.35)
O0x;
de Opvj . Omijv; Ov; ds .
— = T — le Fluid 11.36
Pyt o1, o1 Tij 5, +oT (reale Fluide) ( )

Beim idealen Fluid steht auf der rechten Seite von selbst Null, und dadurch ist (11.35)
automatisch mit dem Energiesatz (11.3) in Ubereinstimmung.

Beim realen Fluid ist die Ubereinstimmung mit dem Energiesatz auf der linken
Seite von (11.36) zunéchst auch gegeben. Wir haben wieder den Energieflussvektor
F = epwv + J. Der zusitzliche (noch immer rein advektive) Anteil J hat jetzt die
Komponenten:

Jj = pvj + mij v (11.37)
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Aber auf der rechten Seite von (11.36) stehen zwei Glieder, die beide nicht als Flussdi-
vergenzen geschrieben werden kénnen. Wie stellt man nun Kompatibilitat mit (11.3)
her?

Das ist einfach: Das Prinzip des Energiesatzes, wonach die Energie quellenfrei ist,
gilt auch fiir reale Fluide in aller Strenge. Danach muss die rechte Seite von Gleichung
(11.36) verschwinden. Das liefert den Energiesatz fiir reale Fluide:

% ap ’Uj 371'1']' Vg
p dt axj al‘j

=0 (11.38)

Hierin ist nur die Reibung beriicksichtigt (kein Warmefluss etc.).

11.4 Erzeugung von Entropie

Die Forderung der Quellenfreiheit der Energie liefert indirekt die Haushaltsgleichung
der Entropie, die also auf diese Weise aus dem Energiesatz gewonnen wird. Die Konse-
quenzen wollen wir fiir zwei fundamentale Prozesse betrachten: die reibungsbedingte

Dissipation und anschliefend den Warmefluss.

11.4.1 Dissipation

Das Verschwinden der rechten Seite von (11.36) liefert mit der neuen Bezeichnung

81)1'

— Ty e = 11.
Tij 81,] ( 39)

die Haushaltsgleichung der Entropie fiir diesen einfachsten Fall eines realen Fluids:

d
pTd—i =pe (11.40)

Um die Grofe € zu berechnen, deren Bedeutung wir sogleich erkennen werden, setzen

wir flir m;; den Navier-Stokesschen Reibungsansatz ein:

8% ( 8’01' avj ) 8112‘

iy @ =N 8xj Bxl ail:j

(11.41)

Diese Darstellung ist zur folgenden &quivalent, bei der lediglich die Indizes ¢ und j
vertauscht sind:

COv . (Ov; Qv \Ovj [ Ov;  Ov;\ Oy
ij oxj ! <81'i * 81'_7') oz, (3xj + Oz: ) Oz (11.42)

Da die linken Seiten der Gleichungen (11.41) und (11.42) iibereinstimmen, miissen
auch die rechten Seiten ubereinstimmen. Dies kann man so ausdriicken:

_A+B

r=A=B — T >

(11.43)
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Mit dieser einfachen Symmetrisierungsmethode lassen sich (11.41) und (11.42) zusam-
menfassen. Das ergibt fiir e:

_n ov; | Ovj dv; | Ovy\ n vi  Ov; 2
PET <837j + 3:0;‘) <3$j + dx; )~ 2\ Oz + 92 (11.44)

Der quadratische Ausdruck in der Klammer kann nicht negativ werden. Daraus folgt

fir die Entropiequelle:

T~ he>0 11.45
3 - rez ( )

Die Grofe € wird als die Dissipation bezeichnet. Die Dissipation ist eine positiv definite
Grofe; sie beschreibt einen irreversiblen Prozess. Durch Reibung nimmt die Entropie
zu; dies ist die Kernaussage von Gleichung (11.45).

Die Rolle der Dissipation sieht man deutlich an der Gegeniiberstellung der Gleichun-
gen fiir die mechanische und innere Energie beim realen Fluid. Mit J und € schreiben
sich (11.32) und (11.34):

AL D) 01, o

at oz; Poz; ~ P° (11.46)
du Ov;

= - = 114
P P o, pe (11.47)

Der jeweils letzte Term links ist der reversible Austausch zwischen k + ® und u. Die
Dissipation rechts ist dagegen der irreversible Austausch. Und zwar fiihrt der Fluss der
Energie durch das positiv definite € stets zu einer Abnahme der mechanischen und einer
Zunahme der inneren Energie. Hier kann man also die Erzeugung von Reibungswirme
unmittelbar anfassen.

11.4.2 Woairmeleitung

Den Vorgang reiner Warmeleitung ohne Reibung beschreiben wir durch den Vektor
w mit den Komponenten wj; dieser Prozess fehlt in (11.36). Wir machen das einfach
dadurch, dass wir 7;; v; im Energiesatz (11.38) durch w; ersetzen:

de | 9(pv; +wy)

+ =0 oder

— V-J=0 11.48
P oz, Pt (11.48)

Der konduktive Fluss J = pv + w enthélt diesmal nicht die Reibung, sondern statt-
dessen den Wirmeleitungsfluss w, und dieser ist wirklich ein konduktiver Fluss, der
nicht durch Advektion entsteht. Die reibungsfreie Gleichung (11.10) fiir die mecha-
nische Energie subtrahieren wir von (11.48), das ergibt die Gleichung fiir die innere
Energie:

du = Ow;

E—’—T—i_ pV.-v=0 (11.49)
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Jetzt benutzen wir die Gibbssche Gleichung in der Form:

du ds

— =T — - V. 11.50

at ~ Car PVl (11.50)
und eliminieren damit die innere Energie aus (11.49), wodurch die Entropiegleichung
entsteht:

ds = Owj
795, 9% 11.51
dt 81’]' ( )
Die einfachste Annahme fiir die Warmeleitung ist der Fouriersche Gradientansatz:
oT
Wj = —K — (11.52)
J 8l‘j

Einsetzen in (11.51) und Dividieren durch T ergibt

ds 1 0 oT 0 <KZ 8T> oT 8(1>
T

= T 0z;) " o, 0a,

P A 11.
p dt T Ox; w 8.Z‘j (9.%‘3‘ ( 53)

Im ersten Term der rechten Seite gehen wir mit (11.52) vom Temperaturgradienten
zum Wiarmefluss zuriick und bringen den Ausdruck nach links. Der verbleibende zwei-
te Term rechts lésst sich durch Anwendung der Quotientenregel der Differenziation
nochmals umformen. Das Ergebnis lautet:

ds 0 (wj\ K T \?
pa+mKwav@%> (11.54)

Auf der linken Seite steht jetzt, wie es sich fiir eine ordentliche Haushaltsgleichung

gehort, die substantielle Zeitableitung p ds/d¢ der Entropie (diese kann man bei Bedarf
in Flussform umschreiben). Auferdem steht auf der linken Seite die Divergenz eines
Flusses, hier w/T.

Auf der rechten Seite aber steht wieder ein Ausdruck, den man nicht in die Divegenz
eines Flusses umformen kann, sondern eine positiv definite Grofe. Das bedeutet: Durch
Wairmeleitung, ebenso wie durch Dissipation, nimmt die Entropie irreversibel zu. Die-
ses Ergebnis ist konsistent mit dem Gedankenexperiment zum Temperaturausgleich,
das wir oben in Abschnitt 6.8.9 besprochen haben.

11.5 Haushaltsgleichungen von Energie und
Entropie

Die eben fiir den Warmefluss gewonnene Entropiegleichung (11.51) kénnen wir auch
dadurch gewinnen, dass wir im Energiesatz (11.36) fiir reale Fluide auf beiden Seiten
die Warmeflussdivergenz addieren. Eine weitere Verallgemeinerung wollen wir sogleich
durch Mitnahme der Strahlung beriicksichtigen, représentiert durch den Strahlungs-
flussdichtevektor (r;) = 7 (diesen haben wir im Kapitel 1 mit dem Symbol F' ein-
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gefiihrt). Hier ist auf beiden Seiten die Strahlungsflussdivergenz V - r = 0r;/0x; zu
addieren. Das ergibt:
de  Opvj  Omyv; , Ow; ~ Orj ov;  Ow; ~ Orj ds

e et AN R Wi 4,7 (1155
Pt + ox; ox; + ox; * ox; g ox; + ox; + ox; +e dt ( )

Durch Nullsetzen der linken Seite geméfs dem Energieprinzip entsteht die Haushalts-
gleichung der Energie, durch Nullsetzen der rechten Seite die Haushaltsgleichung der
Entropie. Im reibungs- und strahlungsfreien Fall reproduzieren wir damit die eben
diskutierte Entropiegleichung (11.51).

Im allgemeinen Fall finden wir durch das Rezept, die linke Seite Null zu setzen,
zunéchst den Energiesatz. Er lautet in Flussform und in Vektorschreibweise:

dep  Oepuv; =~ 0J; de
ot ox; ox; =0 bzw. P dt

+V-J=0 (11.56)

mit der Energie als Summe von mechanischer und innerer Energie

e=k+d+u (11.57)

k ist die massenspezifische kinetische, ® die potentielle und u die innere Energie. Der

gesamte Energiefluss lautet in Komponenten- und in Vektorform:

|Fj:€p1/j+<]j| bzw. F=epv+J (11.58)

Der erste Anteil von F' ist der rein advektive Fluss e pv der Energie e; er ist in der

substanziellen Ableitung pde/dt versteckt. Der zweite Anteil ist der zusdtzliche Fluss
J; er hat advektive und konduktive Anteile und lautet in Komponentenschreibweise

|Jj =pv; + Wi v; +wj + 15 (11.59)

J ist weder rein advektiv noch rein konduktiv, sondern umfasst beide Mechanismen.
Advektiv in J ist der Fluss pv;, der durch den statischen Druck entsteht sowie der
Fluss m;; v;, der vom dynamischen Druck durch innere Reibung des Fluids bestimmt
wird. Konduktiv in J ist der Warmefluss w; und der Strahlungsfluss r;. Falls weitere
Energiefliisse auftreten (z.B. durch Diffusion), so sind entsprechende Terme hinzufiigen.

Das Energieprinzip besagt, dass der Energiesatz (11.56) keine Quelle hat; das ist
eine Grofe, die man nicht als Divergenz eines Flusses darstellen kann. Die Divergenz
von F' ist der einzige Prozess, durch den die volumenspezifische Energie e p zu- oder
abnehmen kann. Wegen des Gaufischen Satzes entspricht das einem Fluss von F' {iber
den Rand des Gebietes, fiir das die dquivalente globale Form des Energiesatzes gilt.

Aus der Giiltigkeit des Energieprinzips haben wir die Haushaltsgleichung der Entro-
pie gewonnen:

ds = O(w;/T) € K <8T )2 1 Jry

— =t — | — - = 11.
P de + 8:)3]‘ T + T2 al'j Ta:L‘j ( 60)
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Die ersten beiden Terme rechts sind positiv definit und beschreiben eine irreversible
Erzeugung von Entropie. Auch der dritte Term rechts hat irreversible Anteile. Die
Entropieerzeugung durch das Strahlungsfeld geht jedoch {iber den Bereich dieser Ein-
fiihrung hinaus, sodass wir diesen Punkt hier nicht weiter verfolgen; dasselbe gilt fiir
Diffusionsprozesse. Bei diesen muss man verschiedene Teilchensorten beriicksichtigen
und bekommt fiir jede eine eigene Massenkontinuitatsgleichung; auch diese Anwendung
lassen wir auf sich beruhen.

Zusammenfassend sieht das Rezept fiir die Energie- und Entropiegleichung so aus:

m Stelle die Gleichung fiir die Energie e auf. Beriicksichtige alle advektiven und kon-
duktiven Energiefliisse und alle Quellen.

m Schreibe die substantielle Zeitableitung von e und alle zusétzlichen Flussdivergenzen
auf die linke und alle Quellen auf die rechte Seite.

m Nullsetzen der linken Seite geméfs dem Energieprinzip liefert die Haushaltsgleichung
fir e.

m Nullsetzen der rechten Seite liefert die Haushaltsgleichung fiir s.

Wie schon oben in Abschnitt 6.8.9 betont wurde, spielen in der realen Atmosphére die
irreversiblen Prozesse quantitativ nur eine untergeordnete Rolle, verglichen mit den
anderen wirkenden Kréften; in vielen praktischen Anwendungen, insbesondere in der
Synoptik, sind sie ohne Belang. Warum haben wir uns dann die Miihe gemacht, sie
so ausfiihrlich zu behandeln und wozu brauchen wir eigentlich die Haushaltsgleichung
der Entropie?

Diese Miihe miissen wir uns machen, wenn wir das Konzept der Irreversibilitit ver-
stehen wollen, was gerade bei den Féllen von einfacher Reibung und Wérmeleitung
recht gut geht. Diese Prozesse, obwohl numerisch klein, werden in der Wolken- und
Niederschlagsphysik heute wieder verstérkt aufgegriffen. Sie sind grundsétzlich bedeut-
sam und eines der Zukunftsfelder in der modernen Klimaforschung. Der Bereich der
Wolkendynamik enthélt hier noch viele ungeltste Fragen, bei denen die Irreversibilitét
eine zentrale Rolle spielt.

Was die Haushaltsgleichung der Entropie angeht, so erinnern wir daran, dass T'ds die
zugefithrte Warme und @ = T ds/dt die Heizung der Atmposphére ist. Nach Formel
(6.93) ist die Heizung die Quelle fiir die Temperaturianderung in der Atmosphére.

11.6 Energie- und Entropiehaushalt feuchter Luft

Wenn die Sonne scheint, verdunstet Wasser. Das braucht Energie, die aus der Strahlung
kommt und wirkt sich dadurch aus, dass der Feuchtehaushalt mit dem Energiehaushalt
koppelt. Um also jetzt den Energiehaushalt fiir feuchte Luft zu gewinnen, verfolgen
wir die vorstehende Strategie zur Aufstellung der Gleichung der inneren Energie und
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demonstrieren dabei deren ZweckméfRigkeit. Fiir den Wasserdampf setzen wir die Haus-
haltsgleichung an:

dq
— =Q 11.61
dt 1 (11.61)

@q ist die Umwandlungsrate von kondensiertem Wasser in Dampf, also die Verdun-
stung im Kontrollvolumen. Wenn die Quelle Q4 positiv ist, nimmt die spezifische Feuch-
te g zu (Verdunstung), sonst ab (Kondensation). Nicht enthalten in diesem Ansatz ist
die Diffusion von Wasserdampf, ein Prozess, den wir hier als klein vernachlassigen.

L q ist die latente Warme. Um sie ist der Energieinhalt feuchter Luft grofer als
derjenige trockene Luft. Wir nehmen also die Energiegleichung (11.55) ohne Reibung
(mi; = 0) und ohne Warmeleitung (w; = 0) und addieren dazu die mit p L multiplizierte
Gleichung (11.61):

de dLq  Opv; = Or;  Or;

pa—’_p de + axj 8l‘j _(%j

+LpQq+pQ (11.62)

Nullsetzen der linken Seite ergibt die Gleichung fiir die innere Energie der feuchten
Luft. Diese schreiben wir in Flussform, nachdem wir e in seine Teile zerlegt und u =
¢y T sowie h = ¢, T beachtet haben:

Opk+P@+c,T+Lqg) , Op(k+ P)v;  Olp(cp T + Lq)vj + 5]
+ +
ot 8:17]‘ a’L‘j

=0| (11.63)

Im dritten Term dieser Gleichung erscheint die Divergenz der Flisse von fiihlbarer
Wirme, latenter Wirme und Strahlung. Die Bilanz dieser drei Fliisse spielt beispiels-
weise in der Grenzschichttheorie eine gewichtige Rolle und wir werden dort darauf
zuriickkommen.

Nullsetzen der rechten Seite von (11.62) ergibt in beiden Schreibweisen:

pQ:—%—Lqu:—V~r—Lqu (11.64)
Ox;

Dieses Ergebnis besagt: Die Heizung der Atmosphdre ist Strahlungsheizung plus Kon-
densationsheizung. Die Strahlungsheizung (erster Term) ist die Konvergenz des Vek-
tors r der Strahlungsflussdichte, die Kondensationsheizung (zweiter Term) die latente
Warme, die durch die Kondensationsrate @ von Wasserdampf frei wird. (11.64) ist die
Entropiegleichung in der Form, in der sie jeder Meteorologe verwendet. Welcher Anteil
bei der Energieumwandlung (11.64) reversibel und welcher irreversibel ist, wird durch
die Gleichung nicht ausgesagt und ist beispielsweise in der Synoptik ohne Belang. Die
obige Frage nach der praktischen Verwendbarkeit der Haushaltsgleichung der Entropie
beantwortet sich dadurch von selbst.
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Im Kapitel iiber die Massenerhaltung haben wir generalisierte Koordinaten eingefiihrt
und zur Transformation der Divergenz genutzt. Hier wollen wir die generalisierten Ko-
ordinaten fiir die Aussagen der Impulserhaltung nutzen, insbesondere fiir die Trans-
formation der Bewegungsgleichungen.

Warum braucht man eigentlich generalisierte Koordinaten? Die Geschwindigkeit ist
ja die zeitliche Anderung des Ortes, an dem sich ein Massenpunkt befindet. Diesen
Ort kann man als einen Vektor im dreidimensionalen Raum darstellen; im einfachsten
Fall wird dieser Vektor durch seine Komponenten im kartesischen Koordinatensystem
spezifiziert. Die Transformation der Bewegungsgleichungen ins rotierende kartesische
Koordinatensystem haben wir oben im Kapitel 8 bereits vorweggenommen.

Wenn man jedoch versucht, Orte auf der Erdkugel in kartesischen Koordinaten an-
zugeben, erkennt man, dass dies unzweckméfig ist — hier sind geographische Breite und
Léange angemessen, und das sind Winkelkoordinaten. Man muss also auf verallgemei-
nerte Koordinaten transformieren und die Position des Massenpunkts sowie den dar-
aus folgenden Geschwindigkeits- und den Beschleunigungsvektor durch generalisierte
Koordinaten ausdriicken konnen. Diesen Kalkiil der konsistenten Transformation der
Impulserhaltungsgleichung auf beliebige meteorologische Koordinatensysteme wollen
wir nun entwickeln.

Als Bewegungsgleichungen legen wir die Eulerschen Gleichungen fiir reibungsfreie
Bedingungen zugrunde. Sie lauten in Tensorschreibweise

dv; JOp 0Pg

dt ta ox; + ox;

=0 (12.1)
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Die v; sind die totalzeitlichen Ableitungen der x;. Fiir Bewegung sorgen also der Druck-
und der Potenzialgradient, und die Coriolis-Kraft tritt vorerst nicht auf, denn das
Koordinatensystem ruht ja. Das Attraktionspotenzial &g haben wir oben mithilfe von
Gleichung (11.5) definiert.

Unsere Aufgabe, die Bewegungsgleichungen auf generalisierte Koordinaten zu trans-
formieren, wird durch die Euler-Lagrange-Gleichungen (siehe néachsten Abschnitt) im
Prinzip gel6st. In den anschliefenden Abschnitten wollen wir dann die Bewegungsglei-
chungen fiir spezielle meteorologische Koordinaten angeben.

12.1 Die Euler-Lagrange-Gleichungen

Fiir die kinetische Energie K* gilt?
1.5
K* = = 4
g M

Wenn wir die x; als Funktionen der generalisierten Koordinaten ¢; und der Zeit ¢

(12.2)

betrachten, so gilt fiir die Geschwindigkeiten
(12.3)

Die #; héngen also explizit von den ¢; und von den Ableitungen von x; nach ¢; und ¢
ab, aufserdem implizit (jedoch nicht explizit) von ¢; und ¢. Insbesondere gilt

axz(qja gj:t) _ % (12.4)

9d; dqj
Das sind die Elemente der Funktionaldeterminante. Diese Gleichung gilt natiirlich
ebenso, wenn wir iiberall den Index j durch einen anderen Index ersetzen, beispiels-
weise [ (nur nicht ¢, der ist schon vergeben). Wir bilden nun die zweimalige Ableitung

der kinetischen Energie nach den generalisierten Geschwindigkeiten:

32K* 8 |: afln} (9:& 8a¢i
— = | T = 12.5
9q:10q;  Oq 9q; dqi 0q; (12.5)
Die zugehorige Determinante ist
PK* Ox; Ox; \ 2
| == === (D 12.6
'3111 04, ’&ﬂ dq; (D) (12.6)

Die Metrik (représentiert durch die Determinante Dg) ist in der kinetischen Energie
verborgen, wenn man K* = K*(¢j,q;,t) als Funktion der generalisierten Koordina-
ten und Geschwindigkeiten betrachtet. K* enthélt insbesondere die Kriimmung der
Koordinaten.

In diesem Kapitel schreiben wir die kinetische Energie mit grofen Buchstaben.
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Nun fiithren wir die so genannte Lagrange-Funktion ein:

L= K* —@E = L(.Z‘Z,.l‘z)

(12.7)

Diese Funktion, auch als kinetisches Potenzial bezeichnet, spielt eine bedeutende Rolle
in der klassischen theoretischen Physik. Die kinetische Energie ist hier mit einem *
indiziert, weil sie im Absolutsystem relativ zum Fixsternhimmel gilt. Die nicht indi-
zierten Grofen K und @ wollen wir anschliefend fiir modifizierte Versionen von K*
und ®g zur Verfiigung haben. L hangt durch K* von #; und durch ®g von z; ab.

Wir bilden nun mit der Lagrange-Funktion die Ableitung nach #; und leiten an-
schlieffend nach der Zeit ab. Das liefert die Fuler-Lagrange-Gleichung

d oL OL op
E 8:132 - 8337, @ 89@ =0 (12.8)

Sie ist der obigen Eulerschen Gleichung und damit den Newtonschen Bewegungsglei-

chungen dquivalent. Man {iberzeuge sich davon, indem man die Ableitungen explizit
bildet; damit kommt man zu den Ausgangsgleichungen (12.1) zuriick.

Im néchsten Schritt fiihren wir die Transformation von den kartesischen z; auf die
generalisierten Koordinaten g; aus. Dann gilt Gleichung (12.8) unveréndert, nur sind
die x; durch die g; ersetzt:

d oL 9L _ _ dp

- a =0 12.9
dt 9q;  0Og, 0q; (12.9)

Auch hier {iberzeuge man sich durch explizites Ausrechnen von der Richtigkeit. Dazu
multipliziert man (12.8) mit dz,;/dq; und beachtet die Ketten- und die Produktregel
der Differenziation. Um zu der endgiiltigen Form (12.9) zu gelangen, bendtigt man die
folgende selbstverstdndliche, wenn auch etwas vertrackte Umrechnung:

i () = () ()= (G 520 = 55 a20)
dt \oq; ) 9t \dq; ) ~ 0q; \0q;) "~ 0g; \ Ot dq; ') |

Hier haben wir beachtet, dass ¢; nicht explizit von ¢; abhangt.

Die Bedeutung der allgemeinen Formel (12.9) ist aufserordentlich. Sie bietet zwei
Gestaltungsmoglichkeiten. Erstens gestattet sie, einfach durch Aufschreiben der Koor-
dinatentransformation z; = z;(g;,t), die Bewegungsgleichungen in beliebigen genera-
lisierten Koordinaten herzuleiten. Zweitens aber, und das ist praktisch ebenso wichtig,
kann man vorher noch N&herungen an L, also an der kinetischen Energie und am
Potenzial anbringen; dies werden wir sogleich ausnutzen. Die aus der entsprechend
modifizierten Lagrange-Funktion L(gj,qj,t) abgeleiteten Bewegungsgleichungen sind
im Hinblick auf die Energie dann automatisch konsistent.

Wie kommt man eigentlich auf die Idee, die urspriingliche Eulersche Gleichung
(12.1), die ja die kinetische Energie gar nicht enthélt, mittels der Lagrange-Funk-
tion in Form der Gleichung (12.8) oder (12.9) zu schreiben? Es ist ja sehr schon, dass
die Euler-Lagrange-Gleichung dann invariant gegeniiber der Transformation auf ge-
neralisierte Koordinaten ist — aber woher soll man das wissen? Diese Frage wird in
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der theoretischen Physik axiomatisch beantwortet, und zwar durch Variation des Wir-
kungsintegrals. Das geht iiber den Stoff unserer Darstellung hier hinaus. Wir begniigen
uns damit, die Stimmigkeit von (12.9) gezeigt zu haben.

Zum Schluss noch eine Anmerkung: Das Wesentliche der Euler-Lagrange-Gleichung
ist ihre Invarianz gegen die Transformation von den z; zu den ¢;. Die urspriingliche
Euler-Gleichung (12.1) hat diese Invarianz nicht. Es wére ein Kunstfehler, wollte man
versuchen, in (12.1) alle x; durch g; zu ersetzen, also auch %; durch ¢;. Die Bewe-
gungsgleichungen in generalisierten Koordinaten haben im allgemeinen nicht die Form
von (12.1).

12.2 Kugelkoordinaten A*, ¢*, R*

Kugelkoordinaten haben wir oben bereits oben in (9.60) eingefiihrt. Fiir sie brauchen
wir nun die Ableitungen nach der Zeit, nach den generalisierten Koordinaten und nach
den generalisierten Geschwindigkeiten. Zuerst bilden wir die kartesischen Geschwin-
digkeiten:

i1 = R*cos¢*cosA* — R*sin¢p*¢* cos A* — R* cos p* sin A¥A*  (12.11)
iz = R*cos¢*sinA* — R*sin¢*¢* sin A* + R* cos ¢* cos A*A*  (12.12)
R*sin¢* + R* cos ¢*¢* (12.13)

3

Deren Quadrate lauten (wir beachten diese Reihenfolge: zuerst die generalisierten Ko-
ordinaten A*, $*, R* und danach die generalisierten Geschwindigkeiten A*, $*, R*):

i7 = sin® A" cos® ¢* R**(A*)? + cos® A* sin® ¢* R**($*)? + cos® A* cos? ¢* (R*)?

11 1-11 1—111
+2sin A* cos A* cos ¢* sin ¢* R*>A*¢$* — 2 cos® A* sin ¢* cos ¢* R*¢* R*
1-1V 1-V
—2cos A* sin A* cos® ¢* R*A* R* (12.14)
1-VI
@5 = cos® A* cos® ¢*R*2(A*)2 + sin® A* sin? ¢*R*2(d>*)2 +sin® A* cos® ¢>*(R*)2
21 2—11 2111
—2cos A" sin A" cos ¢” sin ¢* R*QA*gﬁ* —2sin® A* sin ¢* cos ¢* R*$* R*
2-1V 2-V
4 2sin A* cos A* cos® ¢* R*A* R* (12.15)
2-VI
i3 = cos® ¢* R**(¢*)? +sin® ¢* (R*)? + 2sin ¢* cos ¢* R*¢* R* (12.16)

3—1I 3—1III 3—-V
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Folgende Terme heben sich bei der Addition auf: 1-IV mit 2-1V, sowie 1-VI mit 2-VI,
ferner 1-V, 2-V und 3-V. Damit sind alle gemischten Glieder verschwunden. Die rein
quadratischen kann man mit der Identitit cos® ¢ + sin? ¢ = 1 ebenfalls zusammen
fassen. 1-1 und 2-T liefern cos® ¢*R**(A*)%. Weiterhin: 1-1I, 2-1I und 3-II liefern
R*?(¢*)?; und 1-1IIL, 2-11I und 3-I1II liefern (R*)2. Das Ergebnis lautet

K* = % [(R* cos ¢*A*)2 + (R*géﬁ*)z + R*z} (12.17)

Mit den bereits oben in Formel (9.66) eingefithrten Komponenten der Pseudogeschwin-

digkeit schreibt sich das so:
K* = % (U*2 S e W*Q) (12.18)

Weil die Kugelkoordinaten lokal orthogonal sind, ist es moglich, ihre Geschwindig-
keitskomponenten in den lokalen Koordinatenrichtungen als kartesische Komponenten
darzustellen. Die kinetische Energie behélt dadurch ihre einfache Form.

Nachdem wir uns K* verschafft haben, steht auch die Lagrange-Funktion L = K* —
®p zur Verfiigung. Als nichste Aufgabe hétten wir aus L durch Einsetzen in (12.9)
die Bewegungsgleichungen abzuleiten; das sind die Gleichungen fiir die generalisierten
Beschleunigungen dA*/dt, d¢*/dt und dR*/dt. Wir sparen uns hier diesen Schritt und
gehen sogleich zu rotierenden Kugelkoordinaten iiber, weil wir Bewegungsgleichungen
auf der ruhenden Erde sowieso nicht bendtigen.

12.3 Rotierende Kugelkoordinaten

Dazu definieren wir wie vorher den Ubergang von den raumfesten zu den rotierenden
Kugelkoordinaten:
AN =A+Qt ¢"=¢ R'=R (12.19)

Die rotierenden Kugelkoordinaten A, ¢ und R sind erdfest. Die einzige Anderung bei
den generalisierten Geschwindigkeiten ist

A =A+Q (12.20)
Die kinetische Energie (12.17) nimmt damit die folgende Form an:
L1 . 2 -
K* =2 {(R cos¢(A+Q)) +(R¢) +R} (12.21)

Die Arbeit also, die wir oben in die Berechnung von K™ fiir die raumfesten Koordinaten
gesteckt haben, war nicht umsonst, denn wir haben sie sogleich fiir die rotierenden
Koordinaten genutzt. Die Glieder in (12.21) ordnen wir etwas um:

K* = (RZ cos> o A* + R* ¢° + R2) + (RQ cos ¢)? % + % (RQcos¢)®  (12.22)

N —

K C Z*
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K™ ist die kinetische Energie im Absolutsystem und K die im Relativsystem. Den mitt-
leren Term wollen wir Coriolis-Potenzial nennen; C hdngt von den Winkelgeschwindig-
keiten © und A ab und ist verantwortlich fiir die gleich auftretende Coriolis-Kraft. Der
letzte Term ist das Zentrifugalpotenzial; Z* hangt auch von 2, jedoch nicht von den
generalisierten Geschwindigkeiten ab, diese kommen nur in K vor. Wir fiigen Z* zum
Attraktionspotenzial hinzu und gewinnen damit die Lagrange-Funktion in der neuen

Anordnung:
L(A, ¢, R;A,¢,R) = K* —®p = (K" ~C —Z*) +C — (¢ — Z*) (12.23)
K o

Attraktions- und Zentrifugalpotenzial bilden gemeinsam das Geopotenzial (vgl.
Abb. 5.4). Die Zentrifugalkraft auf der Erde ist nicht gerade klein (und um den Faktor
Q/ 2A grofer als die Coriolis-Kraft). Am Aquator betrigt die Umfangsgeschwindigkeit
eines Punktes der Erdoberflache etwa 1670 km/h; die zugehorige kinetische Energie
Z* entspricht der potenziellen Energie eines Korpers, der sich mehr als 10 km oberhalb
der Erdoberflache befindet. Die Erdoberflache hat sich jedoch durch die Erdabplattung
langst auf diesen Mechanismus eingestellt und liegt iiberall orthogonal zur gemeinsa-
men Wirkung aus Attraktions- und Zentrifugalpotenzial, also zum Geopotenzial ®.
Fiir unsere Zwecke geniigt dazu wie vorher die Naherung

dr~g(R—a)=gz (12.24)

wobei a der Radius der als kugelférmig angenommenen Erde ist; er entspricht dem
Abstand der Erdoberfliche vom Erdmittelpunkt. Dadurch wird dem Geofluidphysiker
die (sehr grofie) Zentrifugalkraft praktisch nicht bewusst, und er hat es immer nur mit
der (viel kleineren) Coriolis-Kraft zu tun.?

Nun machen wir uns an die Arbeit, um aus L, definiert in (12.23), die Bewegungs-
gleichungen zu gewinnen.

12.3.1 Zonale Bewegungsgleichung

Mit L = K + C — ® lautet die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die A-Komponente:
d oL 0L op

T TR Tl (12.25)

2Wir sprechen hier recht ungenau von Krdiften (Coriolis-Kraft, Gravitationskraft, Zentrifugal-
kraft), wobei wir eigentlich massenspezifische Kréfte meinen, also Beschleunigungen.



12.3 Rotierende Kugelkoordinaten 191

Der erste Term darin sieht mit Gleichung (12.22) folgendermafien aus (nur K + C
hingt von A ab, aber ® nicht):

d IK+C) _ d i 2 2
I oA @ R cos¢ (Rcos¢p A)+ R™ cos” ¢ Q
U

= Rcos¢U—Rsin¢q§U—|—Rcos¢%
+2RRcos® ¢ Q —2R? cos¢ sing é Q (12.26)

Dividiert man die rechte Seite durch R cos ¢, so erhélt man

%—F%R—tangbq.SU—FQQcosqSR—QQsinqSRq% (12.27)

Darin ist die Pseudogeschwindigkeit U die zonale Geschwindigkeitskomponente relativ

zur Erde (das war U™ vorher auch, aber die Erde dreht sich jetzt, sodass U und U* ver-
schieden sind). Nun lautet die vollstandige, durch R cos ¢ dividierte Gleichung (12.25),

Abb. 12.1 Geometrie der Kugelkoordi-
naten A, ¢, R und der Pseudogeschwindig-
keiten. U = R cos ¢ A ist die Geschwindig-
keitskomponente auf dem aktuellen
Breitenkreis, V = R ¢ die auf dem aktuel-
len Lingenkreis und W = R die in radialer
Richtung.

wenn wir zusétzlich V = R ¢ und W = R einfiihren (diese haben sich gegeniiber den
vorigen Grofen V* und W™ nicht verdndert):

v UW uv . 0P Op B
E_F R _tan¢f+ww_wv+Rcos¢8A+aRcos¢3A_0
f’ f T
(12.28)

Wenn wir im vorigen Abschnitt die Miihe nicht gescheut, sondern die Euler-Lagrange-
Gleichungen ausgerechnet hétten, so wire das Gleiche wie (12.28) herausgekommen,
nur die beiden Terme mit Q hitten gefehlt; wir bezeichnen sie als f und f (vgl. dazu

Abb. 8.5).

12.3.2 Meridionale Bewegungsgleichung

Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die ¢-Komponente lautet analog zu (12.25):
d 0L 0L Op

T 93 55+ 5g =" (12.29)
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Das erste Glied sieht folgendermafsen aus (nur K héngt von ng ab, aber C und ® nicht):

K\ d /. d av
<a¢>_dt(R ¢>) SEV) =WV 4R (12.30)

Der zweite Term in (12.29) ist jetzt komplizierter als vorher. Sein geschwindigkeits-
abhéngiger Anteil lautet

d(K +C)

2 ) o .
30 = —R cos¢ sing (A" +2QA)

S (Recosp A)? sing —2Qsing Recos¢p A R (12.31)
(;5%/_/ N—— N——

COs
U2 f U

Die vollstandige, durch R dividierte Gleichung (12.29) lautet damit

v vw U? od dp
G TR tene g fUS pasta gas =0 (12.32)
N——

=0

12.3.3 Vertikale Bewegungsgleichung

Die Euler-Lagrange-Gleichung fiir die R-Komponente lautet

d 0L OL Ip
Ty ) A T A (12.33)

Wir haben jetzt schon Ubung und finden nach wenigen Zeilen Zwischenrechnung:

aw  v? v? 0P p
dt—E—E—f U+8R+ 3 =0 (12.34)

:g

Hier haben wir auch gleich die Abkiirzungen fiir U, V, W und f’ eingebracht.

12.3.4 Die Bewegungsgleichungen in Kugelkoordinaten

Fassen wir die Gleichungen (12.28), (12.32) und (12.34) zusammen, so erhalten wir
mit den bereits definierten Pseudogeschwindigkeiten (sieche Abb. 12.1)

Rcosp A=U R¢=V R=W (12.35)

und mit den Pseudodifferenzialquotienten

o 0 o 0 o 0

- = — = —_— == 12.
Rcos¢p ON 00X RO¢p 0OY oOR 0Z (12.36)

sowie mit der vertikalen und der horizontalen Komponente des Coriolis-Parameters
(siehe Abb. 8.5)
2Qsing=f 2Qcosd = f (12.37)
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schlieklich die Bewegungsgleichungen in rotierenden Kugelkoordinaten:

dU uvv Uw / op
dv U? VW dp
E—I—tanqﬁf +T+fU +0487 =0 (12.39)
dw U? +v? , dp

_ _ — — = 12.4
i i) f U—l—g-l—ozaZ 0 ( 0)

Zu Beginn stehen die Beschleunigungen, danach kommen die metrischen Terme, gefolgt
von den Coriolis-Termen. Bei den metrischen Termen wirkt sich die Meridiankonver-
genz durch den Faktor tan ¢ und die Radiendivergenz durch 1/R aus; Ursache fiir beide
ist die Kriimmung der Erdoberfliiche. Die Coriolis-Terme mit f und f’ dagegen entste-
hen durch die Rotation der Erde; wie stark sie ins Gewicht fallen, hangt (auker von der
Geschwindigkeit des Fluids) von der geographischen Breite ab. Die metrischen Terme
sind nichtlinear in den Geschwindigkeiten, die Coriolis-Terme linear.

Die Schreibweise in (12.36) und (12.35) mit den Pseudoableitungen und Pseudo-
geschwindigkeiten ist nur eine Abkiirzung zum leichteren Behalten. Die korrekten Ko-
ordinaten und Geschwindigkeiten sind A, ¢, R und A, ¢, R.

Trotz dieser Einschrinkung ist die Schreibweise mit den Pseudogréfien sehr anschau-
lich und, bei entsprechender Vorsicht, gut handhabbar. Thr Wert liegt unter anderem
darin, dass sich mit ihnen zwei zentrale dynamische Grofen genauso wie in den ur-
spriinglichen kartesischen Koordinaten ausdriicken lassen. Die erste ist der Operator
der totalen Zeitableitung:

d g ;0 .0 - 0 d 0] 0 0 0
—==—+A— —+4+R— bzw. —=—4+U—-——=+4+V —=+W_— (1241
- mttan e o P @ a tVax W ay TWaz 124
Nur die linke Fassung ist gewissermafien die ,richtige”, denn die rechte enthilt ja
die Ausdriicke R cos¢ A = 0X und R dcos¢ = Y, die gar keine , ordentlichen®
partiellen Ableitungen sind. Aber das stort nicht, weil sich die iiberschiissigen Faktoren
R cos ¢ bzw. R wieder heraus kiirzen. Man benétigt das beispielsweise bei den Zeitab-

leitungen in (12.38), (12.39) und (12.40).

12.4 Was sind Scheinkrafte?

Die zweite dynamische Grofe, bei der sich die Anwendung der Pseudoschreibweise
lohnt, ist die kinetische Energie. Dabei ist die Ausgangsgrofe K* gewissermafen die
,Tichtige® kinetische Energie, namlich die im Absolutsystem. Die Abspaltung des Co-
riolis- und des Zentrifugalpotenzials innerhalb von L haben wir oben deshalb vor-
genommen, um die in (12.22) definierte kinetische Energie K im Relativsystem zu

isolieren.
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Nun interessiert uns die zeitliche Anderung von K. Wir multiplizieren die Bewe-
gungsgleichungen (12.38), (12.39) und (12.40) zun&chst mit U, V und W:

dU Uv . U*w , dp

U~ —tand 7t R —fUV+fUW +UaaX =0 (1242)
dV vU?  Viw p

V—dt + tan ¢ I + 7 +fVU +Va W - 0 (12.43)
dw U? +v? ap

Addiert man alle drei, so heben sich die metrischen Terme und die Coriolis-Terme
gegenseitig gerade auf:

UdU+VdV+WdW+gW+a<U Op

Op op\ _
8X+V8Y+W82>_0 (12.45)

=dK/dt

K dndert sich also nur durch die Advektion von Geopotenzial und Druck; die Anderung
ist von der Erdrotation unabhingig. Gleichung (12.45) lautet in Kugelkoordinaten

K Rt ( +¢>+R8p)=0 (12.46)
dt 0¢
Die metrischen und die Coriolis-Beschleunigungen bewirken keine Anderung der Be-
trage der Geschwindigkeiten, sondern nur von deren Richtungen, und das hat keinen
Einfluss auf die kinetische Energie. Deshalb bezeichnet man sie als Scheinkrafte.

Zum Schluss sei gesagt: Der grofite Teil der vorstehenden Diskussion (Zerlegung von
L in K,C, Z* und Einfilhrung der Pseudokoordinaten) dient nur der Erlauterung und
ist fiir die Ableitung der Bewegungsgleichungen entbehrlich.

12.5 Flachgeofluide

Die Hohe der Erdatmosphére betriagt weniger als 1 % des Erdradius. In der kineti-
schen Energie und im Coriolis-Potenzial (nicht jedoch im Geopotenzial) kann man
daher die vertikale Koordinate R durch den konstanten Erdradius a ersetzen; vertikale
Geschwindigkeiten R in der kinetischen Energie sind jedoch zunichst noch maglich.
Fiir die Lagrange-Funktion erhdlt man dadurch

L= 1 (a2 cos® ¢ A* +a® % + RQ) + (a Q cos p)? A (Pe — Z7) (12.47)
2 Q. ’
K C ®=g (R—a)

Nun fithren wir wieder die Geofluidkoordinaten A, ¢ und h ein:

A=A Pp=¢ R=a+h (12.48)
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Damit lauten unsere drei Summanden in der Lagrange-Funktion

K:1 a’cos® o A2 +a® P+ b2 C=(af cos<,0)2A d=gh (1249
2\ ———— \/ Q
u? 2 w?

Zu den Pseudogeschwindigkeiten u, v, w gehoren hier die Pseudokoordinaten x, y, z mit

0 0 0 0 0 0

_9 -2 9_9 12.
acospdX Oz aldp Oy oh 0z (12.50)
sowie der Operator der totalen Zeitableitung
d g ;0 o . 0 d 0 0 0 0
—=—4+A—~+p—+h— bzw. —=_— — — — 12.51
o o than MY T e e TUay T, (1291
Damit lauten die Bewegungsgleichungen fiir Flachgeofluide
du uUv Op
a—tancpj —fo +oz£ =0 (12.52)
dv u? Op
E+tang&; +fu +aa—y =0 (12.53)
dw op
E +g+a& =0 (12.54)

Durch die Naherung der Metrik in K ist die Radiendivergenz verschwunden; iibrig
geblieben ist die Meridiankonvergenz. Und durch die Ndherung von C sind die Terme
mit der horizontalen Komponente f’ des Coriolis-Parameters verschwunden; iibrig ge-
blieben sind die mit der vertikalen Komponente f. Diese dramatische Vereinfachung
der Bewegungsgleichungen fiir Flachgeofluide haben wir nur durch die Annahme eines
konstanten a erreicht.

12.6 Hydrostatische Koordinaten

Die Vertikalgeschwindigkeit ist der ndchste Kandidat beim Vereinfachen. Verglichen
mit w und v ist w fiir synoptische Bewegungen mehr als 2 Groéfenordnungen kleiner.
Also ist der entsprechende Term in K mehr als 4 Grofienordnungen kleiner als die
Anteile aufgrund der Horizontalgeschwindigkeit. Das rechtfertigt die Vernachléssigung
von w? in K. Dieses Argument finden wir in den Bewegungsgleichungen wieder. AuRer
in kleinskaliger heftiger Turbulenz und im Inneren konvektiver Zellen ist die vertikale
Beschleunigung, also der erste Term in (12.54), klein gegen g.

Damit definieren wir hydrostatische Koordinaten A, ¢, ¢ durch Vernachléissigung von
h? in der kinetischen Energie. Die Transformationsgleichungen lauten wie vorher

A=A o= h=h(X\ e, t) (12.55)
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Die horizontalen Koordinaten bleiben gleich. Die spezielle Wahl der generalisierten
Vertikalkoordinate ¢ lassen wir fiir den Augenblick noch offen. Die drei Summanden
in der Lagrange-Funktion lauten:

d=gh (12.56)

Q>

1 .
K == | a®cos® p A* + a?$? C = (a cos p)?
2 \ ———

u2 v2
Eine Vertikalbeschleunigung gibt es in hydrostatischen Koordinaten nicht (eine Verti-

kalgeschwindigkeit dagegen sehr wohl). In horizontaler Richtung haben wir als Pseu-
dodifferenzialquotienten:

o 0 o 0

- == = = 12.
a cospON  Ox adp 0Oy (12.57)
Damit lauten die Bewegungsgleichungen fiir hydrostatische Koordinaten
du Oh Ip
ke b = = 12.
T tan <p fv+g oz + a E 0 (12.58)
dv 2 oh Ip
- t R R — = ].2.
i + tang —I—fu—i—ga +a ay 0 (12.59)
8h dp
= 12.
93¢ c +a ac 0 (12.60)

Warum taucht hier plétzlich wieder der Gradient des Geopotenzials in horizontaler
Richtung auf? Den waren wir doch schon in den rotierenden Kugelkoordinaten los
geworden. Das liegt daran, dass die generalisierten Koordinaten hier A, o, ¢ sind (und
nicht etwa A, ¢, h). Der Operator der totalen Zeitableitung lautet

d 0 0 0 d 0 0 0

A=~ +p—+C= oder — == 4u—+v +C

at ot ax ¥ ap ag dt ~ ot ox Ay (12.61)

o¢
Wie man sieht, enthilt er eine Vertikalgeschwindigkeit ¢. Damit kann man sich bei-
spielsweise dh/dt verschaffen oder auch die zeitliche Anderung der kinetischen Energie
im Relativsystem. Fiir Letztere ergibt sich aus (12.58) und (12.59) durch Vormultipli-
kation mit v und v sowie Addieren:

du dv oh Oh op Op
R = 12. 2
vt dt+<8x+vay>+a<8+ 8y> 0 (12.62)
—— —
=dK/dt

Die dritte Bewegungsgleichung (12.60) ist die statische Grundgleichung; sie leistet kei-
nen Beitrag zu (12.62), weil sie keine Beschleunigung enthélt und daher die kinetische
Energie nicht &ndern kann. Hier zeigt sich die Anisotropie der Atmosphére, der wir
durch Vernachlissigung von w? oben Rechnung getragen haben: Nur der Horizontal-
wind tragt zur Dynamik der kinetischen Energie bei.
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12.6.1 Die Metrik in hydrostatischen Koordinaten

Die jeweils zweiten und dritten Terme in den horizontalen hydrostatischen Gleichungen
kann man zusammenfassen. Dazu definieren wir den modifizierten Coriolis-Parameter:
"= fatanp o =f(14-— 12.63

f U ey f +2anos<p ( )

Der zweite Term in der Klammer hat in 50° geographischer Breite bei einem typischen

Zonalwind von 10 m/s den Wert 0.016. Mit Ausnahme von sehr starkem Wind so-

wie aufterhalb der Polarzone ist der Zusatzterm vernachlassigbar. Die hydrostatischen
Bewegungsgleichungen lauten nun endgiiltig:

du . oh op
dv . Oh op
Ooh op

Wir kénnen diese Vereinfachung auch so ausdriicken: Die Metrik, d. h. die Kriimmung
der kugelférmigen Erde, hat nur einen sehr geringen, im Prozentbereich liegenden,
Einfluss auf die Dynamik der Bewegungsgleichungen; der wesentliche Einfluss der Erde
ist ihre Rotation, repréasentiert durch f. Fiir numerisch exakte Rechnungen muss man
f* verwenden. Aber fiir viele Zwecke der dynamischen Meteorologie kénnen wir einfach
f* durch f ersetzen.

12.6.2 Spezialfall: Kartesische Koordinaten

Mit ¢ = z gewinnen wir hydrostatische kartesische Koordinaten A, ¢, z. Die Transfor-
mationsgleichungen (12.55) lauten

A=A o=y h=h(\p, z2t)==2 (12.67)

Daraus folgt der Operator der totalen Zeitableitung (12.61) mit ¢ = z und C = w. Die
Bewegungsgleichungen mit & = g z vereinfachen sich zu

du . op

dv . op

E + f + « 87; =0 (12.69)
op _

Die horizontalen Ableitungen des Geopotenzials sind verschwunden, und die dritte
Gleichung ist unsere alte hydrostatische Grundgleichung.
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12.6.3 Spezialfall: Druckkoordinaten

Mit ¢ = p gewinnen wir hydrostatische isobare oder einfach Druckkoordinaten X, o, p.
Die Gleichungen (12.55) lauten

A=A o= h=h(\e,p,t) (12.71)

Wir fithren zusétzlich die Druckgeschwindigkeit dp/dt = w ein, mit der sich der Ope-
rator der totalen Zeitableitung (12.61) so schreibt:

d 0 ;0 0 0 d 0 0 0 0

—=—4+ A+ — —  bzw. — = _— — — — (12.72
-t Tty MY T e ey Ty 12T
Die Bewegungsgleichungen mit ® = g h vereinfachen sich damit zu
du . o _
dv . oP
— — = 12.74
ar + fu + By 0 (12.74)
0P
7= =0 12.75
ap +a ( )

Der Druckgradient ist verschwunden, dafiir ist der Geopotenzialgradient wieder aufge-
taucht. Wie bei 2z als meteorologischer Koordinate in horizontaler Richtung der Druck-
gradient erhalten bleibt, so bleibt bei p als meteorologischer Koordinate der Geopoten-
zialgradient erhalten. Der Grund dafiir ist die Neigung der Fléchen konstanten Drucks
gegeniiber der Horizontale. Die dritte Gleichung in (12.75) ist die hydrostatische Glei-
chung in Druckkoordinaten.

12.6.4 Spezialfall: Isentrope Koordinaten

Mit ¢ = © definieren wir isentrope Koordinaten A, ¢, ©. Die Gleichungen (12.55) lauten
jetzt
A=A p=¢ h=h(\ ¢, 0,t) (12.76)

Daraus folgt der Operator der totalen Zeitableitung (12.61) mit ¢ = © und ¢ = ©.
Nun bringen wir die Gibbs-Gleichung ins Spiel:

adp=cp,dT' =T ¢p % (12.77)

——
ds

Mit ihr lautet der Druckgradient
o N9, 0) 9T\ ¢ O)

S = o SO (12.78)
INe,©) _ 0T\, 0)

@ BO20) _ , MO (12.79)

o N9 0) T\ ©) ., 100 (12.80)

90 2T 50 P9 90
-~
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Auflerdem fiihren wir das

Montgomery-Potenzial

ein. Damit ergibt sich fiir die Bewegungsgleichungen in ©-Koordinaten

du . oM

@ Tt e

dv . oM
oM
56

M=®+c¢c,T

T
Cp@

0

0

=0
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(12.81)

(12.82)

(12.83)

(12.84)

Das Montgomery-Potenzial ibernimmt in isentropen Koordinaten die Rolle des Geo-

potenzials. Die meisten Prozesse in der Atmosphéren verlaufen in guter N&herung

isentrop, also ohne Anderung von ©. Das vereinfacht den Operator der totalen Zeitab-

leitung: Der letzte Summand 90 /90 fillt weg. Man driickt dies dadurch aus, dass man

sagt: Die Luftpakete bewegen sich auf isentropen Flachen. Daher sind isentrope Koor-

dinaten in einem gewissen Sinne noch einfacher als kartesische oder Druckkoordinaten

und fiir viele Zwecke der dynamischen Meteorologie die erste Wahl.

12.6.5 Wahl der Gleichungen

Welche Gleichungen soll man verwenden, welche sind am besten? Pauschal kann man

sagen:

m fiir kleinskalige Bewegungen die Eulerschen Gleichungen in nicht rotierenden kar-

tesischen Koordinaten,

m fiir die Dynamik der Kurzfristvorhersage die Gleichungen in rotierenden isentropen

Koordinaten,

m fiir die grofiskalige Dynamik des quasigeostrophischen Modells die Gleichungen in

rotierenden Druckkoordinaten.

Hier spielt auch die meteorologische Erfahrung eine grofse Rolle.
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Kurz und klar

Die wichtigsten Formeln des barotropen Modells
/

Auftrieb b, Auftriebsfrequenz N: b= £ g; N?’=yg %
p

Harmonische Welle, Phase: W(p) = Woe'?; o, t) =k -z +wt
2

at;lj — VU =0

1D-Phasengeschwindigkeit: c= —w/k; cr=c—1u

Wellengleichung;:

Externe Schwerewellen: cr =co = *t\gH
. . — d®
Grundzustand bei Wellen im FWM: ® =c¢; und Fi
Y
__B
a? + k2

Poincaré-Wellen: cr =2\ gH+ f2/k?

Rossby-Zahl, Rossby-Radius: Ro=U/(f L) R=co/fo

Rossby-Wellen (Kanal): cr =

Baroklinitatsvektor: N = Vp x Va; Barotropie: N =0
D)% Do
FWM: D—t-i-kaV—i—V(I)s—O, D—t+¢V~V—O

D
Absolute Vorticity-Gleichung: D—:Z +nV-V =0

Vorticity-Gleichung, divergenzfrei: 9 +J (W, ¢+ f)=0

ot
DQ fir = StS

Potenzielle Vorticity-Gleichung;: Dr = 0 fir i
g

Dynamisch vereinfachte Beta-Ebene: fly) = fo+ By
Geostrophie: Ug = — — 99 _ ¢ n
0

) Vg = 7 7>
fooy” 7 fo Oz
DgVy
qgFWM, Impuls: Tt+fokaa+ﬁykag:0

Dg¢
Dt

(o= V¢

qgFWM, Masse: + P9V -V,=0

D
qg abs. Vorticity-Gleichung: 1%7;79 +foV-Va=0, ng=¢(+PBy
qg pot. Vorticity-Gleichung: D]g)i?g =0, s =Ng — fo cbi
o
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Die atmosphérischen Grofen konnen als Funktionen von Raum und Zeit betrachtet
werden. Die Gleichungen, die ihren Zusammenhang beschreiben, sind im Allgemeinen
nichtlineare partielle Differenzialgleichungen. Fiir viele Zwecke geniigt es jedoch, die
linearen N&herungen dieser Gleichungen zu behandeln; fiir sie findet man Wellen als
Losungen. Diese bilden eine wichtige Klasse atmosphérischer Vorgénge, und ihnen wen-
den wir uns nun zu. Dabei beginnen wir mit dem einfachsten, rein zeitabhéngigen Fall,
den Schwingungen; als Prototyp behandeln wir im Folgenden die Auftriebsschwingung.
Wenn eine rdumliche Abhangigkeit hinzu tritt, so gelangen wir zu den fortschreitenden

Wellen; als Prototyp beschreiben wir anschliefend die Schwerewelle.

13.1 Schwingungen der ruhenden Atmosphare

Physikalische Grundlage sind die zeitunabhdngigen Gesetze fiir die ruhende Atmosphéa-
re, die im Kapitel ,,Hydrostatik von Geofluiden“ beschrieben werden. Wir bringen da-
her hier zunédchst eine Ergénzung zur potenziellen Temperatur sowie anschliefsend das
zeitabhdngige Verhalten der ruhenden Atmosphére, das zum Begriff der statischen Sta-
bilitat fiihrt. Wie kann sich eine ruhende Atmosphére zeitabhingig verhalten? Mit ,,ru-
hend ist ,,windfrei“ gemeint. Eine windfreie Atmosphére kann zeitabhéngige Schwin-
gungen um ihren Ruhezustand herum ausfiihren.

13.1.1 Potenzielle Temperatur und potenzielle Dichte

Das Differenzial der spezifischen Entropie lautet gemaft Gleichung (6.76):

ds =¢p (?—n?) = —¢p ((Z)—(l—fi) if) (13.1)
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Andererseits gilt mit der potenziellen Temperatur O, die wir fiir den Augenblick mit
dem ungewohnten Namen TP°* bezeichnen wollen:

d7vo
ds = Cp W (132)

Aquivalent zum Quotienten

TP (po )H
= | = 13.3
T » (13.3)

aus potenzieller und aktueller Temperatur kann man auch eine potenzielle Dichte pP°*

einfiithren, und der entsprechende Quotient ist

pot 11—k
F_ - <p°> (13.4)
p P

Damit lautet das Differenzial der spezifischen Entropie

dppot
ppot

ds = —cp (13.5)
Durch Vergleich der Beziehungen (13.1), (13.2) und (13.5) erhélt man daher fiir die
potenzielle Temperatur bzw. die potenzielle Dichte folgenden Zusammenhang:

pot pot pot
dr dp =0 bzw. dp™ _ dp

+ dp
Tpot ppot ppot - p

—(1—5)?

(13.6)

Die letzte Gleichung kann man alternativ durch logarithmische Ableitung von (13.4)
erhalten.

Die potenzielle Dichte wird von einem Luftpaket angenommen, wenn es von einer
bestimmten Hohe bzw. Druckfliche isentrop auf die Druckfliche 1000 hPa gebracht
wird, beispielsweise bei Féhn. Fiir die Gasgleichung gilt mit dieser Begriffsbildung

po=RT " p** und p=RTp (13.7)

Die potenzielle Dichte ist dquivalent zur potenziellen Temperatur. Man bendtigt daher
von beiden Begriffen nur einen. International hat sich die Beschreibungsweise TP°" = ©
durchgesetzt. Es gibt jedoch Anwendungen, bei denen pP°" eine bessere Anschaulichkeit
bietet, so bei der Ableitung der statischen Stabilitdt (néchster Abschnitt) oder beim

Konzept der verfligbaren potenziellen Energie.
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13.1.2 Auftriebsschwingungen und statische Stabilitat

Wir betrachten in Abb. 13.1 das Vertikalprofil p,(z) der Dichte in einer ruhenden At-
mosphére (Index UM, gestrichelte Zustandskurve). Ein Luftballen (Index LB) in dieser
Umgebung werde durch eine kleine Storung isentrop aus seiner Ruhelage ausgelenkt.
Der Luftballen starte im Niveau 1 und gelange ins Niveau 2 (durchgezogene Zustands-
kurve). Der Abstand der beiden Niveaus sei §z = z2 — z1, die Vertikalgeschwindigkeit
des Luftballens also ddz/dt = w. Datfiir gilt die Bewegungsgleichung

Die Geschwindigkeit der Umgebung ist naturgeméf gleich null. Fiir die Umgebung
nimmt daher Gleichung (13.8) diese Form an:

1 op,
Po 0z

+g9=0 (13.9)

Die Werte p, und p, werden z. B. mit Radiosonden gemessen.

Wir nehmen weiter an, dass der Druck im Luftballen stets gleich dem der Umgebung
ist; der Luftballen ist gewissermafien zu klein, als dass er einen anderen Druck haben
konnte als die ihn umgebende Luft. Aber die Temperatur des Luftballens und auch
seine Dichte kénnen sich von denen in der Umgebung unterscheiden. Die Abweichung
der Dichte des Luftballens von derjenigen der Umgebung werde mit p’ bezeichnet.
Damit gilt

PP 2) = polz) PPt 2) = polz) + 4 (1, 2) (13.10)

Abb. 13.1 Dichte eines isentrop aufstei-
genden Luftballens (Index LB, durchgezo-
gene Kurve) und der ruhenden Umgebung
(Index UM, gestrichelt) als Funktion der
Héhe z. Dichte der Umgebung: po(2),
jene des Luftballens: p = po(2) + p'. Der
Dichteunterschied zwischen den Niveaus

1 und 2 ist dp, jeweils unterschiedlich fiir
Umgebung und Luftballen.

Dadurch wird Gleichung (13.8) fiir den Luftballen zu

d7w_|_ 1 9po
dt  po+p 0z

+g=0 (13.11)

Wir eliminieren mithilfe von (13.9) den vertikalen Druckgradienten und erhalten



206 13 Elementare Wellentheorie

dw Do dw s
— = —1)g= . — = - = 13.12
dt (po+p’ >g 0 b dt < po+p’>g ’ (13.12)

Nun fiihren wir als neue Grofte den

/

Auftrieb  b=-24 (13.13)
Po

ein. Der Auftrieb (angelsichsisch buoyancy) ist eine sehr gute Naherung fiir den zweiten
Summanden in (13.12). Die Gleichung lautet damit

dw

== _p= 13.14

g 0 (13.14)
Die Dichtestérung p’ kann man nun auch, scheinbar unnétig kompliziert, durch die
Differenz der vertikalen Dichtednderungen im Luftballen und in der Umgebung wie
folgt ausdriicken (vgl. Abb. 13.1):

p = (po+p —p1) = (po— p1) (13.15)
—_—— ——
5pLB SpUM

Damit gilt fiir den Auftrieb

_ 9 LB _ ¢ UM
b= (5p 8p ) (13.16)

Mittels Gleichung (13.6) kann man n&herungsweise die relativen Dichtednderungen
durch die relativen Anderungen der potenziellen Dichte und des Drucks ersetzen:

5p N dppot
% ~ ppot

+(1—-r) = (13.17)

Setzt man nun (13.17) jeweils fiir den Luftballen und die Umgebung in Gleichung
(13.16) ein, so heben sich — entsprechend der oben getroffenen Annahme — die Druck-

o (2)" - ()] 219

Der Auf- oder Abstieg des Luftballens erfolgt isentrop, wofiir der erste Term in den

terme auf, und es gilt

eckigen Klammern verschwindet. Im zweiten Term ersetzen wir die potenzielle Dichte
wieder durch die potenzielle Temperatur, lassen den Index UM weg und erweitern

mit dz:

UM
b= —g (d@> __g L1905, (13.19)
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Die letzte Umformung rechtfertigt sich durch die stillschweigend getroffene Annahme,
dass in einer ruhenden Atmosphére © praktisch nur von z abhéngt, weil der Gradient
von © in horizontaler Richtung hinreichend klein ist.

Gleichung (13.19) koppelt nun den Auftrieb b mit der vertikalen Auslenkung dz;
das ist sehr verniinftig, denn je starker die vertikale Auslenkung ist, desto stérker ist
die Auftriebskraft. Das Vorzeichen ist so zu interpretieren: Wenn der Luftballen auf
ein Niveau unterhalb der Gleichgewichtslage ausgelenkt wird (6z < 0), so wird b > 0,
wobei er in die Gleichgewichtslage nach oben hin beschleunigt wird. Das Umgekehrte
geschieht im Fall §z > 0: Er wird zuriick nach unten beschleunigt.

Andererseits ist aber die Vertikalgeschwindigkeit unseres Luftballens gerade die zeit-
liche Anderung dieser vertikalen Auslenkung: w = ddz/dt. Damit ergibt sich durch
Kombination der Gleichungen (13.14) und (13.19) fiir §z folgende Differenzialgleichung:

d%6z

= T N?62=0 (13.20)

Die Losung ist eine harmonische Schwingung:
0z(t) = dzocos (N t) (13.21)

mit der Amplitude dzp und der Frequenz N.

Der ausschlaggebende Parameter der Schwingung steckt in der neuen Bezeichnung
N?. Man nennt N die Auftriebsfrequenz (frither auch Brunt- Viisdli-Frequenz genannt,
engl. buoyancy frequency). Im Ausdruck (13.19) fiir N2 kann man © durch 7 und p

ersetzen: oT 5
1 1 Op
Ni=g(=Z —k=-ZE 13.22
J (T 9z " D 8z> ( )
Mit dem vertikalen Temperaturgefille v = —d7/dz sowie der hydrostatischen Glei-
chung und der Gasgleichung wird das zu
R 1 v, g/c Ya =7
Ne=g|-XL (2,2, ) =¢(=-2 L - 13.2
Q[T <Cpgpp>] g( T R (13.23)

Hier ist vq4 = g/cp das trocken-isentrope Temperaturgefalle. Typische Grofen sind
v~ 6.5 K/km und v4 ~ 9.8 K/km.

Solange N2 > 0, also 74 > 7 ist, beschreibt (13.21) eine echte Schwingung; das ist
der Normalfall. Wenn jedoch der Fall N? < 0 eintritt, so wird N = 4 |[N|, d.h. das
Argument der Cosinus-Funktion wird imagindr, und (13.21) ist keine reelle Lsung
mehr; hier spricht man von statischer Instabilitdt (mehr dazu weiter unten).

13.2 Darstellung harmonischer Wellen

Fiir die periodische Abhéngigkeit einer Zustandsgréfse ¥ von Raum und Zeit gibt es
folgende Moglichkeiten:
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Wenn die Grofse nur eine Funktion der Zeit ist (wie im gerade behandelten Beispiel),
so spricht man von einer harmonischen Schwingung:

U (t) = Wo cos (wt + o) (13.24)

m Ist ¥ hingegen nur eine Funktion des Ortes, so spricht man von einer rdumlichen
Wellenstruktur:
W(x) = Wo cos (kx + o) (13.25)

m Fiir eine echte harmonische Welle (auch fortschreitende oder wandernde Welle ge-
nannt) muss die Abhéngigkeit von Raum und Zeit gegeben sein:

|\I'(x,t) =W cos(kx+wt+ o) | (13.26)

m Eine stehende Welle ist die multiplikative Kombination einer rdumlichen Wellen-
struktur mit einer Schwingung, beispielsweise:

U(z,t) = Vg cos(kx) cos (wt) (13.27)

Sie ist nicht als Spezialfall von (13.26) darstellbar.

13.2.1 Parameter einer harmonischen Welle

Die Frequenz w der Schwingung oder allgemein der Welle hingt mit der Schwingungs-
dauer oder Periode T iiber w = 27 /T zusammen. Die Wellenzahl £ hangt mit der
Wellenlinge L iiber k = 2m/L zusammen. Im einfachsten Fall sind w und x Kon-

Wo

%0 by LT Abb. 13.2 Stehende Welle bzw. harmo-
e ’ nische Welle als Funktion des Ortes ©
= x t bzw. der Zeit t. Eingetragen sind auch
T

die Abstinde zwischen zwei Wellenber-
gen (Wellenlange L bzw. Periodendauer
T) sowie die durch x bzw. w dividierte

Phasenverschiebung ¢o.

stanten des Wellenprozesses. Das Argument der harmonischen Funktion wird bei einer
Schwingung und allgemein bei einer fortschreitenden Welle als Phase ¢ bezeichnet:

p=Kx+wt+po (13.28)

Den konstanten Nullwert ¢, nennt man Phasenverschiebung. Der Wellenvorgang be-
steht darin, dass Zustédnde konstanter Phase sich im Raum ausbreiten. Die Geschwin-
digkeit dieser Ausbreitung bezeichnet man als Phasengeschwindigkeit. Man gewinnt
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sie, indem man das Differenzial der Phase gleich null setzt und nach dem Quotienten

des raumlichen und des zeitlichen Differenzials auflost:

dp=0 = kdz4+wdt=0 = c=— =— (13.29)

13.2.2 Die eindimensionale Wellengleichung

Der Prototyp fiir die Wellengleichung ist die oben besprochene Differenzialgleichung
(13.20) der rein zeitlich abhéngigen harmonischen Schwingung; bei ihr gibt es keine
rdumliche Ableitung. Wenn sich der Vorgang jedoch in den Raum hinein ausbreitet,
entsteht eine Welle. In einer Raumdimension lautet die Wellengleichung

2y 2y
Fv 0 —0

oz~ ¢ 2

(13.30)

mit der Losung (13.26); sie ist auch harmonisch, jedoch zusétzlich raumabhéngig. In
(13.20) ist die schwingende Grofe dz(t), also eine reine Zeitfunktion. Die Wellenfunk-
tion ¥(z,t) dagegen schwingt nicht nur, sie wandert auch. Wenn dz die Vertikalauslen-
kung des schwingenden Teilchens ist, was ist dann W7 Im einfachsten Fall die Wasser-
oberfliche. Was aber in horizontaler Richtung wandert, ist nicht die Wasseroberflache

selbst, sondern ihr Zustand.

13.2.3 Die raumliche Welle

Die Gleichung fiir die rdumliche Welle lasst sich durch Verallgemeinerung von (13.30)
auf drei Dimensionen gewinnen:

o2 022 T o2 T 022 (13.31)

5w 2(82\11 9%V 82\11)
—c =0

Hier kann man ¥ nicht mehr einfach als Wasseroberflache interpretieren, sondern bei-
spielsweise als 3D-Druck- oder -Dichtewelle.
Fiir rdumliche Wellen fiihrt man statt der Wellenzahl x den Wellenzahlvektor k =

(K, Ky, k=) ein; fir die Phase gilt daher in Verallgemeinerung von (13.28):

1
go(w,t):n-m—l—wt—l—goo:m-(m—s—w|Z|wt)+<po (13.32)

Die Phasengeschwindigkeit gewinnt man wie vorher mit dem Phasendifferenzial:

1 kK dx w K
dp=0 = de+——wdt=0 = c=—=—— — (13.33)
| |k dt | |k
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Die Phasengeschwindigkeit ist jetzt ein Vektor. c zeigt entgegengesetzt zur Richtung
des Wellenzahlvektors k. Man verwechsle den hier definierten Wellenzahlvektor nicht
mit dem oben verwendeten Einheitsvektor k.

Die Phase ist das Argument der harmonischen Funktion. Diese und damit das Wel-
lenkonzept lassen sich auf die komplexe Schreibweise verallgemeinern. Damit lautet

die Losung der raumlichen Wellengleichung

| U(@,t) = Vo expi (k- +wi)]| (13.34)

Hier haben wir die Phasenverschiebung ¢o sogleich in die komplexe Amplitude ¥y
hinein gezogen. Das Argument der Exponentialfunktion ist rein imaginir und dadurch
der Exponentialfaktor dem Betrag nach gleich eins. Die Zeitabhéngigkeit des Expo-
nentialfaktors stellt eine harmonische Funktion der reellen Phase ¢ = k-« + wt dar.

13.2.4 Instabilitat

In der Phase ¢ = k-x +wt ist das Produkt des Wellenzahlvektors mit dem Ortsvektor
immer reell. Ist nun w ebenfalls reell, dann ist auch ¢ rein reell und i ¢ rein imaginar.
Die komplexe Zahl ¢’ ® hat den Betrag 1 und wandert in der GauRschen Zahlenebene
gegen den Uhrzeigersinn am Einheitskreis.

Sobald w komplex wird, also w = wy +iw; gilt, wird auch die Phase komplex, d. h. ¢
erhélt einen imagindren Anteil, und dieser &ndert die Amplitude der Welle, denn der
Exponent ist jetzt reell, und das macht die Amplitude zeitabhéngig;:

expfi (k- x4+ wrt+iwit)] =exp(—wit) expli (k- x+ wrt)] (13.35)

Je nach dem Vorzeichen des Imaginérteils der Frequenz kommt es zu einem exponenti-
ellen Wachstum (Instabilitit) bzw. zu einer exponentiellen Dampfung der Amplitude
der Welle.

Ein Beispiel dafiir ist der obige Mechanismus der Auftriebsschwingung. Die Losung
der Differenzialgleichung (13.20) kann man auch komplex schreiben:

S2(t) =dz0 e N? (13.36)

Bei statischer Instabilitét lautet der Exponent ¢ Nt = | N|t. Das positive Vorzeichen
liefert eine exponentiell anwachsende Losung, d. h. es kommt zu einer beschleunigten
Bewegung. Je hoher das Luftpaket aufsteigt, desto schneller wird es. Diesen Fall be-
zeichnet man als labil oder instabil. Das kommt nach Gleichung (13.23) dann vor, wenn

das aktuelle Temperaturgefélle v grofier ist als das isentrope Gefille v .

13.2.5 Dispersion

Wenn die Phasengeschwindigkeit ¢ eine Funktion der Wellenzahl & ist, so spricht man
von Dispersion. Schallwellen sind praktisch nicht dispersiv; andernfalls wéren Gespra-
che unmoglich, da sich unterschiedliche Frequenzen verschieden schnell fortpflanzen
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wiirden. Auch die im folgenden Abschnitt behandelten Oberflaichenwellen zeigen keine
Dispersion. Im Unterschied dazu sind die grofrdumigen Rossby-Wellen, die in der Pra-
xis der meteorologischen Vorhersage im Vordergrund stehen, in hohem Mafe dispersiv.

13.3 Oberflachenwellen

Die Geofluide verfiigen iiber viele Mechanismen zur Wellenbildung. Als einfachsten
Prototyp betrachten wir lineare Wellen an der Wasseroberflaiche. Dazu nehmen wir
eine konstante Dichte des Wassers an, was Inkompressibilitiat bedeutet und Schallwellen
ausschliefst. Ferner denken wir uns die Wellen als lang gegen die Wassertiefe, was in den
Gleichungen die Linearisierungsannahme rechtfertigt. Wir werden gleich feststellen,
dass die Phasengeschwindigkeit abhéngig ist von der Schwerebeschleunigung. Daher
nennt man diesen Wellentyp auch externe Schwerewellen.

z

Medium | Abb. 13.3 Grenzfliche zwischen zwei
hix.) ALTCSPEEE Medien wie beispielsweise Atmosphéare
o . (oben, Index I) und Ozean (unten, Index II)
im Vertikalschnitt. Die Auslenkung h der
T Oberflache aus der Ruhelage hingt von der
Wasser Horizontalkoordinate = und von der Zeit
-H t ab.

13.3.1 Gleichungen im Vertikalschnitt

Die Annahme konstanter Dichte fithrt in der Massenerhaltungsgleichung dazu, dass
die Divergenz verschwindet:

+V.v=0 wird zu V-v=0 (13.37)

DI

Im Vertikalschnitt (Abb. 13.3), d.h. in zwei rdumlichen Dimensionen, gilt dann

ou  Ow
5ot 5, =0 (13.38)

Die Bewegungsgleichung in horizontaler z-Richtung lautet in z-Koordinaten

du Ip
+ £ =0 (13.39)

Wir haben also zwei Gleichungen fiir die drei Unbekannten u, w und p. Somit ist
das Problem zun#chst noch unterbestimmt. Die notwendige Schlieftung wird dadurch
geschehen, dass wir den Druck durch die Hohe h des Wasserspiegels und die Ver-
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tikalgeschwindigkeit durch seine Anderung ausdriicken. Dadurch werden die beiden
Unbekannten p und w durch eine Unbekannte, namlich h, ersetzt.

13.3.2 Randbedingungen

Die Integration von Differenzialgleichungen erfordert die Spezifikation von Randbedin-
gungen. Diese sind fiir den Charakter der Losung ebenso wichtig wie die Differenzial-
gleichungen selbst.

Kinematische Randbedingung

An der Wasseroberfliche lisst sich die zeitliche Anderung der Hohe einer Welle mit
dem Operator der totalen Zeitableitung angeben als

w _dh(t’x)_%+@di_@+u @
R T ot Toxrdt ot " ox

(13.40)

Dadurch wird die Unbekannte w durch die Unbekannte h ersetzt. Diese obere kinema-

tische Randbedingung (13.40) interpretieren wir so: Schwimmt etwa ein Korken auf

einer bewegten Wasseroberfliche mit Wellen, so &ndert sich seine Héhe erstens durch

die Auf-und-Ab-Bewegung der Wellen am gleichen Ort (d.h. fiir gleiches z), zweitens

durch das horizontale Gleiten in die Wellentéler zur gleichen Zeit (d. h. fiir gleiches t).
Die untere kinematische Randbedingung lautet

w(_H) =0 (13.41)

Sie driickt die Selbstverstandlichkeit aus, dass der Massenfluss senkrecht zu einer festen
Grenzflache (hier zum Meeresgrund) verschwinden muss.

Dynamische Randbedingung

Der Druck muss an beiden Seiten der Grenzfliche gleich sein, und im Grenzfall gilt
lim |p'(t, 2, 2) — p' (¢, z)} =0 (13.42)
z—h

Fiir das obere (diinnere) Medium denken wir uns Luft bzw. Vakuum, und das untere
(dichtere) Medium sei Wasser. Die Limesbildung kann man sich so vorstellen, dass z
im Medium IT von unten her gegen h strebt, aber im Medium I von oben.

Die dynamische Randbedingung wird im einfachsten Fall dadurch erfiillt, dass man
in der gesamten vertikalen Wassersaule hydrostatische Verhiltnisse annimmt:

op(t,z,2)
ER =—gp (13.43)
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Wenn man das vertikal zwischen der Meeresoberflache z = h (Untergrenze der Inte-
gration) und dem allgemeinen Niveau z (Obergrenze) integriert, so ergibt sich

=z
p(t,x,z) =pn —gp / d¢=pn +gph(t,z) — 2] (13.44)
C=h

Durch diese Formel wird (13.42) erfiillt. Die Abhéngigkeit des Integrals von ¢t und x
steckt in der ,,unteren* Grenze h (die rdumlich hoher liegt als die ,obere Grenze z).

Fiir den Druck pp an der Wasseroberfliche nimmt man im einfachsten Fall an, dass
er beziiglich  konstant ist. Dann folgt

op(t,x,z) Oh(t, x)
ox =9s ox

(13.45)

Der horizontale Druckgradient setzt sich also von der Wasseroberflache ohne Zeitver-
zogerung durch die gesamte Wassersdule bis zum Meeresboden hin durch. Diese An-
nahme ist gerechtfertigt, wenn die Horizontalskala der Stérungen der Meeresoberfliche
(d.h. die Wellenlénge) grof ist gegen die Meerestiefe. Das wird im Flachwassermodell
vorausgesetzt und begriindet den Namen dieser wichtigen Ndherung. Die Bewegungs-
gleichung (13.39) lautet mit (13.45):

du Oh(t,z)

& o 0 (13.46)

13.3.3 Der horizontale Druckgradient

Die Konstanz von p in (13.43) hat zur Folge, dass der horizontale Druckgradient in
allen Tiefen bis zum Meeresboden gleich ist. Der zweite Term in (13.46) héngt dadurch
nicht von z ab, also auch nicht der erste, d.h. die horizontale Geschwindigkeit ist
vertikal konstant. Es gibt keine vertikale Scherung der Stromungsgeschwindigkeit, und
die gesamte Wassersidule schwingt an einem Stiick horizontal hin und her. Dadurch
wird der Wellenprozess im Vertikalschnitt zu einem eindimensionalen Vorgang. Weiter
folgt, dass auch die horizontale Divergenz von u vertikal konstant ist. Wenn man also
die Massenerhaltungsgleichung (13.38) mit den Koordinaten z und z iiber die gesamte
Meerestiefe von —H bis h nach z integriert und die Randbedingung (13.41) beachtet,
so ergibt sich

h\ Ou

Den Zusatzterm h/H vernachldssigen wir, weil die Wellenhohe im Vergleich zur Was-
sertiefe sehr gering ist.
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13.3.4 Linearisierung

Die Bewegungsgleichung (13.47) und die Massenkontinuitétsgleichung (13.46) lauten

nun
ou u Ou/0z oh
8t(1+8u/3t )Jrgam =0 (13.48)
oh u Oh/0x ou
o (1 W) +H S =0 (13.49)

Hier haben wir die lokalzeitliche Anderung ausgeklammert und die advektive Kompo-
nente durch einen Zusatzterm bertiicksichtigt.

Bei Wellenvorgéngen spielt die advektive Komponente im Operator der totalen Zeit-
ableitung eine untergeordnete Rolle. Um das zu begriinden, formulieren wir den Zu-

satzterm:
wOu/dr _ulAu/Ax  ulAu/L

ou/ot ~ Au/At T Au/T

(13.50)

Hier haben wir fiir die Skala der raumlichen und der zeitlichen Anderung von u die
Wellenldnge Ax =~ L bzw. die Wellendauer At =~ T genommen. Dadurch wird Au im
Zahler und Nenner etwa gleich und kann gekiirzt werden:

wou/0x  w __ dx/6t _Ox

aujor CLT ST YL (13.51)

Dabei haben wir fiir die Zeitskala der fluktuierenden Geschwindigkeit u = dx/dt ange-
nommen, dass sie gleich der Zeitskala der Welle ist: §t =~ At =~ T.

Aber éx ist die Horizontalskala, um welche die Fluidpartikel aus ihrer Gleichge-
wichtslage ausgelenkt werden; diese liegt im Bereich von 100 m. Dagegen ist L die
Wellenlédnge, die im Bereich von 100 km und mehr liegt. Daher ist dx viel kleiner als
L, so dass der Quotient rechts in (13.51) sehr klein gegen 1 ist und der Zusatzterm in
der ersten Klammer von (13.48) vernachléssigt werden kann. Mit dem gleichen Argu-
ment kann der entsprechende Zusatzterm in (13.49) vernachlissigt werden.

Die Gleichungen (13.48) und (13.49) vereinfachen sich damit zu

ou oh oh ou
aﬂ-g%—o bzw. a—i—H%—

Jetzt sind alle Vorbereitungen getroffen, um den Wellenvorgang darzustellen.

0 (13.52)

13.3.5 Die Phasengeschwindigkeit von Oberflachenwellen

Aus (13.52) konnen wir v oder h eliminieren. Wir entscheiden uns fiir die Elimination
von u. Dazu multiplizieren wir die erste Gleichung mit H und leiten nach x ab; die
zweite Gleichung dagegen leiten wir nach t ab:

0 Ou 9%h 9 du  0°h
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Durch Subtrahieren beider wird u eliminiert. Das Ergebnis lautet

8%*h 9%h

9z I g2 T 0 (13.54)

Das ist wieder eine Wellengleichung. Fiir die Wellenhdhe h setzen wir eine harmonische
Losung mit konstanten Parametern x und w an:

h(z,t) = hocos (kx + wt) (13.55)

Die zweite Ableitung dieser Funktion nach der Zeit ist

o
ot?

Analog dazu erhélt man fiir die zweite Ableitung nach der Variablen x:

= —how’cos (kx4 wt) = —w’h (13.56)

8%h

2
Setzt man dies in (13.54) ein, so folgt
—wh4+gHK’h=0 (13.58)

Aufser fir den trivialen Fall, dass h identisch verschwindet, kann man durch h divi-
dieren, d.h. (13.58) ist von h unabhéngig. Das liefert die Phasengeschwindigkeit der
Schwerewellen:

w

(7)2 —gH  und damit c=+\/gH (13.59)

K

Der Umstand, dass beide Vorzeichen vorkommen, zeigt, dass es keine Vorzugsrichtung
fiir die Ausbreitung der Schwerewellen gibt.

Tsunamis sind externe Schwerewellen und gehorchen der Wellengleichung (13.54). In
einem Ozean mit der Tiefe H = 4000 m wiirde man demnach eine Phasengeschwindig-
keit der Schwerewellen von ¢ = 200 m/s erhalten. Weift man, dass der zeitliche Abstand
zwischen zwei Wellenbergen (die Periodendauer) T’ = 10* s betriigt, so kommt man mit
der Beziehung L = ¢T auf eine Wellenlénge von L = 2000 km.

13.4 Interne Wellen

Warum werden die Oberflachenwellen eigentlich als externe Wellen bezeichnet? Der
néchstkomplizierte Typ sind die internen Wellen. Diese sind gewissermafen eine Kom-
bination der Auftriebsschwingungen mit einem horizontal fortschreitenden Wellenvor-
gang. Der entscheidende Punkt ist die Eigenschaft der Auftriebsschwingungen, nicht
exakt hydrostatisch zu sein. Die kleine Abweichung von der Hydrostasie zusammen
mit der horizontalen Stromungskomponente (die ja bei den Auftriebsschwingungen
gar nicht beteiligt ist) ergibt den Typ der internen Wellen.
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Ein moglicher Zugang zu diesem reichen Feld ist die oben fiir den Auftrieb gefundene
Gleichung (13.13). Um ein Grundverstdndnis zu gewinnen, verfolgen wir diesen Weg
ein kurzes Stiick weit. (13.13) ldsst sich so schreiben:

/ /
«

b=-L 424 (13.60)

po ag
Das folgt aus dp/p+da/a = 0. Fiir die vollstandige Bewegungsgleichung in z-Richtung
setzen wir nun eine Linearisierung an, indem wir p und a analog zum Ansatz (13.10)

in Mittelwert plus Abweichung entwickeln:

dw Op dw Opo op’ / Opo
— —~ — —-— —_— —-— = 13.61
dt +g+a8z dt tg+ao 0z +ao 8z+a 0z 0 (13.61)

S—— N——

=0 =—b

Die erste unterklammerte Vereinfachung ergibt sich aus der mittleren hydrostatischen
Gleichung, die zweite aus Gleichung (13.60). Aufierdem hatten wir oben mithilfe von

Gleichung (13.19) gefunden:
db

— + N?w=0 13.62
g TNVw (13.62)
Und schlielich wollen wir die Fortpflanzung in horizontaler Richtung zulassen, be-
trachten also die ebenfalls linearisierte Bewegungsgleichung in z-Richtung (diesmal
ohne Coriolis-Beschleunigung):

du op’

sowie die Massenerhaltungsgleichung fiir den inkompressiblen Fall:

ou , Ow

—+-—=0 13.64
Jx 0z ( )
(13.61) bis (13.64) sind 4 Gleichungen fiir die Unbekannten p’, b, u und w. Diese be-
trachten wir als Funktionen von t, z und z. Da es sich um lineare Wellenvorgénge
handeln soll, ersetzen wir in diesen Gleichungen iiberall d/d¢ durch 0/9t. So entsteht
ein lineares Gleichungssystem fiir die 4 Unbekannten, von denen wir durch Differen-

. . 12 e e s .
zieren nacheinander p’, b und u eliminieren. Das Ergebnis lautet

82 82 82 5 82
{8t2 (ax+a) N axz}wmz)—o (13.65)

Das ist eine Differenzialgleichung 4. Ordnung fiir die Vertikalgeschwindigkeit; sie be-
schreibt wandernde interne Wellen.

Damit haben wir die Grenze zur Baroklinitét iiberschritten — die Dichteschichtung
interner Wellen ist im Allgemeinen baroklin. Wir begniigen uns daher hier mit die-
sem Hinweis und betrachten in diesem Kapitel zundchst nur die Dynamik barotroper

Vorgénge.
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In diesem Kapitel behandeln wir den wichtigen Spezialfall des barotropen Modells,
und zwar in seiner einfachsten Form fiir ein inkompressibles Fluid. Das denken wir
uns verwirklicht durch eine Wasserschicht konstanter Dichte. Daher miissen wir zuerst
zeigen, ob dies ein brauchbares Modell fiir die gasférmige kompressible Atmosphére ist.
Fiir Massen- und Impulserhaltung verwenden wir die hydrostatischen Beziehungen fiir
Flachgeofluide, hier zunéchst fiir kartesische Koordinaten, also die Gleichungen (12.52),
(12.53) und (12.54). Fiir den modifizierten Coriolis-Parameter setzen wir f* = f.

14.1 Barotropie

Mit der Zustandsgleichung wird in einem Geofluid ein Zusammenhang zwischen mehre-
ren Zustandsgrofen hergestellt. In der Atmosphére ist dies die Gasgleichung pa = RT'.
Mit ihr kann man durch zwei Variablen die dritte festlegen. Das formuliert man etwa
durch Angabe der funktionalen Abhéngigkeit in der Form o = a(p,T). Wenn dieser
allgemeine Fall uneingeschrankt gilt, so spricht man von Baroklinitdt; sie ist gewisser-
mafen der Normalfall. Wenn dagegen der Sonderfall vorliegt, dass die Temperatur kein
unabhéngiges Argument ist, sondern selbst nur vom Druck abhéngt, spricht man von
Barotropie. Das ist zwar in den Geofluiden bestenfalls ndherungsweise verwirklicht.
Dennoch lohnt es sich, zunéchst einmal barotrope Prozesse naher zu studieren, bevor
man Abweichungen davon, d.h. den allgemeinen baroklinen Fall, betrachtet.

Weil Baroklinitdt der Normalfall ist, wiirde sich eine eigene Bezeichnung dafiir ei-
gentlich eriibrigen. Es hat sich aber eingebiirgert, die barokline Schichtung als eine
Verallgemeinerung der barotropen Schichtung aufzufassen, sodass die Baroklinitat ge-
radezu als Maf der Abweichung von der Barotropie empfunden wird. Das ist verstédnd-
lich, denn die Winkel, unter denen p- und a-Linien sich schneiden, sind in der Praxis

sehr klein.
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Der Fall, dass Druck- und Dichteflichen parallel zueinander verlaufen, ist im linken
Diagramm von Abb. 14.1 skizziert. Wie driickt man dies mathematisch aus? Dazu

beachten wir, dass der Gradient eines skalaren Feldes ein Vektor ist, der in Richtung

z z

A
barotrope Atmosphére A barokline Atmosphare

X

Abb. 14.1 Bei einer barotropen Atmosphare sind die Fldchen konstanten Drucks (durchgezoge-
ne Linien) und konstanten spezifischen Volumens (bzw. konstanter Dichte, gestrichelte Linien)
parallel zueinander orientiert, wihrend sich diese bei einer baroklinen Atmosphare schneiden. Die
barokline Schichtung stellt den allgemeinen Fall dar.

des stéarksten Anstiegs der Funktion zeigt. Das bedeutet: Vp zeigt senkrecht zu die
isobaren Flachen, und Va zeigt senkrecht zu den isosteren Fliachen. Also ist die Par-
allelitdt der isobaren und der isosteren Flichen dquivalent zur Parallelitdt der beiden
Gradientenvektoren. Wir definieren nun den Baroklinititsvektor:

Oyp O — O,p Oy«
N=VpxVa=| 8.p 0z — 0sp 8.0 (14.1)
Ozp Oyaw — Oyp Oz

Wenn IN verschwindet, so bedeutet dies Parallelitdt der beiden Flichenscharen, also
barotrope Schichtung. Im allgemeinen Fall verschwindet der Baroklinitatsvektor nicht,
und dann liegt echte Baroklinitat vor.

Niitzt diese Definition etwas? Wir zeigen jetzt, dass die Eigenschaft der Barotropie
einen tief greifenden Einfluss auf die horizontalen Bewegungsgleichungen hat.

14.1.1 Vertikale Konstanz der horizontalen Druckbeschleunigung

Im obigen Abschnitt 13.3 iiber die externen Schwerewellen haben wir die Beschleuni-
gung durch den horizontalen Druckgradienten im z, z-Vertikalschnitt betrachtet:
dp Oh(t, x)
— =g— 14.2
Yor =7 oz ( )
Die rechte Seite haben wir gewonnen durch Vertikalintegration der hydrostatischen
Gleichung, die sich wegen der angenommenen Konstanz von p auf den Gradienten
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der Wasseroberfliche h zuriickfithren l&sst. Dadurch wird die rechte Seite unabhéngig
von z. Also ist dies auch die linke Seite, d. h. die Beschleunigung durch den horizontalen
Druckgradienten ist vertikal konstant.

Dieses Ergebnis kénnen wir auch ohne Bezug auf die Wasseroberfliche gewinnen,
indem wir die vertikale Ableitung bilden:

o ( opltayz)\_ 00p_ 00 _ 0 . 0.
0z (a Oz Tz 0: Yoz 8,2706850( gp)fapax( 9)=0 (143)

Rechts haben wir die hydrostatische Gleichung verwendet. Ausschlaggebend fiir diese
Umrechnung und damit fiir das Verschwinden der vertikalen Ableitung ist jedoch die
Konstanz von p (und damit die von «). Weiter ist klar, dass dieses fiir die z-Richtung er-
zielte Ergebnis in gleicher Weise fiir die y-Richtung gilt. Also: In einem hydrostatischen
Fluid konstanter Dichte ist die horizontale Druckbeschleunigung vertikal konstant.

14.1.2 Vertikale Konstanz des Horizontalwindes

Aus der vertikalen Konstanz der Druckbeschleunigung folgt die Hohenunabhéngigkeit
des Horizontalwindes. Leitet man nédmlich die x-Bewegungsgleichung

ou ou ou ou op

o i Tyt e, Jvtag, =0 (14.4)
nach z ab, so folgt mit (14.3):

J Ou 0 ou ou ou

81&82’+E)z(u3x+08y+w82]cv>_0 (14.5)

Wenn also der Wind V' = (u,v) auch nur zu irgendeinem Zeitpunkt von z unabhingig
ist, so verschwindet die z-Ableitung der runden Klammer. Also verschwindet auch das
erste Glied links in (14.5), d.h. V' bleibt von z unabhéngig, und zwar fiir alle Zeiten.
Anders gesagt: In einem barotropen Fluid kann sich V' nur in allen Héhen gleichartig
andern.

Aus 0V /0z = 0 folgt weiter OV /Op = 0 und 9V 4/0p = 0. Leitet man also den
geostrophischen Wind in Druckkoordinaten nach p ab, so ergibt sich

f7+77:0 (14.6)

Der erste Term ist null, also auch der zweite. Der zweite lasst sich mit der hydrostati-
schen Gleichung und der Gasgleichung so ausdriicken:

990 _ _ROT _

o L~ — 14.7
dy Op p Oy (14.7)

Die gleiche Argumentation gilt fiir v4 und besagt, dass der horizontale Temperaturgra-
dient verschwindet. Das kann man auch so ausdriicken: Auf der Druckflache herrscht
unter den getroffenen Annahmen Isothermie.
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14.1.3 Isotherme und isentrope Atmosphare

Die bisherige Herleitung beruhte auf der Annahme, dass unser Fluid inkompressibel
ist. Das scheint aber kein gutes Modell fiir die Atmosphére zu sein, denn die Luft
ist ein Gas, und Gase sind kompressibel. Versuchen wir es also mit einem besseren
Modell: der isothermen Atmosphéire. Wenn man das spezifische Volumen durch die
Gasgleichung ausdriickt, so gilt bei Isothermie
Op RT Op d(logp)
L 2 RpT 2Ael 14.8
o ox p Ox ox ( )
und daher
o dp 0 Ologp 0 Jdlogp 0 (RT Op 3]
— — | =RT— = RT— =—|— =) ==(—-g)=0 (14.
0z <a 83@) R 0z Ox R oxr Oz dr \ p Oz (933( 9) =0 (14.9)

Also gilt auch fiir die isotherme hydrostatische Atmosphére die vertikale Unabhéngig-

keit der horizontalen Druckbeschleunigung und damit die des Strémungsfelds.

Mit der isothermen Atmosphére wird mancher immer noch nicht zufrieden sein. Das
gleiche Ergebnis wie vorher erhilt man fiir die isentrope Atmosphére, wenn man «
durch p und 0 ausdriickt und 0 konstant setzt. Der isentrope Spezialfall ist aber schon
ein sehr gutes Modell fiir die reale Atmosphére.

Die hier gefundene Unabhéngigkeit der horizontalen Druckbeschleunigung und des
Horizontalwindes von der Vertikalen kann man noch anders ausdriicken: Die Bewe-
gungsgleichungen sind fiir die isochore, die isotherme und die isentrope Atmosphére
bei Hydrostasie hohenunabhéngig, d.h. das eigentlich dreidimensionale dynamische
Problem wird ein zweidimensionales Problem. Das ist eine wertvolle Vereinfachung.

14.1.4 Barotropie und Zweidimensionalitat

Was haben die vorstehenden Spezialfille gemeinsam? Offenbar die Eigenschaft des
horizontalen Druckgradienten, dass man in den beiden Ausdriicken

9. (.9 9 (0
52 (a 8:5) und o (a 82) (14.10)

die Argumente z und z vertauschen darf. Dann werden beide Ausdriicke gleich. Dar-
iiber hinaus wird der rechte Ausdruck in (14.10) bei Hydrostasie gleich null; man
beachte ap = 1, unabhéngig davon, ob das Fluid inkompressibel ist oder nicht. Das
garantiert die vertikale Konstanz des Druckbeschleunigung, und daraus folgt schlieflich
die Zweidimensionalitdt der Stromung,.

Im Allgemeinen ist die Vertauschung in (14.10) natiirlich verboten. Es bedarf einer
besonderen Eigenschaft von «, dass die Vertauschung der Argumente erlaubt ist. Diese
Eigenschaft ist nun gerade die Barotropie. Um das zu erkennen, betrachten wir Druck
und spezifisches Volumen als Raumfunktionen: p = p(z,y, z) und o = a(z,y, z). Damit
bilden wir die beiden Ausdriicke in Gleichung (14.10):

0 ( ap) p  da dp 0 ( ap) p  da Ip

292 \%as) = 5. ) =%%50: T ow 0, (A1

_a828m+8z ox or
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Die ersten beiden Terme rechts sind jeweils gleich. In ihnen darf man x und z ohne
weiteres vertauschen, in den beiden zweiten aber nicht.

Nun nehmen wir an, dass die Schichtung barotrop, also der Baroklinitdtsvektor
(14.1) gleich null ist. Das Verschwinden der zweiten Komponente von N macht nun
offenbar die beiden zweiten Terme in (14.11) einander gleich. Das entsprechende Ergeb-
nis findet man, wenn man x in (14.11) durch y ersetzt; hier nutzt man das Verschwinden
der ersten Komponente von IN. Daraus folgt:

N=0 entspricht % (aVp)=0 (14.12)

In Worten: Bei Barotropie ist die Beschleunigung durch den horizontalen Druckgradi-
enten vertikal konstant. Unsere Ableitung hier enthélt iibrigens die Konsequenz, dass
auf einer Druckfliche a und T {iberall denselben Wert haben.

14.2 Das barotrope FWM

Das einfachste barotrope Modell ist ein inkompressibles Fluid mit konstanter Dichte:
Wasser. Doch Wasser hat eine Oberflache, aber die Atmosphére hat keine, denn sie ist
ein Gas. Kann ein Modellozean konstanter Dichte ein brauchbares Modell der Atmo-
sphare sein? Dieses Problem wird durch die Barotropie geldst, die ja eine Zweidimen-
sionalitat der Gleichungen zur Folge hat: Rdumlich hingen die Bewegungsgleichungen
nur von x und y ab, und vertikal sind sie alle gleich. Im inkompressiblen Ozean ist die
Druckbeschleunigung gegeben durch den horizontalen Gradienten der Wasseroberfla-
che. In der Atmosphére entspricht das dem horizontalen Gradienten einer Druckflache.
Die Druckflichen in der Atmosphére iibernehmen die Rolle der Wasseroberfliche im
Ozean.

Da fragt sich der Leser wohl: Welche der unendlich vielen atmosphérischen Druckfla-
chen soll diese Rolle ibernehmen? Die Antwort ist: Alle parallel ibereinander liegenden
Druckflachen sind gleichberechtigt, sie liefern denselben Gradienten. Auch im Wasser
ist das so, denn darin liegen die Druckflichen ebenfalls parallel {ibereinander und sind
alle gleichberechtigt. Der Unterschied ist, dass es im Wasser eine ausgezeichnete FI&-
che dieser Art gibt, eben die Wasseroberfliche, in der Atmosphére aber keine. Und
daher ist das FWM ein so anschauliches Modell fiir die Atmosphére. Die Wasserober-
fliche im barotropen FWM représentiert jede der unendlich vielen Druckflachen in der
barotropen Modellatmosphére. Da sie aber alle gleichberechtigt sind, nimmt man die
einfachste, ndmlich die oberste.

Wir fiihren nun fiir unseren Modellozean (Abb. 14.2) eine Wassersiule ein. IThre Para-
meter sind: die Hohe zs(t, z, y) des Meeresspiegels, die Hohe zp(z, y) des Meeresbodens,
das Kontrollniveau z, die Wassertiefe h(t, x,y, z) und die Meerestiefe H(t, z,y).
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z5(t,x,y)

p(t.x.y,2)

_\
|
S Z(x)

z=0 Xy

Abb. 14.2 Nomenklatur des Flachwassermodells. Die Bedeutungen der Symbole sind folgende:
z: Kontrollniveaus; zs(t,z,y): Meeresspiegel; zp(z,y): Meeresboden; h(t,x,y,z) = 2zs — z:
Wassertiefe; H(t,x,y) = 2s — zB: Meerestiefe; ps(t,z,y): Druck an der Meeresoberfliche.

14.2.1 Hydrostasie

Das hydrostatische Gleichgewicht in unserem inkompressiblen (p =const.) Modellfluid
setzen wir wie vorher in vertikal integrierter Form an:

z':ZS , Z/:Zs
/ W20 7) g / gpds (14.13)
z

2=z 2=z

Wenn man das ausrechnet und umordnet, so erhélt man fiir den Druck

p(ta T, Y, Z) = p(tv z,Y, ZS) + gp [Zs(ta xz, y) - Z] (1414)

Das ist die gleiche Formel wie (13.44). Die Rolle des Meeresspiegels h in Abb. 13.3 wird
hier durch zs tibernommen, und h = zs — z in Abb. 14.2 bezeichnet die Wassertiefe.
Der Oberflachendruck p(t, z,y, zs) = ps(t,x,y) sei wie vorher zeitlich und horizontal
konstant; d. h. ps wirkt sich auf die Verhéltnisse im Inneren des Fluids nicht aus.

14.2.2 Horizontale Druckbeschleunigung

Aus Gleichung (14.14) folgt damit in kartesischen Koordinaten

aVp=a Vps+9gVzs—gVz=Vd; (14.15)
~ ——
=0 =V, =0

Der Vektor der horizontalen Druckbeschleunigung (d. h. auch der geostrophische Wind)
lasst sich also auf den horizontalen Gradienten der Oberfliche des Modellozeans zu-
riickfithren. Dieser Beschleunigungsvektor ist in allen Tiefen derselbe. Die Barotropie-
bedingung wird im FWM einfach durch die Konstanz der Dichte gewahrleistet.
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14.2.3 Horizontale Bewegungsgleichungen

Die z-Komponente der Bewegungsgleichungen (8.32) lautet nun

ou ou 0ds
E—FV-Vu%—wE—fv—!— o =0 (14.16)
—_— =~

Du/Dt =0

Hier haben wir d/d¢ in zwei Teile zerlegt. Der erste ist der horizontale Operator D/Dt,
fiir den im tibrigen dieselben Rechenregeln gelten wie fiir d/d¢. Der zweite ist die Verti-
kaladvektion, die sich aber nicht auswirkt, denn u und v in (14.16) sind ja unabhéngig
von z. Damit folgt fiir die horizontalen Bewegungsgleichungen

Du 0ds Do 0®s

D—t—fv—l— o 0 bzw. — + fu +

14.1
Dt Oy 0 ( 7

Sie sehen ganz dhnlich aus wie die horizontalen Bewegungsgleichungen (12.73) und
(12.74) in Druckkoordinaten, die wir bereits hergeleitet haben, die jedoch von allen
drei Raumkoordinaten x,y, p abhédngen. Hier beim barotropen FWM bleibt in (14.17)
nur die Abhéngigkeit von x und y bestehen. Auch die vertikale Advektion wirkt sich
nicht aus, obwohl wir iiber die Vertikalgeschwindigkeit gar keine Annahme getroffen
haben (und im Allgemeinen auch w # 0 gilt).

14.2.4 Massenerhaltung

Aufer der Impulserhaltung (14.17) bendtigen wir auch eine Aussage iiber die Massen-
erhaltung. Dazu verwenden wir die kartesische Massenkontinuitatsgleichung (10.15) fiir
den inkompressiblen Fall. Wir integrieren die dreidimensionale Divergenz in vertikaler
Richtung zwischen Meeresboden und Meeresspiegel und beachten die Konstanz von V
sowie ws = Dzs/Dt und wp = Dz /Dt. Damit und mit zs — zg = H ergibt sich

z=2zg

ow DH

Z=2zB

Diese Gleichung verkniipft die zeitliche Anderung der Meerestiefe H mit der horizonta-
len Divergenz. Das undifferenziert auftretende H als Faktor der horizontalen Divergenz

reprasentiert die absolute Fluidmasse.

14.2.5 Die Gleichungen fiir das FWM

Die Gleichungen fiir das FWM lauten nun in Vektorschreibweise

DV D®
Tp FEXV VR =0 T4 @V-V =0 (14.19)
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und in Komponentenschreibweise:

Du 0ds

Dt fv + i 0 (14.20)
Dv 0ds

Di + fu + oy 0 (14.21)
Do ou Ov

Dt + & <8:c + 8y> =0 (14.22)

In der Massenerhaltungsgleichung (14.18) haben wir H durch ® = g H ersetzt; das
ist die Differenz zwischen dem Geopotenzial &5 = g zs der Meeresoberfliche und dem
zeitlich konstanten (und extern zu spezifizierenden) Geopotenzial &g = g zp des Mee-

(1429

Die Bewegungsgleichungen hingen also nur vom Geopotenzial der Meeresoberflache;

resbodens:

der Massenhaushalt (14.22) dagegen héangt von der Meerestiefe ab.
Die Gleichungen (14.19) bzw. (14.20), (14.21), (14.22) bilden ein gekoppeltes System
aus drei skalaren Differenzialgleichungen. Die unbekannten Funktionen sind

U= U(t,l‘,y) v = v(t’x7y) q)s = @s(t,l',y) (1424)

Der zweidimensionale Operator der totalen Zeitableitung ist so definiert:

D 0 0 0

Obere Randbedingung ist der Druck ps an der Meeresoberflache; diesen haben wir zu-
vor bereits als konstant angenommen, sodass er in den Gleichungen des FWM gar nicht
auftritt. Untere Randbedingung ist 5. Wir werden im Folgenden meist annehmen,
dass der Meeresboden horizontal verlduft, so dass @5 in den Bewegungsgleichungen
(14.20) und (14.21) durch ® ersetzt werden kann (mit Ausnahme des Problems der
Uberstromung der Rocky Mountains; siche weiter unten).

Eine thermodynamische Energiegleichung gibt es im FWM nicht. Fiir die weiter
unten vorzunehmende Klassifikation der Wellenvorgénge wird es einen wichtigen Un-
terschied bedeuten, ob das Fluid divergenzfrei ist (V - V = 0) oder nicht.

Die Flachwassergleichungen sind reibungsfrei. Das bedeutet: Man darf sie nur anwen-
den, wenn das Wasser geniigend tief ist (Faustfornel: mindestens 100 m); sonst muss
man noch die von Reibung beeinflussten Grenzschichten an Ober- und Untergrenze
der Wasserschicht beriicksichtigen (typisch 10 m dick). Das bedeutet paradoxerweise:
In flachen Binnenseen gelten die Flachwassergleichungen gar nicht. Ein Beispiel ist der
Neusiedler See an der Osterreichisch/ungarischen Grenze (mittlere Wassertiefe 2m); in
ihm kann man das FWM nicht anwenden, die Stromung ist iiberwiegend reibungsbe-
dingt.
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14.3 Die Vorticity-Gleichungen

Als néchstes betrachten wir die Vorticity in ihren verschiedenen Versionen:

Erd-Vorticity (= Coriolis-Parameter) f = 2Qsingp (14.26)
relative Vorticity ¢ = % - g—z (14.27)

absolute Vorticity n=<(+f (14.28)

potenzielle Vorticity Q = % (14.29)

Fiir die Vorticities gibt es im Wesentlichen nur eine Gleichung, die man jedoch recht
verschieden schreiben kann.

14.3.1 Die dynamisch dquivalente Beta-Ebene

Fiir die lineare Entwicklung des Coriolisparameters hatten wir in (8.64) den Referenz-
wert von ¥, in der Breite gewahlt, die zu f, = 0 gehort, entsprechend der Vorgabe der
Taylor-Entwicklung. Es zeigt sich nun, dass dieser Referenzwert in den zu entwickeln-
den dynamischen Gleichungen lediglich eine Verschiebung des Nullpunkts bewirkt.
Einfach gesagt, yo hat keine dynamische Bedeutung. Daher hat es sich eingebiirgert,
ihn einfach fortzulassen, wodurch sich die Schreibweise entsprechend vereinfacht. Wir
werden also ab sofort die lineare Naherung der Beta-Ebene statt in der vollstdndigen
Form (8.64) in der dynamisch &quivalenten vereinfachten Form:

| f(y) = fo+ By (14.30)

verwenden.

14.3.2 Die Gleichung fiir die absolute Vorticity

Die Vorticity-Gleichung gewinnt man durch Rotationsbildung der Bewegungsgleichun-
gen (auch Kreuzdifferenziation). Man kann dies in Vektorschreibweise oder in Kompo-
nentenschreibweise tun. Wir verwenden die Vektorschreibweise nur fiir die Advektion
im horizontalen Operator der totalen Zeitableitng, sonst hier die Komponentenschreib-
weise: D/Dt = 9/0t + V - V. Dazu leiten wir (14.20) nach y und (14.21) nach z ab:

9 [0u 0®s\
({)y(at+V-Vu—fv+ ax) =0 (14.31)
0 ov a':bz. _
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Durch Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten (unter Beachtung der Pro-
duktregel beim jeweils zweiten und dritten Summanden in den Klammern) und an-
schliefendes Zusammenfassen wird zunéchst das Geopotenzial eliminiert:

¢ ov ov _
E+V-VC+%~VU—a—y-Vu+V~Vf+fV-V—O (14.33)
= V.V

Den dritten und den vierten Term haben wir als Produkt von Vorticity und Divergenz
geschrieben. Wenn man zudem 9f/0t = 0 addiert und ¢ + f ausklammert, so nimmt
Gleichung (14.33) folgende Form an:

W+V~V(<+f)+(c+fwv:0 (14.34)

Nun kehren wir zum Operator D/Dt zuriick und finden fiir n = { + f:

Dn _
o TNV V=0 (14.35)

Das ist die Gleichung fiir die absolute Vorticity.

14.3.3 Die divergenzfreie Vorticity-Gleichung

Geméf Gleichung (28.74) im Anhang lasst sich der horizontale Geschwindigkeitsvektor
V stets durch das Geschwindigkeitspotenzial x und die Stromfunktion i ausdriicken.
Weiter besagt Gleichung (28.75), dass die Divergenz von V' durch x bestimmt ist, die
Vorticity dagegen durch . Hinreichend fiir Divergenzfreiheit ist also x = 0. Damit gilt
in diesem Fall einfach

oY 9y 2
_ Y = 14.
voto= (-390 v (14.36)
V? wird als 2D- Laplace- Operator bezeichnet.
Die Tendenz der Vorticity geméf der divergenzfreien Vorticity-Gleichung (14.35)

nimmt mit (14.36) diese Form an:

Dy _0¢ Oy o(C+f)  OvaC+f) _ (14.37)

Dt ot Oy ox oz oy

Fiir den zweiten und den dritten Term verwendet man gern den Jacobi-Operator:

J(A,B)= 2498 0498 (14.38)

Das ist die Funktionaldeterminante einer zweidimensionalen Transformation. Damit
ldsst sich durch Identifikation von A mit ¢ und von B mit ¢ 4+ f wie folgt schreiben:

O I ) =0 (14.39)
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¢ ist geméf (14.36) durch die Stromfunktion gegeben, d.h. (14.39) ist in Wirklichkeit
eine Gleichung nur fiir ¢ und lautet in dieser Form:

ovV3y

o
ot 0

Oz
Beim Umrechnen haben wir beachtet, dass sich f weder lokalzeitlich noch durch Advek-
tion in Ost-West-Richtung dndert, wohl aber durch Advektion in Nord-Siid-Richtung.
Zum Rossby-Parameter 8 = 0f /0y vgl. die obigen Gleichungen (8.64) und (8.65).
Mit der divergenzfreien Vorticity-Gleichung (14.40) wurde 1950 erstmals eine erfolg-

+ (¢, V) + B8 (14.40)

reiche numerische Wettervorhersage durchgefiihrt.

14.3.4 Der Beta-Effekt als Voraussetzung von Rossby-Wellen

Die divergenzfreie Version der Vorticity-Gleichung ist im FWM der einfachste und
gleichzeitig wichtigste Spezialfall. Gleichung (14.35) ohne den letzten Term lautet

dn _d¢  df _ d¢

dt — At T At dt

Diese Gleichung besagt, dass die absolute Vorticity im divergenzfreien Fall eine Erhal-

+Bv=0 (14.41)

tungsgrofe der Bewegung ist. Fiir die relative Vorticity einer Luftmasse bedeutet das:
Die totalzeitliche Anderung von ¢ wird bewirkt durch Advektion von f.

Dies ist in Abb. 14.3 illustriert. Stromt ein Geofluid mit einer anfianglichen relativen
Vorticity ¢ = 0 auf der Nordhalbkugel nach Norden (v > 0), so gelangt es in Regionen

y v<0, >0
———
/ \ Abb. 14.3 Wirkung des §-Effekts. Das
il 17 Geofluid befinde sich in einem zonalen
N x Grundstrom von West nach Ost. Zusatz-
lich habe es eine Anfangsgeschwindigkeit
I Il \ / in meridionaler Richtung (beispielsweise
1. nach Norden). Dann vollfiihrt es gemaR
~ —~— ~ ~— —~ Gleichung (14.41) eine Schwingung um
C antizyklonal € zyklonal den Grundstrom.

mit groRerer Erd-Vorticity f. Dadurch muss ¢ geméf Formel (14.41) negativ werden
(D¢/Dt < 0, Bereich 1), d. h. die Stromung wird antizyklonal (nach rechts gekriimmt).
Das Fluid bewegt sich nun auf einer antizyklonalen Bahn. Am nérdlichsten Punkt kehrt
es um, die Geschwindigkeit bekommt eine siidwérts gerichtete Komponente, dadurch
nimmt f ab; also muss ¢ wieder positiver werden (D{/Dt > 0, Bereich II). Wenn
das Geofluid mit v < 0 die anfingliche Breite nach Siiden hin {iberschreitet, wird ¢
iiberhaupt positiv (d.h. die antizyklonale Kriimmung wird zyklonal, Bereich III). Das
Fluid bewegt sich nun auf einer zyklonalen Bahn; ab dem siidlichen Umkehrpunkt ist
v erneut nach Norden gerichtet und ¢ wird wieder negativer (Bereich IV). Am Ende
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kommt die Luftmasse in einer geographischen Breite an, in der die zwischenzeitlich
gewonnene Zyklonalitat abgebaut und ¢ wieder Null ist.

Wahrend also das Fluid mit dem Grundstrom nach Osten driftet, vollfiihrt es nach
einmaliger meridionaler Auslenkung eine anhaltende Nord-Siid-Schwingung. Dieser
Mechanismus heifst Beta-Effekt; er ist die Grundlage der Rossby- Wellen.

14.3.5 Die Gleichung fiir die potenzielle Vorticity

Die Vorticity-Gleichung (14.35) und die Massenerhaltungsgleichung (14.22) sind struk-
turell gleich gebaut. Das sieht man, wenn man sie nebeneinander notiert:

Eﬁ+v.v_() (I)Dt+v.v_0 (14.42)

Elimination von V - V ergibt

2 _ 22 (14.43)

Hier kommt nun die oben definierte potenzielle Vorticity @ = n/® = (¢ + f)/P wie
gerufen. Mit ihr lautet (14.43):

L b _ 0 oder einfach be _ 0 (14.44)

Q Dt Dt

Die potenzielle Vorticity stellt also im barotropen FWM eine Erhaltungsgréfie dar.
Das ist ein fundamentales Ergebnis, das wir im quasigeostrophischen Modell wieder
finden werden. Auch in dem viel méchtigeren baroklinen Modell stellt die (dann etwas
allgemeiner zu formulierende) potenzielle Vorticity eine Erhaltungsgrofe dar.

14.3.6 Der orographische Beta-Effekt

Einen wichtigen Einfluss auf die potenazielle Vorticity im FWM hat die Orographie der
Untergrenze (der ,Meeresboden* zp in Abb. 14.2). Dies zeigt sich beispielsweise bei
der Uberstromung der Rocky Mountains von West nach Ost (Abb. 14.4). Gleichung

(14.44) besagt hier:

% = const. (14.45)

Wenn also, bei angenommener konstanter Obergrenze zs der Fluidschicht (Hohe des
,Meeresspiegels*), die Untergrenze der Schicht nach oben ansteigt und H dadurch ver-
kleinert, so muss auch die absolute Vorticity kleiner und ¢ daher negativ (antizyklonal)
werden. Diese antizyklonale Vorticity iiber dem Gebirgskamm fiihrt zur Ablenkung
nach Siiden. Weiter im Osten, zuriick zu normal grofem H, wird f durch die siidwér-
tige Stromung kleiner, und ¢ muss wieder positiver (sprich: zyklonaler) werden: Die
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y
f, > ——
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f, \\‘ — X
T g0 C<o >0
| 1] 1}
H, H, Hy = H,

X

Abb. 14.4 Orographische Anregung von Rossby-Wellen. Oben (Aufsicht, z,y-Ebene): Das
Geofluid kommt mit { = 0 und f = f1 an und wird nach Siiden bis f = fo abgelenkt. Un-
ten (Vertikalschnitt, z, z-Ebene): Das Geofluid erfdhrt durch die Rocky Mountains (idealisierte
Glockenkurve) eine Abnahme von (.

Stromung kehrt nach Norden zuriick. Das Ergebnis ist die Anregung einer stehenden
Rossby-Welle, die durch das Gebirge orographisch fixiert wird.

Bemerkenswert ist, dass das Fluid nicht nach oben ausweicht, wie Wasser iiber ein
Hindernis, sondern in horizontaler Richtung: Die ,,Wasser“oberfliache selbst bleibt ho-
rizontal, aber die Strémung weicht nach Siiden aus. Nach Uberschreitung der Rocky
Mountains ist H konstant, d.h. es gilt wieder die Konstanz der absoluten Vorticity,
und wir haben den Fall von Abb. 14.3.

Warum heiftt das Ganze eigentlich ,,orographischer Beta-Effekt* (in der Ozeano-
graphie auch ,dquivalenter Beta-Effekt“)? Die Bergiiberstromung ist doch eine rein
orographische Ursache — warum dann ,,Beta-Effekt*?

Der Grund liegt in der dynamischen Parallele zwischen der Erd-Vorticity und der
Orographie des Untergrunds. Das sieht man an der vollstdndigen Gleichberechtigung
der absoluten Vorticity n mit dem Geopotenzial ® in Gleichung (14.43). Es scheint
also zunéchst, als kénne man beide Effekte sozusagen rein verwirklichen.

Das kann man aber nicht. Der reine Beta-Effekt wird durch den rdumlichen Gradi-
enten von f verursacht. Er ist auf der Erde méglich, solange ® konstant ist. Der reine
orographische Effekt wird durch den rdumlichen Gradienten von ® verursacht. Er ist
auf der Erde nicht mdglich, denn dazu miisste f konstant sein, d.h. die Erdoberfliche
diirfte nicht gekriimmt sein (oder die Erde diirfte nicht rotieren). Das bedeutet: Der
durch ® bedingte orographische Effekt kann auf der wahren Erde immer nur mit dem
reinen durch f bedingten Beta-Effekt gemeinsam auftreten. Durch diese Vermischung
gibt es keinen ausschlieflich orographisch bedingten Effekt dieser Art.
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Bei grofraumigen atmosphérischen Bewegungen spielt der orographische Beta-Effekt
meist eine untergeordnete Rolle (aufier in den markanten Fillen der Uberstrémung von
Rocky Mountains, Anden und Himalaya). Weiter unten beim Grundstrom der linearen
Wellen werden wir das durch ein Beispiel belegen.
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Die obigen Gleichungen (14.20) bis (14.22) fiir das FWM wollen wir im Hinblick auf
Wellenlésungen studieren. Der Meeresboden sei horizontal (V®g = 0); dann kann man

in den beiden Bewegungsgleichungen ®s durch ® ersetzen:

Du 0P

o fv + W 0 (15.1)
Dv 0P
Dt + fu + a—y =0 (15.2)
D® ou  Ov
Dt+¢)(3x+8y) =0 (15.3)

Dies ist ein nichtlineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten w, v und ®. Fiir Wel-
lenlosungen miissen aber die Gleichungen linear sein. Warum eigentlich? Wenn zwei
verschiedene Funktionen Losungen einer Differenzialgleichung sind, so ist auch jede
Linearkombination eine Losung derselben Gleichung. Dies ist das Superpositionsprin-
zip. Es besagt, dass Wellen verschiedener Wellenlangen, die sich im Fluid fortpflanzen,
sich gegenseitig nicht stéren. Wenn man also einen Wellentyp untersucht hat, so ist
fiir diesen die Arbeit erledigt, gleichgiiltig, ob sich auch noch andere Wellen im Fluid
fortpflanzen. Es liegt auf der Hand, wie wichtig dieses Prinzip in der Praxis ist: Nur bei
Giiltigkeit des Superpositionsprinzips kann man einzelne Wellenvorgénge unabhéngig
voneinander untersuchen.

Das Superpositionsprinzip wird nun durch den Operator D/Dt in den Gleichungen
(15.1) bis (15.3) verletzt. Um das zu zeigen, geniigt ein Gegenbeispiel. Wir betrachten
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dazu das Funktionentripel F(t,z,y) = {u(t,z,y), v(¢t,z,y), ®(¢t,z,y)}. Es sei Losung
der obigen Gleichungen, so dass gilt:

ou au 3<I>
— — =0 15.4
o Yot Tot o (15.4)
Eine besonders einfache Linearkombination zweier Lésungen ist nun die Verdopplung
der Losung, also das Funktionentripel 2 F(¢,z,y). Wenn man dies in (15.4) einsetzt,

so lautet die linke Seite nach Division durch 2:

ou ou 0P
§+2 8—4—2 —fv —|— (15.5)
Dieser Ausdruck ist im Allgemeinen nicht null, selbst wenn (15.4) giiltig ist. Ursache ist
die Advektion (zweiter und dritter Term), die den nichtlinearen Anteil der Gleichung
darstellt.
Andererseits sind, absolut gesehen, die nichtlinearen Terme in den atmosphérischen
Gleichungen gewohnlich klein. Fiir viele Zwecke kann man sie einfach weglassen.
Diese Hauruck-Methode wollen wir nun durch ein allgemeineres Verfahren verbes-
sern. Weil das Superpositionsprinzip fir die Behandlung von Wellen essentiell ist,
braucht man ein theoretisch gut begriindetes Prinzip, um seine Giiltigkeit abzusichern.
Zu diesem Zweck entwickeln wir das Konzept der Linearisierung eines nichtlinearen
Gleichungssystems anhand der Flachwassergleichungen.

15.1 Grundzustand

Wir definieren mit unserem meteorologischen Vorwissen eine spezielle Lésung, gekenn-
zeichnet durch einen Mittelungsstrich iiber den Funktionssymbolen. Dazu geben wir
uns einen konstanten Westwind @ als Grundstrom vor; fiir das Geopotenzial nutzen
wir einen linearen Ansatz ®(y). Die Konstante ®, in dieser Entwicklung repriisen-
tiert das mittlere Geopotenzial, auf dem der temperaturbedingte meridionale Gradient
d®(y)/dy aufsitzt. Einen Grundstrom in Nord-Siid-Richtung lassen wir nicht zu; das
bedeutet T = 0, also auch Dt/Dt = 0. Gleichung (15.2) wird damit zu

d®
—_— 15.
f—l—dy 0 (15.6)

Die partielle y-Ableitung ist hier gleich der totalen Ableitung.

Die Losung (15.6) driickt das geostrophische Gleichgewicht aus zwischen dem zonalen
Grundstrom % und der meridionalen Neigung des Geopotenzials ®(y) der Meeresober-
flache. Diese typische Neigung schétzen wir folgendermafen ab (sieche Abb. 15.1):

A% 500 gpm _ 5000 m?/s?
Ay ~ 2500 km  2.5-106 m

=2.10"° m/s’ (15.7)
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Daraus ergibt sich mit f = 10™% s~ fiir den Zonalwind

1 A®  2-1072 m/s?
U ——— — = =2 15.
u 7 Ay 10=4 51 0 m/s (15.8)
Das entspricht etwa der Geschwindigkeit des Strahlstroms mittlerer Breiten (und ist
fiir mittlere Verhiltnisse schon eher eine Uberschitzung). Unsere vollstiandige Losung
der FWM-Gleichungen im Grundzustand lautet also
@(y)

utoy)=u  oltay) =0 Bltay) =@+ T (- y0) = D) (159

Man iiberzeuge sich davon, dass diese Funktionen nicht nur die zweite Gleichung des
FWM erfiillen, wie soeben demonstriert, sondern alle drei Gleichungen (15.1) bis (15.3).
Mit anderen Worten: Der Strémungszustand des Fluids im Grundzustand ist eine
exakte (wenn auch ziemlich einfache) Losung der FWM-Gleichungen.

Abb. 15.1 Komponenten des Geopoten-

@ zials (durchgezogene abfallende Welle)
z\/\/\ als Funktion der y-Koordinate zwischen
5000 gpm VAN @, Aquator (AQ) und Nordpol (NP). & setzt

A\
\/\/\/ sich zusammen aus einem konstanten

Anteil (®o, lang gestrichelte horizontale
Gerade), einem linearen Abfall in Richtung
der Pole (®, kurz gestrichelte Gerade) und

500 gpm . . . . .
________ einer zeit- und ortsabhingigen Stoérung
) e o G NN i LA @’ (strichpunktierte Welle). Die GroRen-
s0gpm| 0 TEeal ] 5 ordnungen der Komponenten sind nur
AQ NP angedeutet, also nicht maRstabsgetreu.

15.2 Die Storungsgleichungen

Auf dieser Losung bauen wir nun auf. Dem Grundzustand werden kleine Stoérungen

iiberlagert (durch Strichgréfen definiert):

ult,z,y) =u+u'(tzy) oty =v'(tey) O(yt)=2(y) + ' (tzy)
(15.10)
Der Sachverhalt beim Geopotenzial ist in Abb. 15.1 veranschaulicht. Die Linearisierung
besteht in der Annahme, dass die Storgrofen, verglichen mit den Grundzusténden,
klein sind
lu'| < [a] [v'| < |ul |®'| < @ (15.11)

Typische Werte der Geopotenzialkomponenten sind

P
) (y — Yo) ~ 500 gpm @'~ 50 gpm (15.12)

P, ~ 5000 gpm
dy
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Mit dem Stérungsansatz lautet die zonale Gleichung (15.1):

0P’
ox

@+%+ﬁ@+ﬂ%+u’@+u'%+vlﬁ+vl67“/_‘]0,0'_;'_
ot ot ox ox ox ox oy dy

=0 (15.13)

Daraus wird unter Beriicksichtigung der Abhéngigkeit @ = u(y) des Grundzustands:
ou’ ou’ , ou’ , ou’ < du) , 0%
v+ =

— t+u - - — 15.14
+u +u +v o 0 (15.14)

ot oz ox oy
———— —

klein

Betrachten wir zunéchst den Term du/dy. Man fragt sich, warum er iiberhaupt auf-
tritt — war nicht der zonale Grundstrom konstant angesetzt? Aber in (15.6) konstant
angesetzt war der Gradient von ®(y); dadurch ist @ wegen der Breitenabhiingigkeit
von f nicht exakt konstant.

Man kann aber leicht zeigen, dass du/dy fiir typische meridionale Gradienten von @
im Prozentbereich von f liegt und am Ende doch vernachlassigbar ist. Damit bleibt f
in (15.14) allein stehen.

Nun zur eigentlichen Linearisierungsannahme. Die unterklammerten nichtlinearen
Terme sind klein gegen die linearen Terme:

! / / /

u'%—z<<ﬂ%% U,%<ﬂ% (15.15)
Das ist nicht einfach eine Annahme, denn (15.15) kann beliebig genau gemacht werden,
indem man den Stérungsvektor V' hinreichend verkleinert. Das bedeutet natiirlich,
dass man immer einen Partner in den Gleichungen braucht, mit dem die zu vernach-
léssigenden Terme verglichen werden, der selbst aber die Linearisierung unbeschadet
iibersteht. Anders gesagt: Auch nach der Vernachlassigung sind die weggelassenen Ter-
me natiirlich nicht null.

Damit vereinfacht sich (15.14) nunmehr zu

Du’
Dt

09

— vt Ox

0 (15.16)

wobei wir den mittleren Operator D/Dt fiir die totale 2D-Zeitableitung eingefiihrt

haben: _
D 0 53]

Hier ist D/Dt durch die Wechselwirkungsfreiheit des Grundstroms mit den Stérungen
sowie durch die Linearisierung ausnahmsweise ein linearer Operator. Gleichung (15.16)
ist jetzt linear in den Stértermen: Linearkombinationen zweier beliebiger Lésungen u},
v}, @1 und ub, vh, P4 sind ebenfalls eine Losung, d.h. das Superpositionsprinzip gilt.

Als Néchstes wird die meridionale Bewegungsgleichung (15.2) ebenso linearisiert:

Do , dd 99’
Dt+fu+fu+dy+ay 0 (15.18)
N——
=0
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Die beiden unterklammerten Terme reprasentieren geméf Gleichung (15.6) den Grund-
zustand; sie heben sich gegenseitig auf.
Die Massenerhaltungsgleichung (15.3) wird also zu

09’
ot

L

= 1 X7 N o
o 3y gy T@HE)V(VHVH=0 (1519

+(@+u)

Aber V wirkt sich nicht aus, denn dieser Vektor ist divergenzfrei. Nachdem alle Produk-
te mit zwei Storgrofen gegeniiber den entsprechenden linearen Termen vernachlissigt
worden sind, vereinfacht sich Gleichung (15.19) zu

D, d®  —
PV -V = 15.2
Dr +v dy+ V-V'=0 (15.20)

Dabei haben wir erneut den Operator D/Dt verwendet.

Wir wollen nun zwei Spezialfille unterscheiden: Den divergenzfreien und den allge-
meinen divergenten Fall. Dazu fithren wir den Marker ,,A“ ein, der im divergenzfreien
Fall gleich null ist (die Wasseroberfliche wirft keine Wellen) und andernfalls gleich
eins, also einfach weggelassen wird (Wellenbildung an der Oberfliche). Somit wird
Gleichung (15.20) zu

Do’ P —
(Dt+iyv’>+<bv-v’=o (15.21)

Damit lauten die linearisierten FWM-Gleichungen (15.16), (15.18) und (15.21) in kom-
binierter Matrix- und Operatorschreibweise:

D/Dt —f 0/0z u’
f D/Dt /0y v | =0 (15.22)
®0/0x ®0/0y+ AdP/dy AD/Dt o’
Man nennt diesen linearisierten Gleichungssatz auch Stdrungsgleichungen. Die unbe-

kannten, zu ermittelnden Gréfen sind die Stoérfunktionen w'(t,x,y), v'(t,z,y) und
®'(t,x,y). Der Grundzustand im FWM ist durch

4@

d=c¢2 und Fi —fu (15.23)

festgelegt. Oben in Formel (13.59) hatten wir fiir die Phasengeschwindigkeit der exter-
nen Schwerewellen ¢ = /g H gefunden. Dies ist eine wichtige Referenzgeschwindigkeit,
die wir im Folgenden als co bezeichnen wollen. co représentiert den mittleren Grund-
zustand, d. h. die mittlere Tiefe des barotropen Modellfluids.

Der Marker A in Gleichung (15.22) hat den Wert 1 oder 0, je nachdem, ob man
die Divergenz V - V' = 9u’/0x + 0v'/dy als aktiv oder als verschwindend annimmt.
Schwerewellen funktionieren nur mit Divergenz, Rossby-Wellen auch ohne Divergenz.
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15.3 Der orographische Effekt des Grundstroms

Ein Schonheitsfehler der linearisierten Gleichungen besteht darin, dass man einen zona-
len Grundstrom vorgeben und gleichzeitig Divergenzfreiheit von V' annehmen kann.
Das ist aber eigentlich inkonsistent, denn wenn sich das barotrope Fluid bei nicht
verschwindendem Gefille von ® in meridionaler Richtung bewegt, so muss wegen der
Anderung der Wassertiefe eine horizontale Divergenz auftreten. Wie bringen wir diesen
Schonheitsfehler weg?

Wir haben oben bei der potenziellen Vorticity gesagt, dass Beta-Effekt (durch den
raumlich vorgegebenen Gradienten von f) und orographischer Effekt (durch den Gra-
dienten von ®) dynamisch an sich gleichberechtigt sind. Dennoch wirkt sich ein ®-Feld,
das fiir die geostrophische Balance des Grundstroms @ notwendig ist, viel weniger auf
den Vorticity-Haushalt in der Atmosphére aus als das durch die Erdrotation vorgege-
bene f(y)-Feld.

Um das zu erkennen, spezialisieren wir (14.43) fiir eine rigid-lid-Konfiguration mit
meridionalem Gradienten von @ (jedoch ohne ®-Stérungen):

D D® D do

D—Z—%D—t:D—iJrﬂv—%@v:o (15.24)
Die Faktoren von v im zweiten und im dritten Summanden rechts représentieren die
beiden Effekte. Der Beta-Effekt ist gleich 3 selbst:

Br2-100" mts? (15.25)

Aber fiir den orographischen Effekt mit n = 10~% s~! sowie ® mit ®¢ = 5000 gpm wie
in Abb. 15.1 und in Gleichung (15.7) ergibt sich

n do 10™* - (500 gpm) _12—1 -1
RN =4-10 15.26
3 dy  (1s)- (5000 gpm) - (2500 km) mes (15.26)

Der orographische Effekt betragt also nur etwa ein Fiinftel von 5. Wenn man noch
bedenkt, dass der hier gewihlte Gradient d®/dy ~ (500/2500) gpm/km eher an der
Obergrenze des mittleren Grundstroms einer barotropen Atmosphére liegt, so wird
klar: Der orographische Effekt ist wesentlich kleiner als der reine Beta-Effekt. Wir
vernachléssigen ihn im Folgenden.

In der theoretischen Ozeanographie mit der teilweise sehr starken Orographie des
Meeresbodens sieht die obige Abschétzung etwas anders aus und dndert sich zugunsten
des orographischen Effekts.

15.4 Klassifikation der linearisierten Gleichungen

Wir betrachten nun einige wichtige Spezialfille von Gleichung (15.22). Die Funktionen

u’, v" und @ sollen zunichst zeitlich periodisch sein; das entspricht der Vorstellung,



15.4 Klassifikation der linearisierten Gleichungen 237

dass sich die Stérungen nach Ablauf einer gewissen Zeit wiederholen (im Tages- oder
Jahresrhythmus). Sie sollen auch in z-Richtung periodisch sein; dadurch kommt zum
Ausdruck, dass nach Durchlaufen des Breitenkreisumfangs in West-Ost-Richtung die
Funktion ihren alten Wert annehmen muss. Die genaue Lénge der zeitlichen (¢-) und
der rdumlichen (z-)Periode wird im Folgenden nicht weiter spezifiziert, weil dies fiir
den Mechanismus der Wellen unwichtig ist.

Diese Periodizitatsannahme ist fiir alle im Folgenden betrachteten Wellen gleich.
Der Unterschied in den Wellen liegt in der unterschiedlichen Behandlung der Meridio-
nalkoordinate y. Ferner unterscheiden sich die Wellen durch den Wert des Markers A
und durch verschiedene Nédherungen der Coriolis-Beschleunigung. Das ldsst sich wie
folgt klassifizieren:

m Festlegung der rdumlichen Randbedingungen

— Freie Wellen: Keine Randbedingung in N-S-Richtung; alle Gradienten in y-Rich-
tung null setzen. Das ist die simpelste Implementierung der Anisotropie der
Geofluide auf der Erdkugel.

— Kanalmodell: v = 0 am Nord- und am Siidrand. Dies tragt der Anisotropie
etwas besser Rechnung: In E-W-Richtung gibt es Periodizitét, in N-S-Richtung
dagegen eine natiirliche Grenze nach Siiden zu den Tropen hin (wegen f = 0 am
Aquator) und nach Norden (ausgedriickt in der Meridiankonvergenz) zum Pol
hin.

m Festlegung der Divergenz

— Divergenzfrei, A = 0 (d. h. die Vorhersagegleichung fiir ®' entfillt).
— Divergent, A = 1.
m Festlegung der Parameter der Erdrotation

— f = 0. Hier gibt es entweder gar keine Wellenlosungen (fiir A = 0) oder nur
Schwerewellen (fiir A = 1).

— f = fo mit konstantem f,. Hier gibt es Tragheitsschwingungen (fir A = 0) und
Tragheitsschwerewellen (fiir A = 1).

- f=fo+B(y—yo). Der p-Parameter erméglicht Rossby-Wellen, auch bei A = 0.
Fir A =1, d.h. im allgemeinen Fall, gibt es gemischte Wellen.

Diese drei Parametergruppen kann man nicht beliebig zusammensetzen. Wir be-
trachten einige sinnvolle Kombinationen (ohne Anspruch auf Vollstandigkeit).

15.4.1 Freie Wellen (ohne Randbedingungen)

Die Stérungen u’, v’ und ®’ werden als Wellen in zonaler Richtung angesetzt. Sie haben
keine meridionale Abhéngigkeit (d.h. die Amplituden «°, v und ®° der Wellen sind
komplexe Konstanten):
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u u u
32 v =0 = o | = e |t (15.27)
y

@’ @ P°

f=0 - Schwerewellen (1D)
f=1r Tragheitsschwingungen (0D)  Poincaré-Wellen (1D)

f=fo+8By Rossby-Wellen (1D) *

Tab. 15.1 Freie Wellen (d.h. Wellen mit konstanten Amplituden und ohne Rand im Norden
und Siiden), geordnet nach Divergenz und Coriolis-Parameter. *: Diese Wellen gibt es ebenfalls
(hier nicht diskutiert).

Warum setzt man eigentlich Wellen nur in z-Richtung an und nicht auch in y-Rich-
tung? Wie schon bemerkt, ist dies die simpelste Beriicksichtigung der Anisotropie der
Geofluide. In z-Richtung konnen sich die Geofluide frei bewegen und sténdig ungestort
um die Erde herum laufen. In y-Richtung geht das nicht: Da stoflen sie gewissermafien
im Siiden auf den Aquator (das Modell der f-Ebene bricht zusammen) und im Norden
auf den Pol (da kann die Luft nicht weiter). Es ist also am einfachsten, in y-Richtung
von vornherein keine Wellen zuzulassen. Diese Annahme ist angemessen fiir grofiriu-
mige Prozesse wie insbesondere die Rossby-Wellen. Bei kleinskaligen Vorgéngen (z. B.
kurze Schwerewellen) liegt diese Anisotropie nicht vor, wofiir keine Sonderbehandlung
der y-Richtung notwendig ist.

15.4.2 Wellen mit Randbedingungen in y-Richtung

Das Kanalmodell beriicksichtigt die Anisotropie der Geofluide durch die y-Abhéngig-
keit der Wellenamplituden — also jetzt u°(y), v°(y) und ®°(y) — und durch die ihnen
am Nord- und am Siidrand auferlegten Randbedingungen. Das ist realistischer als die
Annahme freier Wellen und ergibt durchweg zweidimensionale Wellen. Diese Annah-
men werden im Ansatz (15.27) implementiert. Tabelle 15.2 zeigt die hier behandelten
Kombinationen.
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A=0 A=1
f=0 - ;
f=/o * Kelvin-Wellen (2D)
f = fo+ By | Rossby-Wellen (2D) *

Tab. 15.2 Wellen im Kanal (d. h. Wellen mit y-abhdngigen Amplituden und mit undurchdring-
lichem Rand im Norden und Siiden), geordnet nach Divergenz und Coriolis-Parameter. *: Diese
Wellen gibt es ebenfalls (hier nicht diskutiert).

15.5 Freie Wellen, divergenzfrei

Nach der eben vereinbarten Terminologie ist der Gradient der Storungen in y-Richtung
gleich null, die Wellenamplituden sind konstant, und es gibt keine N-S-Randbedingun-
gen. Auferdem haben wir A = 0; also entfillt die Gleichung fiir ®’, was bei Bedarf
durch ® = 0 beriicksichtigt wird. Die weitere Untergliederung geschieht mit dem Co-
riolis-Parameter: Bei f = 0 (die Erde ruht) gibt es nur die Null-Lésung, bei f = f, (in
der f-Ebene) gibt es Tragheitsschwingungen, und bei f = f, + Sy (in der S-Ebene)
liegt der einfachste Fall von Rossby-Wellen vor.

15.5.1 Tragheitsschwingungen

Ein Grundstrom ist fiir die Dynamik der Trégheitsschwingungen nicht erforderlich, also
ist w = 0. Die horizontalen Bewegungsgleichungen (15.16) und (15.18) vereinfachen sich
damit zu

a—u/—f v =0 bzw a—v/—l-f =0 (15.28)

ot °cr ’ ot °rn T '
Wenn man die erste Gleichung partiell nach der Zeit ¢ ableitet und mithilfe der zweiten
Gleichung v’ eliminiert, so erhiilt man eine Gleichung fiir «’. Durch analoges Vorgehen
gewinnt man die entsprechende Differenzialgleichung fiir v':

8%’

ot?

2. 7
%—f—fﬁu/:() bzw.

+ 24 =0 (15.29)

Als Losungsansatz verwenden wir eine harmonische Schwingung der Form

= et (15.30)
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Hier ist also noch nicht einmal die z-Abhéngigkeit notig (sie wiirde auch nichts bewir-
ken, denn wenn man sie ansetzt, fallt sie automatisch wieder heraus). Durch Einsetzen
in die Gleichungen (15.29) erhalten wir

Gw?+f2=0  unddamit w==+f, (15.31)

Das Fluid umléuft dabei mit der Frequenz f, einen Trégheitskreis mit dem Radius
R =[(u®)? + (v°)*]'/?/ f, und der Schwingungsdauer T = 27/ fo.

Der Trégheitskreis ist ein periodisches Phinomen. Wegen der Entartung der
z-Abhéngigkeit ist er aber keine fortschreitende Welle, sondern eine Schwingung. Ein
iberlagerter Grundstrom fiihrt zu einer Zykloide als Trajektorie.

15.5.2 1D-Rossby-Wellen

Wir bilden die Vorticity-Gleichung fiir ¢/, indem wir die erste horizontale Bewegungs-
gleichung von (15.22) nach y und die zweite nach x ableiten:

o (Du 0%’ 8 (Dv , 0%
8y<Dt—fv’+ax)=o bzw. aT(DQJt—&-fu—l—ay):O (15.32)

Die Differenz beider Gleichungen ergibt mit du’/dy = 0, also ¢’ = 9v’ /Ox, sowie unter
Beachtung der Divergenzfreiheit mit dem Operator D/Dt:

r 3 a'U/ 782'0/ r_
+pBv =0 oder auch Ea—x—l—uw—i—ﬁv =0 (15.33)

D¢’
Dt

Das ist eine partielle Differenzialgleichung fiir v’ (¢, z), die aber nur von der rdumlichen
Richtung = abhéngt. Die harmonische Schwingung ist auf die Meridionalkomponente
v" beschrinkt; es gibt keine Schwingung in der Zonalkomponente u’. Ohne dass wir
explizit u’ = 0 gefordert hitten, verschwindet «’ dennoch iiberall. Ubrigens: Das gleiche
Ergebnis wiirde man durch Linearisierung der absoluten Vorticity-Gleichung (14.41)
erhalten.

Abb. 15.2 Schema einer eindimensionalen
Rossby-Welle. Pfeile in Nord-Siid-Richtung:
meridionale Geschwindigkeitsstérung v’.
Die Wasseroberflache darf man sich fur
die Anwendung in der Atmosphire als

die 500-hPa-Flache vorstellen. Bei den
Wellenbergen und den Wellentalern der
Wasseroberfliche ist v/ = 0. Die Welle
der Geschwindigkeitsstérungen v’ wandert
relativ zum Grundstrom @ nach Westen.




15.5 Freie Wellen, divergenzfrei 241

Wir verwenden fiir die Stérung v’ wieder einen Wellenansatz der Form (15.27). Dies
setzen wir zusammen mit den partiellen Ableitungen nach ¢ und z ein:

/ /
Z—U:ifﬁvoez(”x+wﬂ:iﬁv/ %—Z:iwvoel(ﬁx+wﬂ:iwv/ (15.34)
z
8%’ .o 2 9%’ oo ,
Gz~ Ry = RV on — tF g = TRwWY (15.35)

in (15.33) ein, so ergibt sich nach Kiirzen von v’
—kw—TK +B=0 (15.36)

sowie daraus die Phasengeschwindigkeit

c=—

w_a_ L
=u- (15.37)

Zur Abkiirzung der Schreibweise definieren wir die relative Phasengeschwindigkeit c,

und die relative Frequenz wy:

cT:c—ﬁ:—ﬁ2 wr=w+TK (15.38)
K
Die Phasengeschwindigkeit ist dem Grundstrom entgegengesetzt, und relativ dazu be-
wegt sich die Welle zuriick, also von Ost nach West. Der gesamte Stromungsvektor V'
zeigt also im Allgemeinen von West nach Ost, er wendet sich periodisch abwechselnd
nach Norden und nach Stiden (Abb. 15.3). Wir schétzen die relative Phasengeschwin-
digkeit ¢, der Rossby-Wellen ab, indem wir fiir x = 27 /(3000 km) einsetzen, woraus
eine Geschwindigkeit von etwa 2 bis 3 m/s resultiert. Der Grundstrom dominiert also.
Er nimmt die meridionalen Schwankungen von West nach Ost mit, d.h. durch die
Wirkung des Grundstroms wandern die Rossby-Wellen scheinbar von West nach Ost.

Abb. 15.3 Bewegung einer Rossby-Welle in der x-y-Ebene. Die in x-Richtung periodischen
meridionalen Auslenkungen v’ pflanzen sich relativ zum Grundstrom # von Ost nach West fort.

Bei der Interpretation dieses simpelsten Modells der Rossby-Wellen ist etwas Vor-
sicht geboten. Die Wellengleichung (15.33) enthélt nur die erste, aber nicht die zweite
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Ableitung nach ¢, wie es sich fiir eine ordentliche Wellengleichung nach Art von (13.30)
gehort; man sagt, Gleichung (15.33) ist degeneriert. Die dadurch beschriebenen 1D-
Wellen sind nur durch die Funktion v’ verwirklicht, und «’ verschwindet identisch. Das
bedeutet, dass v’ keinen Partner hat, mit dem es austauschen kdnnte; die Vorticity-Sto-
rung ¢’ ist iiberall nur eine reine Scherungs-Vorticity. Das passt zu der unrealistischen
Annahme (Abb. 15.2), dass sich die Stérung nach Norden und nach Siiden gleichméfig
ohne Grenze fortsetzt.

Die Degeneriertheit hindert unseren Spezialfall jedoch nicht, die wichtige Rossbysche
Dispersionsformel (15.37) korrekt zu liefern. Wegen dieses gliicklichen Umstands und
wegen seiner Einfachheit erfreut sich das Modell (15.33) auch grofer Beliebtheit. Die
Verallgemeinerung wird weiter unten besprochen.

15.6 Freie Wellen, divergent

Als néchstes lassen wir Divergenz zu (rechte Spalte von Tab. 15.1); sie wird durch
A = 1 angeschaltet. Auch weiterhin soll der Gradient der Stérungen in y-Richtung
gleich null sein, d. h. das Fluid wird in meridionaler Richtung als unendlich ausgedehnt
angesehen, und es gibt keine N-S-Randbedingungen. Die weitere Untergliederung ge-
schieht wieder mit dem Coriolis-Parameter. Fiir f = 0 gibt es hier die einfachsten
Schwerewellen, fiir f = f, (in der f-Ebene) Tragheitsschwerewellen. Die Verallgemei-
nerung fiir die S-Ebene liefert keine neuen, sondern gemischte Rossby-Schwerewellen;
diesen Fall werden wir nicht weiter betrachten.

15.6.1 Schwerewellen (Flachwasserwellen)

Die Parameter fiir diesen Fall lauten also

0

A:l _——=
oy

0 f

0 (15.39)

Damit nehmen die erste und die dritte der Stérungsgleichungen (15.22) folgende Form
an: n.,/ / Y Y I

Du 0o Do ou

Dt + ox 0 baw Dt + o oz 0 (15.40)

Wegen 9/0y = 0 wirkt sich im Faktor ® der Divergenz nur der konstante Mittelwert
®y aus. Um v’ zu eliminieren, leiten wir die erste Gleichung von (15.40) partiell nach
x und die zweite total nach ¢ ab:

n,,/’ 25/
0 Du 8613_0 brw.

9 Du Do’ . Do
or Dt 0x2 Dt2

0 —

Dt oz

=0 (15.41)
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Dann multiplizieren wir die erste mit ®p und subtrahieren beide voneinander. Der
Operator 5/Dt ist linear, also kann man die totale Ableitung nach ¢ mit der partiellen
nach x vertauschen. Das eliminiert eine der Unbekannten und liefert beispielsweise

=2
D"’ 9’

Diese Differenzialgleichung unterscheidet sich strukturell nicht von der Wellengleichung
(13.54). Also miissen auch die Losungen strukturell gleich sein. Fiir den Operator der
Zeitableitung verwenden wir wie vorher den komplexen Wellenansatz (15.27):

=i(wW+ukK) =iwr (15.43)

Qlo

Gleichung (15.42) liefert damit
2 2
—wr + Pk =0 (15.44)
Fiir die Phasengeschwindigkeiten folgt

2
ﬁ:(ii):¢o c=T+ Vo (15.45)
K

Dieses Ergebnis stimmt mit (13.59) tiberein.

z

‘ Konvergenz Divergenz Konvergenz
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SERRA2R
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AARER

Abb. 15.4 Schema einer nach rechts wandernden Schwerewelle mit iiberlagertem konstantem
Grundstrom (ebenfalls nach rechts). Zonen von Konvergenz und Divergenz wechseln miteinander
ab. Wo die Geschwindigkeit konvergiert, steigt der Wasserspiegel, und wo sie divergiert, sinkt
er. Die Darstellung ist nicht maBstabsgetreu: Die Wellenamplitude ist stark iiberhdht und die
Wellenldnge stark verkleinert; ferner ist der Abstand zweier Wellenberge in der Realitat etwa
100-mal gréRer als H).

Die Phasengeschwindigkeit hangt nicht von der Wellenzahl « ab, d. h. Schwerewellen
sind dispersionsfreie Wellen. Als typischen Wert fiir die Schwerewelle erhélt man mit
einer mittleren Hohe bzw. Tiefe des Mediums von ®g ~ 4000 gpm:

cr=gH = \/(10 m/s%) (4000 m) = 200 m/s (15.46)
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Eine Schwerewelle ist also, anders als eine Rossby-Welle, im Allgemeinen um ein Viel-
faches schneller als der Grundstrom, d.h. der Grundstrom ist fiir die Dynamik der
Schwerewelle fast bedeutungslos. Er verdndert lediglich die wahrgenommene Frequenz
der Welle und représentiert den Doppler-Effekt.

Wie erhélt man die Pfeile in Abb. 15.47 Dazu setzt man den Wellenansatz (15.27)
in eine der Gleichungen (15.40) ein und verschafft sich damit die Beziehung der beiden
Amplituden (die ja komplex sind):

w = L g (15.47)

Cr
Bei positivem c¢,, wie in Abb. 15.4 angenommen, haben also 4 und ®° die gleiche
Phase (bei negativem c, sind sie um 180° phasenverschoben). Das bedeutet, u’ hat sein
Maximum am Ort des Wellenbergs von &' und sein Minimum am Ort des Wellentals.
Dazu kommt der iiberall gleiche Grundstrom, der hier den gleichen Wert wie u° hat;
dadurch ist in der Abbildung v’ am Wellenberg maximal und am Wellental gleich null.

15.6.2 Poincaré-Wellen

Als Néchstes untersuchen wir die auch als Poincaré- Wellen bezeichneten Trégheits-
Schwerewellen. Dazu lassen wir den Grundstrom weg, gestatten jedoch konstante Erd-
rotation. Die Parameter fiir diesen Fall lauten

0

A:l _— =
dy

u=0 f="fo (15.48)

Die verschiedenen Ableitungen und die Divergenz vereinfachen sich zu

B 3 d6 _ / aul
- = — — = —Jo = . = 1 4
Dt Ot dy fou=0 vV oz (15.49)
Dadurch und mit ® = ¢2 lauten die Stérungsgleichungen
ou’ , 0%
— £ =0 15.50
o U o (15.50)
o’ /
E + fo u =0 (15.51)
3@/ 2 8’[1/
- = 15.52
at T oz ( )

Wir eliminieren v’, indem wir (15.50) partiell nach ¢ ableiten und fiir das so entstandene
v’ /ot die Gleichung (15.51) einsetzen:

8%/ .9 o
gz~ fo(fou) 5 B =

Fiir 8¢’ /0z wird die nach x differenzierte Gleichung (15.52) eingesetzt:

0 (15.53)

8%’
ot?

2 62U/
o 9u2

42— —0 (15.54)
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Der letzte Term représentiert die Divergenz; ohne ihn kommt man zu den reinen Trag-
heitsschwingungen zuriick. Setzt man hingegen f, = 0, so ergeben sich die reinen
Schwerewellen. Bleiben beide Terme erhalten, so nennt man diese gemischten Tréag-
heits-Schwerewellen (inertio gravity waves) auch Poincaré- Wellen. Mit dem Wellen-
ansatz (15.27) fiir v’ folgt aus der Wellengleichung (15.54):

W fg +c2K2=0 bzw. ¢ =co+ 2 (15.55)

Die Phasengeschwindigkeit der Tragheits-Schwerewellen setzt sich also zusammen aus
einem Beitrag der Schwerewellen und der Erdrotation.

Ein dquivalentes Eliminationsverfahren ist das Einbringen des harmonischen Ansat-
zes (15.27) in die Gleichungen (15.50) bis (15.52):

iwu — for'!+ik® =0 (15.56)
iwv 4 fou' =0 (15.57)
iwd +ikciu =0 (15.58)

Die vollstéandigen Storfunktionen kann man durch ihre Amplituden ersetzen, weil der
Exponentialfaktor in den Gleichungen heraus fillt. Das liefert

Tw —fo ik u®
fo w0 w© | =0 (15.59)
ikc? 0 Tw P°

Man bezeichnet das als Algebraisierung der Differenzialgleichungen. Die Amplituden
sind im Allgemeinen komplex, wodurch sich eine Phasenverschiebung zwischen den
Storfunktionen ergibt. Beispielsweise sind %' und v um 90° phasenverschoben. Damit
nicht die triviale Losung der Form u® = v = ®° = 0 die einzige Losung ist, muss die
Determinante dieser Matrix verschwinden. Entwickelt man die Determinante nach der

zweiten Zeile, so gelangt man zu

- 1K tw 1K
| tiw| | —0 (15.60)
0 7w Cotk Tw
Die weitere Auswertung ergibt
2 2 2 2 2 2, fa
iwfotiw(—w +K°c5) =0 bzw. " =cy+ K—Z (15.61)

Das ist identisch mit dem Ergebnis (15.55). Mit nicht verschwindendem Grundstrom
tritt an die Stelle von ¢ die relative Phasengeschwindigkeit ¢, = —w,/k.
Das Ergebnis (15.61) ldsst sich auch so schreiben:

1 0
g mit R:;— (15.62)
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Hier haben wir R eingefiihrt, den Quotienten aus ¢, und f,. Dieser wichtige dynamische
Parameter wird als Rossbyscher Deformationsradius bezeichnet. Er hat im barotropen
Fall einen typischen Wert von

200 m/s

Rr —— =
104 s—1

2000 km (15.63)
Bei den Poincaré-Wellen sind folgende Punkte von Bedeutung:

m Thre Phasengeschwindigkeit ist ndherungsweise proportional zur Rotationsgeschwin-
digkeit der Erde. Im rotationsfreien Fall (entspricht sehr grofiem R) ist die Phasenge-
schwindigkeit minimal, also ¢min = ¢o und somit mit jener der reinen Schwerewellen
identisch.

m Ebenso sind die ganz kurzen Wellen (grofe Wellenzahl x) praktisch reine Schwere-
wellen.

m Je grofer die Wellenldnge wird, desto mehr spielt die Erdrotation eine Rolle (zu
kurze Wellen ,,sehen” die Erdrotation nicht).

m Bei echten Poincaré-Wellen sind beide Terme unter dem Wurzelausdruck in (15.62)
etwa gleichberechtigt.

m Poincaré-Wellen entstehen in Frontensystemen und in Gewittern; sie transportie-
ren die kinetische Energie aus dem System nach aufien fort. Diese Schwerewellen
sind lang genug, um die Erdrotation zu ,sehen* (und damit von ihr beeinflusst zu
werden).

m Von Bedeutung sind diese Wellen auch im Ozean, da R bei geringerer Geschwin-
digkeit ¢, kleinere Werte annimmt (wegen der geringeren Wassertiefe).

15.7 Das Kanalmodell

Auf der Oberflache der rotierenden Erde kénnen sich Wellen in zonaler Richtung re-
lativ unbehelligt ausbreiten, falls nicht Gebirgsziige oder Kiistenlinien dem im Wege
stehen. Doch in meridionaler Richtung wird die Ausbreitung auch ohne orographische
Barrieren durch die Anisotropie der Erdkugel behindert. Ein einfaches und aussage-
kréaftiges Modell zur Beriicksichtigung dieses Umstands stellt das Kanalmodell dar.
Es geht von einem erdumspannenden, in sich geschlossenen Korridor aus, wie etwa
dem Gebiet zwischen zwei Breitenkreisen. Dabei wird die Meridionalkonvergenz ver-
nachléssigt, was ihren rein geometrischen Aspekt angeht; jedoch wird als wichtiger
dynamischer Parameter die Breitenabhéngigkeit der Vorticity sowie die des Coriolis-
Parameters beriicksichtigt (Modell der 8- Ebene).

Die Breitenabhingigkeit der Vorticity steht im Zusammenhang mit dem oben be-
trachteten Spezialfall der 1D-Rossby-Wellen. Ihre Beriicksichtigung durch die jetzt
notwendigen Randbedingungen am Nord- und am Siidrand des Kanals hat zur Folge,
dass in ¢/ = Ov'/Ox — Ou’ /Oy der zweite Summand nicht mehr vernachlissigt werden
darf, was die Degeneriertheit des obigen 1D-Modells beseitigt.
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Die Geometrie eines solchen Kanals ist in Abb. 15.5 dargestellt. Den Nullpunkt
des Koordinatensystems setzen wir in die siidwestliche Ecke des Kanals. Die Lange
L in zonaler Richtung hat eine Gréfenordnung von 10000 bis 30000 km, die Breite
Y in meridionaler Richtung von 1000 bis 4000 km. Als Randbedingungen fordern wir
einerseits das Verschwinden der zu den nordlichen und siidlichen Réndern senkrechten

Geschwindigkeitskomponente:
o' (tz,Y)=0  v'(t,z,0)=0 (15.64)
und andererseits die Gleichheit aller Stérungen an beiden meridionalen Randern:
u'(t,0,y) = (t,L,y)  v'(t,0,y) =2'(t,L,y) ®'(¢,0,y) = ®'(t,L,y) (15.65)

Diese zyklischen Randbedingungen folgen ganz natiirlich aus der Geschlossenheit des

Kanals.

Abb. 15.5 Geometrie des ringformig ge-

schlossenen Kanalmodells mit Erstreckung

bedingungen von L in z-Richtung und Y in y-Richtung.

fur u’, v und ¢° Die Geschwindigkeit v’ ist null am Nord-
und am Siidrand; zyklische Randbedin-

x  gungen liegen am Ost- und am Westrand
vor.

zyklische Rand-

Die Randbedingungen (15.64) im Norden und im Siiden erfordern jetzt, dass die
Amplituden der Stérungen Funktionen von y sind. Das ergibt

ol °(y)

v’ Ve ;
o (y) e (kz4wt) (1566)

Die Abhéngigkeit von y steckt also in der Amplitude, wiahrend die Abhéngigkeit von x
und ¢ weiterhin in der Phase bleibt. Wahrend man fiir  und ¢ einen harmonischen An-
satz verwenden kann, ist dies fiir y nicht moglich. Diese Aufspaltung der unbekannten
Storgrofen in das Produkt von Funktionen, von denen jede nur von einer unabhéngi-
gen Variablen abhéngt, bezeichnet man als Separationsansatz, der in allgemeiner Form

folgendermafien lautet:
Bt z,y) =T(t) X(z)Y(y) (15.67)

Wenn man die Exponentialformel e**® = e® - €® beachtet, so siecht man, dass (15.66)
tatsichlich ein Separationsansatz der Form (15.67) ist.
Fiir die meridionale Anderung von V' und @’ ergibt sich aus (15.66):

o [V . dV°(y)/dy i (Ratwt)

ay \ o do°(y)/dy (15:65)
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Fiir die Ableitungen nach x und ¢ kann man wie bisher die Operatorschreibweise ver-
wenden. Damit lauten die linearisierten Flachwassergleichungen (15.22) unter Weglas-
sen der Exponentialfaktoren in kombinierter Matrix- und Operatorschreibweise:

ne —f 1K u®(y)
f 1wy d/dy v(y) | =0 (15.69)
ikcd  Ed/dy—ANfou  Niwr D°(y)

In Form eines expliziten Gleichungssystems lautet Gleichung (15.69) wie folgt:

iwru’(y) — fo°(y) +ir®(y) = 0 (15.70)
fu®(y) +iwrv°(y) + @Ty(y) =0 (15.71)

ik u(y) + ¢l dvd ) _ Afowv°(y) + Adwr D°(y)
Y

0 (15.72)

Das sind drei gew6hnliche Differenzialgleichungen in y. Die Ableitungen nach = und
t sind durch algebraische Ausdriicke ersetzt, die aus der inneren Ableitung der Expo-
nentialfunktion stammen.

Unser Ziel ist es, durch Elimination zweier unbekannter Funktionen aus dem Glei-
chungssystem (15.70) bis (15.72) eine einzige Differenzialgleichung fiir nur eine Funk-
tion zu machen. Die unbekannte Funktion sollte v°(y) sein, denn dafiir sind Randbe-
dingungen im Norden und im Siiden des Kanals zu beachten, d. h. wir sollten «° und
®° eliminieren. Ab sofort lassen wir das Argument y bei den Funktionen u°, v° und
D° weg.

Wir beginnen mit der Elimination von ®,. Dazu schreiben wir mit Gleichung (15.70):

go = LV e (15.73)
K
und setzen diesen Ausdruck zunéchst in (15.71) ein. Durch die Ableitung nach y wird
der Rossby-Parameter 8 erzeugt:

du®

dy

[(B —wr £)V° —iwr } + fo (z ku’ + (ilvyo) =0 (15.74)

Nachdem die Ableitung von f nach y erfolgt ist, wird f = f, gesetzt. Als Néchstes
setzen wir (15.73) in (15.72) ein, was eine rein algebraische Elimination ist:

cﬁ(iﬁu°+?>+A{M(fovoiwruo)fouvo =0 (15.75)
y K

Die Parameter co, K, fo, wr und @ sind rdumlich und zeitlich konstant.
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Die Gleichungen (15.74) und (15.75) stellen ein lineares System gekoppelter, ge-
wohnlicher Differenzialgleichungen fiir «° und v°® dar; sie bilden die Grundlage fiir die
weitere Analyse. Man kann nun entweder daraus sofort durch Eliminieren von u® eine
Differenzialgleichung fiir v® gewinnen, oder man nimmt zuerst die folgenden Speziali-
sierungen vor und eliminiert u® anschliefend. Wir wéhlen hier den zweiten Weg.

15.7.1 2D-Rossby-Wellen

Hier nehmen wir Divergenzfreiheit A = 0 an und erhalten

i kUl + CL” =0 (15.76)
y
(B = wr k) 1° — i wy % =0 (15.77)

Gleichung (15.76) folgt aus (15.75) und Gleichung (15.77) durch Einsetzen von (15.76)
in (15.74). Nun eliminieren wir u° und gewinnen die gesuchte Differenzialgleichung
zweiter Ordnung fiir v°:

d%°  B—wrk

dy? Wy

kv® =0 (15.78)

Als Losung verwenden wir mit konstantem v° den Ansatz:

v°(y) = v° sin(ey)  mit o= \/W (15.79)
wr

Daraus folgen die relative Frequenz und die Phasengeschwindigkeit:

B B

o r2 T (15.80)

S

Wegen der Randbedingungen v°(0) = v°(Y) = 0 sind nicht alle Werte fiir o erlaubt,
sondern nur

a=—mn mit n=0, 1, £2, ... (15.81)

Auch fiir k existiert eine Quantelung. Sie entsteht aus der Zyklizitdtsbedingung in
zonaler Richtung: Wenn man x um L vergroBert, darf sich das Argument xz der
periodischen Funktion nur um ein ganzzahliges Vielfaches von 27 verandern. Das liefert

K= 2%1 mit =0, £1, £2, ... (15.82)
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Die Bedingungen (15.81) und (15.82) stellen die Eigenwerte unseres Differenzialglei-
chungssystems (15.74) und (15.75) fiir den divergenzfreien Fall dar. Durch die Kom-
bination von n und [ ergibt sich eine unendliche abzéhlbare Menge mdoglicher Rossby-
Wellen. Die einfachste von ihnen ist diejenige mit n = 1 und [ = 1, also k = «a. Eine
Momentaufnahme einer solchen Rossby-Welle ist in Abb. 15.6 gezeigt.

y
A

y- EEE— . e .
1 ” //7___>_>\>\\\//‘/<_,<__<_<\\ ~ t
T/'///_,:;\\\l//‘:‘_\\\'\T
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Abb. 15.6 Momentaufnahme einer Rossby-Welle in einem Kanal mit n = [ = 1. Die Pfeile
symbolisieren den horizontalen Geschwindigkeitsvektor V' an den einzelnen Gitterpunkten. In
Form einer Animation kdnnte man die Bewegung der Pfeilspitzen auf Ellipsenbahnen erkennen.

Der Vergleich der gleich aufgebauten Formeln (15.38) und (15.80) zeigt, wie sich die
Phasengeschwindigkeit freier Rossby-Wellen verdndert, wenn die Wellen im Kanalm-
odell durch zonale Rédnder eingespannt sind: Sie werden langsamer.

Die Divergenzfreiheit hat zur Folge, dass die Fluidoberflache iiberall horizontal ist
(abgesehen von der Neigung in Nord-Siid-Richtung, die den Grundstrom balanciert).
Wie kann sich hier trotzdem eine Welle bilden? — Durch den Austausch zwischen
relativer Vorticity und Erd-Vorticity bei der Nord-Siid-Bewegung der Fluidschichten.
Wenn das Fluid nach Norden stromt, so kommt es in den Bereich groferer positiver
Erd-Vorticity; dadurch wird seine relative Vorticity weniger positiv. Das Umgekehrte
geschieht, wenn das Fluid nach Siiden stromt.

Das Fluid erhélt also bei nordwartiger Stromung einen Zuwachs an antizyklonaler
Vorticity und bei siidwartiger Stromung einen solchen an zyklonaler Vorticity. Meri-
dionale und zonale Strémungskomponente sind die Partner bei diesem Prozess. Beide
sind an dem Wellenvorgang beteiligt, die oben geschilderte Degeneriertheit ist besei-
tigt, und was entsteht, ist einer der wichtigsten Wellenvorgédnge der Geofluidphysik:

die horizontal-transversale Rossby-Welle.
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15.7.2 Die Kelvin-Welle

Welche Auswirkung haben die Randbedingungen im Kanalmodell auf die Schwerewel-
len? Im Fall f = 0 keine, der Spezialfall v' = 0 lisst die zweite Bewegungsgleichung
kollabieren, die y-Abh#ngigkeit der verbleibenden Funktionen v’ und &’ entfillt von
selbst, und die oben abgeleiteten Schwerewellen reproduzieren sich.

Im Fall f = f, jedoch gibt es einen unerwarteten neuen Typ einer Tragheits-Schwe-
rewelle. Die Randbedingungen am Nord- und am Siidrand des Kanals beriicksichtigen
wir durch Beschrinkung auf den Spezialfall v* = 0, also v°(y) = 0. Die Divergenz wird
mit A = 1 angeschaltet. Ferner vernachlissigen wir von vornherein den Grundstrom,
weil er viel kleiner ist als die Geschwindigkeit der Schwerewellen und auf ihre Dynamik
keinen Einfluss hat; also ist w, = w. Damit erhalten wir aus den Gleichungen (15.74)
und (15.75)

du®

Y

—tw

+ikfou® = 0 15.83
[

2 w2
coiru’ —i—u’ =0 (15.84)
K

Waéhrend wir bei den Rossby-Wellen zwei Gleichungen fiir zwei Unbekannte erhalten
haben, liegen in diesem Fall zwei Gleichungen fiir eine einzelne Komponente u° vor.
Die beiden Gleichungen miissen somit kompatibel sein. Aus (15.84) folgt

2
2= (f) = und damit c==tco (15.85)
K
Das ist die Phasengeschwindigkeit einer gewthnlichen Schwerewelle. Aus Gleichung
(15.83) folgt mit dem Rossby-Radius R (den wir grundsétzlich als positiv annehmen):

du® fo du® ¢ fo o du® Co o
o = — = =0 d — =0 15.86
dy w/k b dy ¢ Co “ oder d(y/R) + c ! ( )

Diese Differenzialgleichung hat die Losung

o_ ~o Co Y
u® =1° exp (—? E) (15.87)
Damit die Amplitude nicht unbeschriankt wachsen kann, muss der Exponent negativ
sein. Das Vorzeichen von ¢ (d.h. die Bewegungsrichtung der Welle) héngt von der
Hemisphére und davon ab, ob die Berandung (= Kiistenlinie) im Norden oder im Stiden
liegt. Den Nullpunkt von y legen wir an die Stelle der zonal verlaufenden Kiistenlinie.
Liegt die Kiiste im Siiden, so gilt fiir das Fluid y > 0. Liegt sie im Norden, so folgt
y < 0. Aber gleichgiiltig, wie die Kiiste liegt: Die Amplitude der Welle muss von der
Kiiste aus ins Fluid (d.h. ins offene Meer) hinein exponentiell abnehmen. Das ergibt
folgende Moglichkeiten:
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m  Nordhalbkugel: ¢o/R = fo >0

— Kiiste im Siiden: y > 0. Daraus folgt:
Phasengeschwindigkeit ¢ > 0, Welle bewegt sich von West nach Ost.
— Kiiste im Norden: y < 0. Daraus folgt:
Phasengeschwindigkeit ¢ < 0, Welle bewegt sich von Ost nach West.
Dieser Fall ist in Abb. 15.7 dargestellt.

m Sudhalbkugel: ¢o/R = fo <0

— Kiiste im Siiden: y > 0. Daraus folgt:

Phasengeschwindigkeit ¢ < 0, Welle bewegt sich von Ost nach West.
— Kiiste im Norden: y < 0. Daraus folgt:

Phasengeschwindigkeit ¢ > 0, Welle bewegt sich von West nach Ost.

Das ist ein einfaches Ergebnis und besagt: Die Kelvin-Welle wandert auf der Nord-
halbkugel so, dass die Kiiste rechts von ihr liegt, aber auf der Siidhalbkugel so, dass
die Kiiste links liegt.

y<0

Abb. 15.7 Momentaufnahme einer Kelvin-Welle auf der Nordhemisphare mit der Kiiste im Nor-
den. Die Welle bewegt sich von rechts nach links. Die Pfeile am Meeresboden zeigen die Kom-
ponente ', also die jeweilige Geschwindigkeit an den einzelnen Gitterpunkten.

Diese Betrachtung scheint zunichst nur eine Bedeutung fiir die Ozeanographie zu
haben. Das Meer wird ja tatséchlich durch Kiisten berandet, nicht aber die Atmosphé-
re. Wenn man jedoch eine nordhemisphérische Kelvin-Welle (die Kiiste denken wir uns
am Aquator, siidlich davon sei Land) und eine siidhemisphirische Kelvin-Welle (die
Kiiste liege wieder am Aquator, jedoch sei das Land jetzt nérdlich davon gelegen) am
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Aquator gewissermafien zusammenklebt, so kann man die Kiiste vollstandig weglassen
und erhélt eine atmosphérische Kelvin-Welle mit maximaler Amplitude am Aquator,
die entlang des Aquators von West nach Ost wandert.

Dieses qualitative Ergebnis kann man jetzt quantitativ verbessern. Dazu ersetzen
wir in der unmittelbaren Umgebung des Aquators f, durch f, mit f = 8y. Die Diffe-
renzialgleichung (15.86) modifiziert sich zu

o
duo  BY o0 baw, Y B0y (15.88)
dy c ydy ¢
Das lasst sich so schreiben:
du® B o
— =+ —-u" =0 15.89
) e (15:59)
und hat die Losung
o_ o By
= -2 15.
u’ =1 exp( - 2 (15.90)

Damit der Exponent negativ ist, kommt nur ¢ > 0 in Frage. Das bedeutet: Die gesamte
Doppelwelle wandert von West nach Ost. Diese dquatoriale Kelvin-Welle hat grofie
Bedeutung fiir das klimatisch wichtige ENSO-Phidnomen im Pazifik.

Atmosphirische Kelvin-Wellen kommen nicht nur am Aquator vor, sondern auch
fernab vom Aquator in der unteren Atmosphire am Rand von Gebirgen. Im Ozean
sind Kelvin-Wellen weit verbreitet. Fiir beide Geofluide gilt: Kelvin-Wellen sind Schwe-
rewellen, die einen Fiihrungsrand brauchen.
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Um einzelne Phdnomene in den gekoppelten Vorgédngen der Atmosphére zu isolieren,

kann man unter gewissen Voraussetzungen Vernachlidssigungen in den Gleichungen

vornehmen. Ein objektives Verfahren dafiir ist das Instrument der Skalenanalyse.

16.1 Vorbetrachtung

Wir betrachten die vertikale Bewegungsgleichung;:

ow G 9% (16.1)

und schétzen die Gréfsenordnungen der einzelnen Terme grob ab:

m Vertikalbeschleunigung bei verschiedenen Phénomenen:

Ow 10 m/s

itterkonvektion: - ~ =1 2 16.2
Gewitterkonvektion 5 s 0 m/s (16.2)
. . . ow - 10 m/s o _1 2
Bergiiberstromung: %~ 100s — 107" m/s (16.3)
. . X ow -~ 1 Il’l/S _ —5 2
Globale Zirkulation: 5% S 105 s = 107 m/s (16.4)
m Vertikale Druckgradientbeschleunigung;:
dp 1 m® 1000 hPa  10° m/s” 5
492" 1kg 10km 104 0 m/s (16.5)
m  Schwerebeschleunigung:
9% _ o~ 10 m/s” (16.6)
9. 97 '
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In (16.5) wurde « als konstant angenommen und die Hohe der Atmosphére gleich
10 km gesetzt (Konzept der Skalenhdhe).

Diese Abschétzung zeigt: Die Beschleunigungen (16.5) und (16.6) balancieren sich
mit hoher Genauigkeit. In heftigen Gewittern kann das Residuum dw/0t, lokal eng
begrenzt, einmal recht grofs werden, aber schon bei Bergwellen ist es klein, und fiir
hinreichend grofirdumige Vorgénge ist — verglichen mit der Erdbeschleunigung — die
Netto-Vertikalbeschleunigung extrem klein.

16.2 Entdimensionierung

Um diese Uberlegung zu verallgemeinern, betrachten wir die Gleichung
B1+Bs+ B3 =0 (16.7)

Die Terme B, lassen sich aufspalten in die so genannte Magnitude magn(B;) = M;
und den Zahlenwert B;:
Bi = M, B} (16.8)

M; sei konstant und enthalte die Gréfienordnung sowie die physikalische Einheit von
B;; dann ist B; variabel und von der Ordnung O(1). So ergibt sich aus einer Gréfen-
gleichung des Typs (16.7) durch Aufspaltung in Magnitude und Zahlenwert:

My Bf + M2 B + M3 B} =0 (16.9)

Alle M; haben dieselbe physikalische Dimension, und alle B; sind dimensionslos und
haben die Magnitude 1. Durch Normieren von Gleichung (16.9) mit M; folgt weiterhin

* M2 * MS *
B — B —— B3 = 16.1
1+ M 2 + My 3 =0 (16.10)
N N
Mo M3

Die Normierung kénnte man auch mit M2 oder M3 machen. Aber jedenfalls sind die
M;; dimensionslose Zahlen und speziell sind M;; = 1. Wenn die Normierung in (16.10)
gerade mit dem grofiten der drei M; gemacht wurde, sind die M;; kleiner als eins.

Ab wann kann man einzelne Terme vernachlassigen? Als grobe Grundregel gilt:
Diejenigen kann man vernachléssigen, deren M;; klein ist verglichen mit 1. Natiirlich
kommt es nicht nur auf die absoluten Groéfien an, sondern auch auf die dynamische
Relevanz des betrachteten Phanomens, vor allem dann, wenn es mehrere Terme mit
dhnlichen Grofienordnungen gibt.
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16.3 Dimensionslose Zahlen

Wir wenden dieses Konzept wieder auf die Bewegungsgleichungen an, und zwar diesmal
auf die erste Navier-Stokes-Gleichung mit Advektion nur in z-Richtung:
ou ou dp 0%u

ot T or T % Va2 0 (16.11)

Der letzte Term in dieser Gleichung lautet vollstindig: —v V2u. Die Annahme, dass
(16.11) nur von z abhéingen soll, wirkt sich so aus, dass die zweiten Ableitungen nach
y und z ohne Einfluss auf diesen Term bleiben.

Die Magnituden bezeichnen wir wieder mit M; bis My, und aus der Division von
Gleichung (16.11) durch M folgt

M [Ou\" ou\* Ms ap\* My [0%*u -

Rt e I e N Iy i 16.12

M2(5t> +<“ax> L (O‘ax M \ 922 (16.12)
Der Parameter v im letzten Term ist in der Magnitude M4 untergebracht.

Wir interessieren uns fiir das Verhéltnis My/My. Fir die Gréfenordnungen von u
und du/dx sowie d*u/dx? fithren wir die folgenden Bezeichnungen ein:

ou\ _ U u U
magn (u) =U magn <8:c) =7 magn (8$2) =73 (16.13)

Mit L = 100 km, U ~ 10 m/s und v ~ 10~° m?/s erhalten wir

1 My v —11
Il ol ARl (16.14)
Die Grofe Re ist die berithmte Reynolds-Zahl. Unser Magnitudenverhéltnis, der Kehr-
wert von Re, gibt den Quotienten aus Reibungs- und Trégheitskraft an. Beide Kréfte
sind um viele Grofenordnungen verschieden, und die molekulare Reibungskraft, ob-
wohl grundséatzlich bedeutsam, ist in der Bewegungsgleichung vernachlassigbar.

Diese Methode, dimensionslose Zahlen zu erzeugen und damit die Struktur der Glei-
chungen zu analysieren, hat sich als fruchtbar erwiesen. Durch den Vergleich von Trag-
heitskraft und Coriolis-Kraft fU (die in der hier betrachteten Navier-Stokes-Gleichung
nicht vorkommt) erhilt man die Rossby-Zahl:

UL U
7o 7f—LfRo (16.15)

Die Rossby-Zahl kann je nach Léngenskala des betrachteten Phinomens um viele Gro-
Benordnungen differieren. Als Beispiele seien genannt (U = 10ms— !, f=10"1 s™h):

m Rossby-Zahl eines Tiefdruckgebiets (L = 1000 km): Ro ~ 10~*
m Rossby-Zahl eines Staubteufels (L = 100 m): Ro ~ 10°
m Rossby-Zahl in der Prandtl-Schicht (L = zo = 1 cm): Ro =~ 107



258 16 Die Skalenanalyse

Fiir kleine Werte von Ro ist die Corioliskraft wichtig (so in der grofraumigen Dyna-
mik); fiir groke Werte von Ro ist sie vernachléssigbar (so in der bodennahen Grenz-
schicht).

Weitere dimensionslose Zahlen sind die FEuler-Zahl (Verhéltnis der Tragheitsbe-
schleunigung zur Druckgradientbeschleunigung, relevant in der Grenzschicht) und die
Froude-Zahl (Verhiltnis der Tragheitsbeschleunigung zur Geopotenzialgradient-Be-
schleunigung, relevant z. B. bei Gebirgsiiberstromungen).

16.4 Skalenanalyse des Flachwassermodells

Als Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen wahlen wir die Bewegungsgleichun-
gen (14.20) bis (14.22) des Flachwassermodells. Die Entdimensionierung der Linge mit
L = 10° m sowie der Geschwindigkeit mit U = 10 m/s und der Zeit mit T' = 10° s
(das entspricht etwa einem Tag) fiihrt zu

* * * * * * L *
(z,y)=L(z"y") V=@wv)=U@WWw)=U0UV" t=Tt zﬁt (16.16)
Den Coriolis-Parameter entwickeln wir wie iiblich in eine Taylor-Reihe, die wir nach
dem linearen Glied abbrechen:

J="fo+ By —1yo) (16.17)

Das lésst sich auch wie folgt schreiben:

COS Yo

o 16.1
S o W —vs) (16.18)

r=fo (1 L) i p-

Der dimensionsfreie Coriolis-Parameter f* ist eine Funktion der Ordnung 1.

Fiir die Entdimensionierung des Geopotenzials brauchen wir zwei verschiedene Ho-
henskalen: Eine gesamte Skalenhohe H (typisch 5 bis 10 km) und eine Amplitude S
fiir die Schiefstellung der Druckflachen (typisch 50 bis 500 m). Wir vergleichen das mit
Abb. 15.1, in der ® in drei Summanden zerlegt ist. Hier setzen wir

P=0o+¢p=gH+gS¢" (16.19)

Die hier gewéhlte Zerlegung der Funktion ® entspricht den Gleichungen (15.10) und
(15.9), jedoch in anderer Kombination. Die Grofe ¢ (bzw. ¢*) enthélt die gesamte
Varianz des Geopotenzialfelds, insbesondere den meridionalen Gradienten des Grund-
stroms.

Der Ansatz (16.19) liest sich nun so: In undifferenzierter Form ist ® = ®, zu setzen;
das benotigt man fiir die Massenerhaltungsgleichung (14.22). Fiir die Komponenten
des Horizontalgradienten von ® ist dagegen zu setzen:

0b ¢S 04"

dx L Ox*

00 _ g8 05"
und oy L Oy*

(16.20)
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Das benétigt man fiir die horizontalen Bewegungsgleichungen (14.20) und (14.21).
Nach diesen Vorbereitungen fithren wir die Entdimensionierung der Gleichungen
des FWM durch. Wir starten mit der Aufspaltung von Du /Dt in lokale plus advektive
Zeitableitung:
ou ou ou ¢

ot e ey T o

In dimensionsfreier Form wird das zu

U? [ ou* « Ou™ « Ou™ L ..\ «, g8 09"
L(&t*+u oz TV 8y*>—foU<1+af)v +5 g =0 (1622)

0 (16.21)

Nun dividieren wir (16.22) durch f,U, was die Rossby-Zahl ins Spiel bringt:

Ro(au —|—u*8u +v*8u>—<1+§f*>v*+m%_0 (16.23)

ot* oz* dy* foU Oxx

Die horizontalen Bewegungsgleichungen des FWM héngen also nicht von der absolu-
ten Wassertiefe H ab, sondern nur von der Schrigstellung des Wasserspiegels. Dieses
wichtige Ergebnis tritt hier besonders deutlich in Erscheinung, obwohl man es natiir-
lich auch den nicht dimensionierten Gleichungen ansehen kann. Fiir die Magnitude des
letzten Terms ergibt sich mit den bisherigen Parametern (S = 100 m, L = 1000 km
und U = 10 m/s) die Abschitzung

gS/L _
foU

1 (16.24)

Damit lauten die horizontalen Bewegungsgleichungen des FWM in dimensionsfreier
Form:

D*u* L\ . 00"
Ro i — <1+af )v + 5 =0 (16.25)
D*v* L.\ . 8¢
Rth*+<+af>u+ay* 0 (16.26)

Hier haben wir fiir den Klammerausdruck im ersten Term von (16.23), also fiir den
dimensionsfreien Operator der totalen horizontalen Zeitableitung, die Abkiirzung ver-
wendet: 9 5 9 9 D*
o T o TV By T o VoV = o

Jetzt fehlt noch die Entdimensionierung der Massenerhaltungsgleichung. Einsetzen von

(16.27)

(16.19) in (14.22) sowie geeignetes Kiirzen und die Verwendung der Konvention (16.27)
liefern:
S D*¢*
H Dt
Die Massenerhaltungsgleichung héngt also nicht von der Rossby-Zahl ab, sondern von
der Aspektzahl S/H. Sie gibt das Verhéaltnis der Schwankungen der Wasserhohe zur ge-
samten Wassertiefe an. Auch der Quotient L/a im Coriolis-Parameter ist eine Aspekt-

+ (1 + % ¢>*) V'V =0 (16.28)

zahl. Sie beschreibt das Verhéltnis der Horizontalskala des Flachwasserphdnomens zum
Erdradius.
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Mit den Beziehungen (16.25), (16.26) und (16.28) haben wir jetzt ein System von 3
Differenzialgleichungen in t* z* y* fiir die dimensionsfreien unbekannten Funktionen
u*, v* und ¢* gewonnen. Dieses Gleichungssystem héngt von den dimensionsfreien
Parametern Ro, S/H und L/a ab.

Die Skalenanalyse zeigt also, welche Parameter die Gleichungen kontrollieren. Durch
die Wahl der Skalen werden die Lésungen und die von ihnen beschriebenen Phanomene
festgelegt. Beispielsweise hat ein langsam rotierender Planet eine grofse und ein schnell

rotierender eine kleine Rossby-Zahl — das ergibt unterschiedliche Zirkulationsmuster.

16.5 Reihenentwicklung nach dem Rossbyparameter

Bei den atmosphérischen Prozessen in mittleren Breiten sind die drei eben gefunde-
nen dimensionslosen Zahlen alle kleiner als 1. Wenn man die oben und in Abb. 15.1
verwendeten Skalen fiir w, L, S und H zugrunde legt, so ergibt sich etwa folgende
Anordnung;:

Im einfachsten Fall nehmen wir an, dass beide Aspektzahlen gleich der Rossby-Zahl

(16.29)

sind. Eine solche Konfiguration ist in der Realitdt moglich. Fiir sie lauten die dimen-
sionsfreien Gleichungen des FWM:

D*u* d¢*

Ro 5= (L4 Ro f") v +om =0 (16.30)
D*U* . . a¢*

1 = 16.31

Rth*+(+Rof)u+ay* 0 (16.31)
D*¢" ¥\ o* | *

Ro 75 +(14+Ro¢™) V"- V" =0 (16.32)

Diesen Gleichungssatz kann man als Prototyp der Quasigeostrophie betrachten.

Die Losungen hangen nun, aufier von den unabhéngigen Argumenten t*, z*, y* auch
vom (zahlenméRig kleinen) Rossby-Parameter ab. Dies berechtigt uns, eine Taylor-Rei-
hen-Entwicklung in Ro vorzunehmen, die gelegentlich als Phillipssche Reihe bezeichnet
wird:

u (t5 2%y, Ro) = us(t 2% y") +ul (¢t 2% y") Ro+ ... (16.33)
v (5 2"y, Ro) = vi(tNa"y") + ol (525 y") Ro+ ... (16.34)

Die Auslassungspunkte bezeichnen die weggelassene Fortsetzung der Reihe mit héheren
Potenzen von Ro. Die Funktionen u}, u, vs, v7 und die weiteren hier nicht explizit
aufgefiihrten sind alle von der Ordnung 1; jedoch werden durch héhere Potenzen von
Ro die gesamten Zusatzterme schnell beliebig klein. Also beschreibt bei einer typischen
Grofienordnung von Ro & 0.1 der jeweils erste Term in (16.33) und (16.34) bereits 90 %
der Reihenentwicklung.

Diese Reihenansétze bringen wir in die zonale Gleichung (16.31) des FWM ein:
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O(us + Ro uf) i O(us + Rou?) (uy + Ro uj)

* * * * 8
Ro oI (us + Ro uy) gy + (vs + Ro v7) R
* * * a¢*
—(1+ Rof") (v5+ Rovi) + T = 0 (16.35)

Fiir das Geopotenzial kann man ebenfalls einen Reihenansatz ausfiihren, der aber am
Ergebnis nichts dndert. Ausmultiplizieren der Klammern in Gleichung (16.35) und
Sortieren nach den Potenzen von Ro fithrt zu

o¢* oul . oul oul "

* * 2 _
gy + Ro 50 + uo pre 9y vy f[f—vi| +Ro"(...) =0 (16.36)

* *
— Vo + + Vo

16.5.1 Die nullte Ndherung

In der nullten Niherung (Ro” = 1) nimmt man nur alle Terme mit, in denen die Ross-
by-Zahl nicht vorkommt. Das ergibt

.99t

— vy + 0 u*—|—a¢

Ox* ° 7 Oy*

=0 V' VE=0 (16.37)

Die ersten beiden sind die Bewegungsgleichungen. Sie enthalten die Aussage, dass der
Wind der nullten Ndherung divergenzfrei ist; das ist mit der dritten Gleichung von
(16.37) konsistent. Wir interpretieren das als eine Reproduktion derselben Eigenschaft
fiir den geostrophischen Wind. Gleichzeitig kommt darin zum Ausdruck, dass die dritte
Gleichung von (16.37) redundant ist. Fiir die entdimensionierte Vorticity der nullten

Né&herung ergibt sich
ovs _ ou}
oxr*  Oy*

Das Gleichungssystem (16.37) ist nicht von der Zeit abhéngig. Die Gleichungen der

=( =V (16.38)

nullten N&herung werden daher diagnostisch genannt, sie beschreiben den aktuellen
Zustand und lassen im Gegensatz zu den prognostischen Gleichungen keine zeitliche
Entwicklung erkennen. Der geostrophische Wind ist gewissermafien entartet, er ist
stationédr und entwickelt sich nicht.
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16.5.2 Die erste Naherung

Fiir die erste Ndherung werden auch Terme aus Gleichung (16.36) und den anderen
beiden Flachwassergleichungen hinzugenommen, die zu Ro' = Ro proportional sind
(und damit um eine Ordnung kleiner sind als die der ersten Ndherung):

«, 08" Qug o Ous o Oug e k|
—ur 4 oy + Ro [815* + ug Y + v, 0y frvs Ul_ =0 (16.39)
.  Op* ov . Ovl . Oul . ‘]
= 16.4
u0+8y*+Ro[at*+uo 8t*+vo ay*Jrf uo+u1_ 0 (16.40)
1 : 2 4w o : = 16.41
[14+ Ro] ¢ V V°+R°[at + u 833*+U 6y*+v Vl_ 0 (16.41)

Unter Beriicksichtigung der nullten Naherung (16.37) bleiben in diesen drei Gleichun-
gen nur die Ausdriicke in den eckigen Klammern iibrig:

Dg ug Dg vo D; ¢”

D~ ve v =00 FEE A flugtur =0 -+ VVi=0 (16.42)

Darin ist D} /Dt* der dimensionsfreie Operator der totalzeitlichen horizontalen Ablei-
tung in der nullten Ndherung.

Die Gleichungen (16.42) besagen: Der Vektor V7 der ersten Ndherung steuert die
Dynamik der nullten Naherung. Das ldsst sich wie folgt interpretieren:

m Die ageostrophische Windkomponente steuert die zeitliche Entwicklung des geostro-
phischen Windes.

m Die Divergenz der ageostrophischen Windkomponente steuert die zeitliche Entwick-
lung des Geopotenzials.

m Die Entwicklung von ¢* in eine Reihe wiirde lediglich bewirken, dass in den vor-
stehenden Gleichungen ¢* durch ¢ zu ersetzen ist, was jedoch auf Struktur und

Interpretation des Gleichungssystem keinen Einfluss hat.

Man konnte nun fortfahren, Gleichungen fiir die zeitliche Entwicklung der ersten N&-
herung etc. aufzustellen. Jedoch ist der Sinn der Phillipsschen Reihe beim Abbrechen
nach der zeitlichen Entwicklung der nullten Ndherung bereits im Wesentlichen erfiillt.

Eine historische Bemerkung zur Namensgebung. Der eigentliche Ansatz der
Hesselberg-Philippsschen Reihe besteht darin, die horizontale Bewegungsgleichung
schrittweise zeitlich abzuleiten und das Ergebnis rekursiv wieder in die Bewegungs-
gleichung einzusetzen; das ist nicht identisch mit der obigen Entwicklung nach einem
kleinen Parameter. Die erste Approximation der vollstandigen Entwicklung bezeichnet
man heute als semigeostrophische Approximation. Die quasigeostrophische Approxi-
mation ist davon ein Spezialfall. Eine weitere Verfolgung dieser Frage fiihrt iiber den

Rahmen unseres Lehrbuchs hinaus.
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Die im vorigen Kapitel erarbeiteten Aussagen fiir das FWM wurden in Form der Glei-
chungen (14.20) bis (14.22) in Komponentenschreibweise angegeben. Diese kann man
verwenden fiir die Analyse des Stromungszustands, fiir die Beschreibung von Wellen,
fiir die Skalenanalyse oder auch fiir die numerische Vorhersage. Wir wollen hier das
Ergebnis der Skalenanalyse dazu verwenden, um daraus die zugehdrige quasigeostro-
phische Néherung zu erhalten.

17.1 Die Naherungen im qgFWM

Ausgangspunkt ist wieder das Flachwassermodell in Form der Gleichungen (15.1) bis
(15.3). Ferner setzen wir, wie in den Gleichungen (16.17) und (16.19), Folgendes an:

f)=fo+ By D(t,z,y) = Po + ¢(t,z,y) (17.1)

Der untere Rand des Modells sei strikt horizontal; ®¢ ist eine Konstante, und schliefllich
sel |¢| < Po.
Die nullte Ndherung der Skalenanalyse interpretieren wir als geostrophische Stro-

mung, die also wie folgt definiert ist:

1 0¢ 1 0¢
Ug = 7 By vg = % on (17.2)

Der gesamte 2D-Stromungsvektor ist V' = Vz + V5 oder in Komponenten:

U= Ug + Ua V=g + Va (17.3)
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Die ageostrophischen Komponenten sind nach der Skalenanalyse eine Ordnung kleiner

als die geostrophischen. Die Vorticity ist aus der nullten Naherung zu gewinnen und

damit selbst von nullter Ordnung; der Beitrag der ersten N&herung zur Vorticity ist
null:

(00 OuOug Oug Ov Ou

or Oy ox oy ox oy

0. N&dherung =0

- V=, (17.4)

Die quasigeostrophische (qg) Vorticity {, in der qg-Version des FWM enthélt also die
gesamte Vorticity des Stromungsfelds. Einfacher gesagt: Die Vorticity des Stromungs-
felds im qg" "M ist rein geostrophisch.

Doch die Divergenz ist rein ageostrophisch:

_Ou | Ov % % Oug,  Ovg

5 =4, (17.5)

_%—’—ay_ 8x+8y+8x+8y_

=0 1. Naherung

Hier ist die nullte Ndherung selbst gleich null, und das erste nicht verschwindende
Glied in der Reihenentwicklung ist die erste Naherung. Daher ist § bei realen Stro-
mungsfeldern etwa eine Grofenordnung kleiner als (.

Diese Aufteilung ist konsistent mit der Helmholtzschen Zerlegung eines Vektors in
rotierende und divergente Komponente (vgl. die entsprechenden Formeln im Anhang).
Man kann dies so ausdriicken: Die wichtigste Komponente grofraumiger geophysikali-
scher Stromungsfelder ist die rotierende Komponente des Vektorpotenzials (repriasen-
tiert durch ¢ = (g4). Die divergente Komponente des skalaren Potenzials (reprisentiert
durch 6 = d,) ist demgegeniiber eine Ordnung kleiner und spielt im barotropen Modell
auch keine grofe Rolle. Im baroklinen Modell &ndert sich das jedoch (obwohl é, dort
ebenfalls klein ist).

17.2 Die primitiven Gleichungen des qgFWM

Die erste Bewegungsgleichung im FWM lautet zunéchst in vollstdndiger Form:

D Dua 0P
e v —fove—fova—Byvg—PBYyvat — =0 (17.6)
Dt Dt —_—— = <= 0Oz
oty ol ©©® om  ow @ o

Die Ordnung des betreffenden Terms ergibt sich aus der Skalenanalyse: Beispielsweise
ist der erste Term von der Ordnung eins, weil er in der Skalenanalyse mit der Ross-
by-Zahl Ro' erscheint. Der vorletzte Term in (17.6) ist von der Ordnung zwei; denn
ein Faktor Ro' entsteht durch die Entwicklung des Coriolis-Parameters (der Ausdruck
B (y — yo) ist eine Ordnung kleiner als fo), und der zweite Faktor Ro® entsteht durch
va; aber es ist Ro' - Ro' = Ro?, also von zweiter Ordnung.
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Der dritte Term in der Gleichung erscheint mit der Rossby-Zahl Ro® und ist daher
von nullter Ordnung. Wegen Gleichung (17.2) balancieren sich die Terme der Ordnung
null exakt, d.h. der dritte und der letzte Term in (17.6) fallen weg (obwohl sie die
beiden grofiten sind). Es mag etwas verwirrend klingen, wenn man ,grofe“ Terme
solche ,nullter Ordnung” und ,,kleine Terme*“ demgegeniiber solche ,erster Ordnung®
nennt, aber das hat sich durch die Skalenanalyse nun einmal so eingebiirgert.

Was iibrig bleibt, ist die erste Naherung, also nur die drei Terme der Ordnung eins:

Dgug

D fova—Byve=0 (17.7)

Die beiden Terme der zweiten Ndherung werden vernachléssigt. Hier haben wir zu-
satzlich im Operator D/Dt die vollstdndige Stromung (u,v) durch die geostrophische
Naherung (ug,vg) ersetzt.

Die Naherung (17.7) ist die erste Impulserhaltungsgleichung des quasigeostrophi-
schen Modells. Die zweite lautet

D
Sijg—i—foua—l—ﬁyugzo (17.8)

Die Naherung der Massenerhaltungsgleichung lautet (das moge der Leser selbst her-
leiten):

Dgo Oua | Ova\
o +<1>0<ax + ay) =0 (17.9)

Die Gleichungen (17.7) bis (17.9) sind die quasigeostrophischen Naherungen der voll-
standigen Gleichungen (14.20) bis (14.22), die wir oben fiir das FWM abgeleitet haben.
Sie werden, im Unterschied zu den abgeleiteten Gleichungen, bisweilen auch als primi-
tive Gleichungen bezeichnet. In Vektorschreibweise, die manchmal auch niitzlich ist,
lauten sie:

DgVy

Dt

+fokxVat+tBykxVg=0 DDgt(b+<I>oV-Va:0 (17.10)

In der Zerlegung (17.3) ist iibrigens zu beachten, dass ¢ den Grundstrom = enthélt
(falls man einen solchen definieren will), jedoch auch die Storungen. Im Fall der Linea-
risierung des qg¥ WM hat man also ¢ = ¢+¢’ anzusetzen, aukerdem das Entsprechende
fiir ug und vg.

17.3 Die Gleichung der qg Vorticity

Diese kann man vektoranalytisch elegant herleiten. Ohne das Hilfsmittel der Vektor-
analyse macht man es so: Man leitet (17.8) nach x und (17.7) nach y ab und bildet
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die Differenz. Wegen der Produktregel muss im Operator Dy/Dt der advehierende
geostrophische Vektor ebenfalls differenziert werden. Nach einigen Zeilen elementarer
Umformungen findet man

D

D By +Ce) + foda =0 (17.11)
Wegen Dg fo/Dt = 0 kann man dies entweder so schreiben:

Dg

DS +¢e) + foda =0 (17.12)

oder anders, indem man in (17.11) die quasigeostrophische absolute Vorticity 7, ein-
fiihrt:

Dy
0 = 17.1
Dt + f00a=0 (17.13)
oder wieder anders, indem man in (17.11) den Coriolis-Parameter ausdifferenziert:
D
ng +Buvg+ foda=0 (17.14)

oder erneut anders, indem man (g durch ¢ ersetzt:

D 1 s B
D‘i(erfOV ¢>+fo 52 =0 (17.15)

oder noch einmal anders, indem man J, durch die Divergenz der ageostrophischen
Strémungskomponente ersetzt:

Dg Oua | Ova\
ﬁt(f + ) + fo <(‘9x + ay> =0 (17.16)

Hier kann man schlieflich die ageostrophische Divergenz auch mit den Vektorsymbolen
formulieren:

g—i(f+§g)+fovvazo (17.17)

Fiir f ist stets die lineare Entwicklung (17.1) zu verwenden.

Man iibe das Hin- und Herrechnen zwischen diesen verschiedenen Versionen von
immer derselben Vorticity-Gleichung (VG). In jeder Darstellung der Geofluiddynamik
wird die Vorticity-Gleichung anders notiert, je nach Verwendung und auch abhéngig
von der Vorliebe des Autors. Der Umstand, dass die Vorticity-Gleichung in so vielen
verschiedenen Versionen présentiert werden kann, unterstreicht ihre Bedeutung.

Wenn man die Vorticity-Gleichung (qgVG), etwa in der Form von (17.17), mit der
vollstdndigen Vorticity-Gleichung (14.35) vergleicht, so erkennt man, wo die qg-Néhe-
rung ansetzt.
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Beim Vergleich von (17.16) und (17.9) sieht man weiter, dass in beiden die Divergenz
dq der ageostrophischen Stromung vorkommt. Diese eliminiert man und erhélt

Dg (f+C ¢\ _
Dt (fo o) = 0 (17.18)
Mit der Abkiirzung
Mg ¢
_ — 17.19
-2 _q, (17.19)

fiir die quasigeostrophische potenzielle Vorticity (qg pV) lautet dies

DgQg

= 17.2
L2~ 0 (17.20)

Einfacher geht es nicht. Dies ist die quasigeostrophische Ndherung der vollstdndigen
Gleichung (14.44). Wegen der Konstanz von fo kann man die dimensionsfreie potenti-
elle Vorticity Qg in (17.20) durch die dimensionierte Grofe fo Qg ersetzen (vgl. dazu
die unten stehende Ergdnzung).

Worin liegt die Vereinfachung der Naherungsgleichung (17.20) der potenziellen Vor-
ticity (pV) gegeniiber der vollstdndigen Gleichung (14.44) oder gegeniiber den Glei-
chungen (17.11) bis (17.17) fiir die gewohnliche Vorticity? In dem Umstand, dass ua
in der Gleichung nicht vorkommt, d.h. dass (17.20) eine Beziehung nur fiir eine unbe-
kannte Funktion ist, ndmlich fiir das Geopotenzial ¢. Man iiberzeuge sich davon, dass
dies fiir die anderen Gleichungen nicht gilt.

Zum Schluss dieses Abschnitts, sozusagen zur Auflockerung, eine kleine
Ubungsaufgabe:

Man gewinne Gleichung (17.20) aus (14.44) durch Entwicklung nach ¢/®q. (Hinweis:
Esist ¢/Po < 1.)

Losung: Wegen ® = &g + ¢ geméah (17.1) gilt
11 1 1 b
1_1 ~t (12 17.21
® Do 1+¢/Po Do ( <I>o) ( )

n __ng _ fo 1+By/fo+C/fo

DT D 1+ ¢/®o
und mit (17.21) ergibt sich

n . o By G\ (,_2
T (1+ i fo) <1 (1)0) (17.23)

Weiterhin ist

(17.22)
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Alle drei Quotienten in den Klammern sind klein (von der Ordnung Ro). Beim Ausmul-
tiplizieren wird das Produkt kleiner Grofsen vernachlassigt, und man erhalt schliefslich

n . fo By G _ o\ _Jo(n_ ¢
<I>N<I’o(1+fo+fo @0) cI>0(fo <1>0> (17.24)

Der Klammerausdruck ganz rechts ist gleich Q.

17.5 Erganzung: drei Versionen der qgpV

Wegen der Konstanz von fo und @ ist es im qg¥"V M gleichgiiltig, wie man die qgpV
skaliert. Dazu gibt es drei Mo6glichkeiten:

_n fo ¢ . s
Q1 = gi ~ %o By dim (@Q1) = e} (17.25)
Qo = Z—i - q% dim (Q2) = 1 (17.26)
= o g _1 17.27
Qu=m—fol  dm(@Q) =1 (1721)

Alle drei Versionen der qgpV im FWM sind zueinander proportional. Gleichung (17.25)
ist eine Wiederholung von (17.24); diese Version passt zu (14.44). Gleichung (17.26) ist
eine Wiederholung von (17.19); diese Version ist dimensionsfrei, der erste Summand
ist von der Ordnung 1, der zweite von der Ordnung Ro. Und Gleichung (17.27) ist
die dimensionierte Fassung von (17.26); diese Version ist eine echte Vorticity. Welche
dieser Fassungen man bevorzugt, hdngt von der Anwendung wie auch von der Vorliebe
des Autors ab.



Teil V

Turbulenz und Grenzschicht



Kurz und klar

Die wichtigsten Formeln aus Turbulenz und Grenzschicht

Korrelation (u =0+ v/, w = w + w'): TW=uw+ u w (V.1)
Reynoldsscher Tensor: T=—pV'w =—p@Ww, vw) (V.2)
. ov
Austauschparametrisierung (K -Ansatz): T=K 5~ (V.3)
z
Schubspannungsgeschwindigkeit: ww = —(us)? (V.4)
Logarithmisches Windprofil: z ou _ g u(z) = 2 Jog = (V.5)
0z K K Zo
Rauigkeitshohe, Oberflichen-Rossby-Zahl: %o, Ro= ng (V.6)
Zo
Komplexe Ekman-Gleichung;: iVa— % D V) =0 (V.7)
.. 2v

Ekman-Hohe: Dg = N (V.8)

Ekman-Spirale z-Komponente: u(z) = Ug [1 - exp(—z> cos Z}

Dg Dg
(V.9)
Ekman-Spirale y-Komponente: v(z) = Ug exp <—Z) sin —— (V.10)
Dg Dy,
. —— OV
Dynamische Erzeugung von TKE: R=-V'uw e (V.11)
z

Thermische Erzeugung von TKE: C=—-gapuw (V.12)

Energiebilanz Erdoberfliche, Gl. (20.32): R+LH+SH=B (V.13)
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Turbulenz ist charakteristisch fiir die Bewegungsvorgédnge von Fluiden im Bereich ho-
her Reynolds-Zahlen. Wir verschaffen uns hier einen einfachen Zugang zu diesem Phi-
nomen anhand des praktischen Problems der grundsétzlichen Grenze eines Messvor-
gangs. Diese Grenze liegt darin, dass es keine Augenblicksmessung einer physikalischen
Grofse gibt. Kein Messinstrument der Welt kann einen instantanen Messwert fiir den
Wind zu einem mathematisch eindeutig fixierten Zeitpunkt liefern. Diese Unméglich-
keit ist unabhéngig von der Frage, ob der Windvektor iiberhaupt als stetige Feldgrofe
definierbar ist (wie er ja in den Differenzialgleichungen der Theorie behandelt wird).
Ein Messinstrument liefert stets ein Zeitmittel der Messgrofe (beispielsweise des Win-
des) {iber eine mehr oder weniger lange Zeitspanne. Wenn man dem in der Theorie
Rechnung tragen will, muss man die entsprechenden Feldgleichungen zeitlich mitteln
(und aus dem gleichen Grund auch rdumlich). Das &ndert den Charakter dieser Glei-
chungen. Die nichtlinearen Terme in diesen Gleichungen produzieren durch die Mitte-
lung zusétzliche Korrelationsausdriicke, die sich als Scheinreibung, turbulente Fliisse,
Austauschgriffen oder Eddy-Transporte auswirken.

18.1 Der turbulente Impulstransport

In den Abschnitten 7.4 und 11.3 iiber die realen Fluide haben wir die innere Reibung
durch den molekularen Impulsfluss beschrieben, der durch das Geschwindigkeitsfeld
induziert wird. Diesen Prozess kann man auf einen Tangentialdruck oder eine mo-
lekulare Schubspannung zuriickfiihren. Wir haben gesagt, dass man die zugehorigen
Reibungsansétze mithilfe der statistischen Thermodynamik begriinden kann.

Wir fithren jetzt die turbulente Reibung ebenfalls iiber den Impulsfluss als nichtli-
neare Grofe ein. Dazu betrachten wir fiir ein inkompressibles Fluid (p = const.) die
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Divergenz des Impulsflussdichtetensors v;pv; + ;5 p + m; in Gleichung (11.24). Die
x-Komponente der Divergenz dieses Tensors lautet
dpu?  dpuv  dpuw dp OTwe  OTzy = OTa-
P 18.1
< ox + y + 0z +8ac+ Ox + oy + 0z ( )

Bei Reibungsfreiheit tritt die zweite Klammer nicht auf.

In der ersten Klammer berticksichtigen wir nun die in der Realitdt gegebene Daten-
lage. Sie besteht darin, dass u, v, w nicht als Augenblickswerte, sondern messtechnisch
nur als Mittelwerte u, v, w verfiigbar sind. Um das zu erfassen, schreiben wir beispiels-
weise:

u(t) =u +u'(t) (18.2)
Diese Aufteilung bezeichnet man als Reynoldssche Mittelung; sie zerlegt den zeitab-
hangigen Augenblickswert einer Grofe in die Summe von Mittelwert (Querstrich) und
Abweichung (Apostroph).

Die Lange des Mittelungsintervalls lassen wir vorldufig unspezifiziert. Innerhalb die-
ser Zeitskala ist der Mittelwert @ dann eine Konstante; bei wesentlich langeren Zeit-
spannen kann % erneut zeitabhingig sein. Die zeitliche Variabilitit von u ist in u’
enthalten. Der Mittelungsoperator hat fiir © bzw. fiir ein Produkt aus zwei zeitabhan-
gigen Grofen u und beispielsweise w zunéchst die folgenden Eigenschaften:

|ﬁ:ﬁ u' =0 uw=uw+ v w (18.3)

Auferdem ist die Mittelung ein linearer Operator und daher mit den ebenfalls linea-
ren Operatoren 9/0x etc. vertauschbar. Ferner wirkt die Mittelung nicht auf das als
konstant angenommene p. Daher ist beispielsweise
dpuw) _ Opuw _ 0
dor )  Oxr = Oz
Wenn man nun in dem Ausdruck (18.1) alle m;; fortlésst, das Ergebnis der Reynolds-
schen Mittelung unterzieht und dabei den ,Knigge“ der Formeln (18.3) und (18.4)
beachtet, so ergibt sich

_9 J— _— 2 7oy T ol
(8pu +8puv+apuw> op (8/7“ +8puv +8pu w) (18.5)

p (ww+uww)] (18.4)

ox oy 0z + oz + ox oy 0z

Die Glieder in der ersten Klammer sind von gleicher Form wie die Glieder in (18.1),
auch der statische Druckgradient ist weiterhin vorhanden, nur dass die aktuellen Gro-
fen durch die gemittelten ersetzt sind. Das ist keine grofe Uberraschung.

Uberraschender ist es schon, dass die zweite Klammer, die wir gerade vernachléssigt
hatten, plotzlich wieder da ist, wenn auch in anderem Gewand. Die zweite Klammer
enthélt Korrelationsfliisse. Das ist etwas Neues und bedeutet: Auch wenn molekulare
Impulsfliisse, die durch innere Reibung bedingt sind, wegen ihrer Kleinheit vernach-
ldssigbar sind, so gibt es analoge turbulente Impulsfliisse, die durch die Fluktuationen
der Windkomponenten und durch die damit notwendige zeitliche Mittelung bedingt
sind; diese sind um Grofienordnungen grofer als die molekularen und im allgemeinen
nicht vernachlassigbar.
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Die Korrelationsfliisse werden bei der Mittelung des Flussvektors von v durch die
Nichtlinearitiit der Advektionsglieder erzeugt und sind die Divergenz V - v/ v’ eines
turbulenten Flusses von wu-Impuls. Aber auch v-Impuls und w-Impuls haben einen
turbulenten Flussanteil. Zusammen bilden sie den Reynoldsschen Impulsflussdichte-
tensor pv'v’. Er ist das turbulente Gegenstiick zum molekularen Impulsflussdichte-
tensor m;;. Beides sind Impulsfliisse. Aber der Impuls ist selbst ein Vektor. Dadurch
ist der Fluss des Impulses gewissermafien mehr als ein Vektor, eben ein Tensor. Seine
Komponenten pv’ v’ nennt man auch Eddy-Impulsfliisse.

In der praktischen Anwendung verwendet man vom vollstdndigen Reynoldsschen
Impulsflussdichtetensor nur die beiden Komponenten, die den Vertikalfluss des Hori-
zontalimpulses betreffen:

T=—pV'w = —pluw, v'w) (18.6)

Diese beiden représentieren den Grofiteil der turbulenten Reibung in der atmosphé-
rischen Grenzschicht und werden dargestellt durch den horizontalen Vektor 7. Er ist
am wichtigsten in unmittelbarer Nahe der Erdoberfliche und heifst dort Oberflichen-
schubspannung (engl. surface stress). Die Komponenten von 7 sind positiv nach unten,
bedingt durch das Minuszeichen in (18.6). Wenn beispielsweise u/w’ < 0, so ist dies
ein nach unten gerichteter Eddyfluss von positivem u-Impuls; daher ist das Vorzeichen
der z-Komponente von 7, also der GréRe —p(u’w’), positiv nach unten.

Die Grofe 7 ist der Trager des Impulsaustauschs zwischen Atmosphére und Erde
und insbesondere der Antrieb fiir die Meeresstrémungen.

18.2 Verallgemeinerung: Korrelationsfliisse

Der Mechanismus der Korrelation entsteht durch die Kowvarianz der beteiligten tur-
bulenten Felder; er ist nicht auf die Reynoldsschen Schubspannungen beschrankt. Wir
iibertragen und verallgemeinern ihn nun auf ein anderes, ebenso wichtiges Beispiel:
den vertikalen Feuchtefluss qw. Hier ist ¢ die spezifische Feuchte und w die vertikale
Windgeschwindigkeit. Beide Funktionen ¢ und w mégen von einem unabhéngigen Ar-
gument ¢ abhéngen. Dieses kann beispielsweise die Zeit sein, jedoch muss die Natur
von £ nicht spezifiziert werden, wodurch die Allgemeinheit des abzuleitenden Ergeb-
nisses deutlich wird. Der Mittelwert einer der beiden Funktionen, beispielsweise ¢, sei
nun wie folgt definiert:

Ja(¢) d¢
q} = —— 18.7
Die Integralgrenzen sollen fest sein, und auch sie lassen wir unspezifiziert. Die Grofie
g selbst ist darstellbar als die Summe von Mittelwert (geschweifte Klammern) und

Abweichung (hochgestellter Index e):

(&) ={a} +¢°(&) (18.8)
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Der Mittelwert ist eine Konstante, und die £&-Abhéngigkeit wird durch die Abweichung
reprasentiert. Konsistent mit dieser Aufteilung ist das Verschwinden der mittleren
Abweichung:

{¢°} =0 (18.9)
Die gleiche Darstellung erhalten wir fiir w. Fiir das Produkt qw liefert dieser Kalkiil:
{qw} ={({a} +¢" ) {w} +w)} = {{e} {w}} +{¢"{w}} + {{g} v} + {¢" "} (18.10)

Im ersten Term rechts ist die Mittelung von Mittelwerten eine iiberfliissige Operation
und andert nichts, d. h. die dufere Mittelungsoperation kann entfallen. Aus den beiden
mittleren Termen lassen sich die Mittelwerte aus den Mittelungsklammern herauszie-

hen:
{aw} = {g}{w} + {¢°} {w} + {g} {w"} +{¢" v} (18.11)
inry ey

Das Verschwinden der beiden mittleren Terme folgt aus Gleichung (18.9). Das Ergebnis
lautet

[ {gw} = {gH{w} + {¢" v’} | (18.12)

Der erste Term beschreibt den Transport der mittleren spezifischen Feuchte mit dem
mittleren vertikalen Wind. Der zweite Term wird durch die Eddy-Kovarianz bewirkt
und stellt den Korrelationsfluss dar. Die obige zeitliche Mittelung (18.3) ist im Ergebnis
(18.12) als Spezialfall enthalten.

Verantwortlich fiir den Korrelationsfluss ist der Umstand, dass iiber die Variable &
gemittelt wurde. Die Entstehung dieser Grofe héngt weder vom Typ der Funktionen
q und w noch davon ab, um welche unabhéngige Variable £ es sich handelt. Die wahre
Ursache ist vielmehr die Nichtlinearitdt des Flusses, der zwei separat fluktuierende
Felder (hier die transportierte Grofe ¢ und die transportierende Grofie w) durch die
Mittelung miteinander koppelt. Ein Korrelationsfluss tritt auf, wenn beide Gréfen
sozusagen zur gleichen Zeit das Gleiche tun (dann ist der Fluss positiv) oder zur
gleichen Zeit das Entgegengesetzte (dann ist er negativ).

18.3 Das SchlieBungsproblem

Der in (18.6) definierte turbulente Impulsfluss 7 hat zum mittleren Windfeld keine
eindeutige Beziehung. Dadurch wird die zusédtzliche Unbekannte V'w' in die zeitlich
gemittelte Bewegungsgleichung eingefiihrt. Fiir diese Unbekannte gibt es aber zunéchst
keine physikalisch irgendwie begriindete Gleichung, insbesondere keine Erhaltungsglei-
chung, wie sie uns beim Impuls, bei der Masse und bei der Energie inzwischen zur
Selbstverstandlichkeit geworden ist. Das gleiche gilt allgemein fiir Korrelationsaus-
driicke des Typs {¢° w®} in Formel (18.12). Diesen Umstand nennt man das Schlie-
Bungsproblem der Grenzschichttheorie.
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Zur Losung des Schlieffungsproblems sind viele Moglichkeiten erarbeitet worden, die
sich grob wie folgt charakterisieren lassen:

m K-Ansatz: Hier wird der turbulente Fluss proportional zum Gradienten der mitt-
leren transportierten Grofe gesetzt. Beim Impulsfluss ist dies der mittlere Horizon-
talwind, beim Feuchtefluss die mittlere Feuchte und beim Warmefluss die mittlere
Temperatur. Dies ist eine physikalisch anschaulich begriindete Hauruck-Methode,
die sich jedoch erstaunlich gut bewéhrt hat. Der Grundgedanke wird als Parame-
trisierung bezeichnet. Wir erldutern ihn im n#chsten Abschnitt.

m Explizite Berechnung: Hier wird fiir den turbulenten Fluss eine eigene Vorher-
sagegleichung aufgestellt. Dies ist grundsétzlich méglich, und man kann sogar fiir
jedes Korrelationsprodukt auf Grundlage der Erhaltungsgleichungen neue Vorher-
sagegleichungen aufstellen. Jedoch stellt man fest, dass beispielsweise die Prognose-

gleichung fiir u/ w’ Korrelationsmomente des Typs u/2w’ enthilt. Wenn man weiter
versucht, diese durch eine héhere Vorhersagegleichung zu berechnen, erzeugt man
Korrelationsausdriicke mit 4 Stérungsgliedern etc., und diese Biichse der Pandora
hat kein Ende.

m TKE-Schliefsung Hier fiihrt man die Theorie bis zur Gleichung fiir die turbulente
kinetische Energie und definiert anschlieftend geeignete Schliefungen. Dafiir gibt es
eine Reihe physikalisch gut begriindeter und durch eine grofse Zahl von Messungen
abgesicherter Annahmen, mit denen man sich helfen kann. An der Aufgabe der
Schlieffung selbst kommt man am Ende jedoch nicht vorbei.

Wir erldutern den Gedanken des K-Ansatzes im nachsten Abschnitt fiir den vertikalen
Impulsfluss. Die Methode ,,explizite Berechnung® lassen wir vorlaufig auf sich beru-
hen. Das dritte Verfahren (, TKE-Schliefung“) verwendet als wichtigstes Instrument
die Gleichung fiir die turbulente kinetische Energie, und diese behandeln wir im iiber-
néchsten Kapitel. Darin werden am Ende auch die Grundideen genannt, die man fiir
die ,,explizite Berechnung* benétigt.

18.4 Die Austauschparametrisierung

Hier versucht man, das SchlieRungsproblem dadurch zu lésen, dass man V’w’ mit
dem zeitlich gemittelten Windfeld V' verkniipft. Die klassische Parametrisierung dieser
Art wurde von Wilhelm Schmidt entwickelt. Nach seinen Vorstellungen bewirkt die
Turbulenz einen vertikalen Austausch von Impuls, der dem Gradienten des mittleren
Horizontalwindes entgegen gerichtet ist:

K@V

Viw =-K —
pyvw 0z

(18.13)

Die Grofe K wird als Austauschkoeffizient bezeichnet. Der Ansatz (18.13) ist durch
das analoge molekulare Gesetz (7.33) bei der Navier-Stokes-Gleichung inspiriert. K



276 18 Turbulenz

ist das turbulente Gegenstiick zur molekularen dynamischen Zihigkeit n, jedoch um
Grofenordnungen grofer als 7.

Fiir die Divergenz der z-Komponente von (18.13) ergibt sich im einfachsten Fall mit
der Annahme, dass K/p = v vertikal konstant ist:

ou' w’ o*u

Der Koeffizient v (mit der Einheit m?/s) ist das turbulente Gegenstiick zur molekularen
kinematischen Zdhigkeit, jedoch um Grofenordnungen grofer.

Die Wirkung der Parametrisierung ist in Abb. 18.1 illustriert. Das Vertikalprofil
von 7 ist negativ gekriimmt. Dadurch wird die Divergenz des vertikalen Impulsflusses

Abb. 18.1 Zur Richtung des turbulenten
Korrelationsflusses. Die durchgezogene
Kurve stellt das mittlere Windprofil, die
gestrichelte die erste und die punktierte
Kurve die zweite Ableitung nach der Hohe
dar. Dabei ist 9°1/02* < 0 (d. h. negative
Kriimmung) und wegen Gleichung (18.14)
u,ouloz und &uloz’ daher 9u/w’/dz > 0. Einheiten willkiirlich.

positiv (das ist ein Beispiel fiir die Unanschaulichkeit der Divergenz eines Flussvektors).
Der Eddy-Impulsfluss w/w’ ist in der Grenzschicht nach unten gerichtet, also negativ,
aber seine Divergenz ist positiv. Auf dem Weg nach unten wird zwar der mittlere Wind
u immer kleiner, aber u/w’ wird immer grofer, also immer stirker negativ, und das
ist der Grund fiir die positive Divergenz.

Die Auswirkung dieser Grofe auf die Tendenz des Windes sieht man, wenn man in
Gleichung (11.24) alle Glieder mit p, 7ij, ® weglésst, das Ergebnis zeitlich mittelt und
nur den vertikalen Korrelationsfluss berticksichtigt. Mit (18.14) ergibt sich

ou o/ w' 0*u

Die rechte Seite dieser vereinfachten Impulsgleichung ist negativ (punktierte Kurve in
Abb. 18.1). Das bedeutet: Die negative Kriimmung des mittleren Windprofils in Bo-
dennéhe fiihrt zu einer Bremsung des mittleren Windes. Das entspricht der Vorstellung
von turbulenter Reibung.
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Als Grenzschicht der Atmosphére bezeichnet man die Schicht, in der die turbulente
Reibung einen mafgebenden Einfluss auf die Dynamik der Vorgdnge ausiibt. Dieser
Bereich betrifft etwa 10 % der gesamten Atmosphére in der Vertikalen. Danach ist die
Grenzschicht etwa 1 km dick in kartesischen Koordinaten und 100 hPa in Druckkoordi-
naten. Im nichsten Abschnitt geben wir eine kurze Ubersicht iiber den Vertikalaufbau
der Grenzschicht.

Die Grenzschichtmeteorologie ist ein grofser und wichtiger Teilbereich unseres Faches.
Aus der umfangreichen Literatur sei als einziges Beispiel das einfiihrende Werk von
H. Kraus (2008) zitiert, in dem sich der Zugang zu vertiefender Analyse findet.

19.1 Vertikalaufbau der Grenzschicht

Wir gliedern den Vertikalaufbau der Atmosphére aus der Perspektive der Grenzschicht-
meteorologie gemif der schematischen Darstellung in Abb. 19.1. Die Schichten unter-
scheiden wir in stark vereinfachender Weise von oben nach unten wie folgt:

m Freie Atmosphire, ca. 90 % der gesamten Atmosphére: In diesem Bereich
beeinflusst die turbulente Reibung die Vorgédnge so wenig, dass ihre Vernachlassi-
gung die Beschreibung der Dynamik so gut wie nicht verfilscht. Die hier wirkenden
Kréfte sind gegeben durch das Druckgradientenfeld (in p-Koordinaten dargestellt
durch das Geopotenzialfeld) sowie die ablenkende Kraft der Erdrotation (Coriolis-
Kraft). Der Hinweis auf den Vertikalaustausch durch subgitterskalige Fliisse im Bild
bezieht sich auf numerische Modelle mit begrenzter Auflésung.
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Abb. 19.1 Schematischer Vertikalaufbau der atmospharischen Grenzschicht.

m Ekman-Schicht, ca. 10 % der gesamten Atmosphére: Hier kommen die turbu-
lenten Reibungskrifte zu den Kréaften der freien Atmosphére hinzu. Im einfachsten
Fall sind Druckgradient-, Coriolis- und Reibungskraft im Gleichgewicht.

m Prandtl-Schicht, ca. 1% der Atmosphére: Diese ist im Wesentlichen iden-
tisch mit der Schicht, in welcher der vertikale turbulente Impulsfluss n&dherungswei-
se konstant in der Vertikalen ist (constant fluz layer). Am unteren Rand ist dies der
Bereich der urspriinglich von Geiger so genannten bodennahen Luftschicht. IThr Un-
terteil ist die Vegetationsschicht (1 bis 2 m bei niedriger Vegetation und Feldern,
10 m bei mittlerer Vegetation, einige 100 m bei Wald). Fiir den Energiehaushalt
ist die Obergrenze der Vegetation (canopy) ausschlaggebend (Vegetationsschicht =
canopy layer).

m Bodennahe Schicht, cm bis mm: Der Oberteil der Bodenschicht reicht in die
Geigersche Schicht hinein. Thr unterster Teil (die so genannte skin layer) ist der
Ubergangsbereich, in dem molekularer Wiarme- und Feuchtetransport die Rolle des
turbulenten Vertikaltransports iibernehmen.

m Erdoberfliche (soil layer), cm bis einige m: Das ist der oberste Teil des
Erdbodens, in dem keine turbulenten Fliisse moglich sind, sondern nur molekulare
(am wichtigsten ist der molekulare Wéarmefluss). Aber: Die Erdoberfliche besteht
auch aus Schnee/Eis, dort kann Strahlung eindringen. Schlieflich besteht die Erd-
oberflache zu ca. 70 % aus Meer. Also gibt es hier aufler Strahlung auch turbulente
Vertikalfliisse im Wasser, die ebenfalls in der Grenzschichttheorie zu behandeln sind.

19.2 Die Prandtl-Schicht

Den im vorigen Kapitel behandelten Austauschansatz nennt man auch K-Ansatz, wir
haben ihn zunéchst fiir den turbulenten Impulstransport diskutiert. Auch fiir andere
turbulente Transporte, insbesondere Feuchte- und Warmetransport, sind K-Anséitze
geeignet und iblich. Der dahinter stehende Gedanke, den turbulenten Fluss durch den
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negativen Gradienten der mittleren Grofte darzustellen, geht beim Wérmefluss bereits
auf Newton zuriick.

In diesem Abschnitt wollen wir den K-Ansatz etwas vertiefter durch die Theorie
der Mischungslédnge begriinden. Diese Theorie geht auf Ludwig Prandtl zuriick, der im
frithen 20. Jahrhundert die Grenzschichttheorie aus der Stromungslehre auf die Atmo-
sphére iibertragen hat. Thm zu Ehren wird im deutschsprachigen Raum der unterste
Teil der atmosphérischen Grenzschicht (einige Dekameter, die Obergrenze ist natur-
gemafs nicht scharf) als Prandtl-Schicht bezeichnet. Sie ist im Wesentlichen gleich der
Schicht, in der man den vertikalen Impulsfluss als ungefdhr konstant annehmen kann.

19.2.1 Die constant flux layer

Die vertikale Konstanz von v in der Parametrisierung (18.14) ist in Bodennéhe keine
gute Naherung. In den untersten 10 bis 100 m der Atmosphére ist es realistischer, den
Fluss ndherungsweise als vertikal konstant anzusetzen. Das ist das Modell der constant
fluz layer.

Die Gleichung (18.13) beschreibt den vertikalen Eddy-Fluss des horizontalen Wind-
vektors V. Man betrachtet jedoch in der Grenzschichttheorie gern nur die z-Kompo-
nente und dreht dazu, falls nétig, V' durch eine orthogonale Transformation in z-Rich-
tung. Fiir den einzigen dabei verbleibenden turbulenten vertikalen Impulstransport
schreibt man

ww = —(us)? (19.1)

und bezeichnet u. als Schubspannungsgeschwindigkeit oder Reibungsgeschwindigkeit
(in der internationalen Literatur friction velocity). Das Vorzeichen berticksichtigt, dass
u’w’ nahe der Erdoberflaiche nach unten gerichtet ist.

19.2.2 Das Konzept der Mischungsldnge

Hier nimmt man an, dass die Stérungskomponenten proportional zum vertikalen Gra-
dienten von w sind: u
/ ou ’ 2 0T

U= ooz w =K o2 (19.2)

Die verschiedenen Vorzeichen von u’ und w’, zusammen mit der positiven Konstan-
ten k ~ 0.4, tragen der Anisotropie der Turbulenz nahe der Erdoberfliche Rechnung.

Schlieklich setzt man 2z'2

= 2% Der Ansatz (19.2) entspricht zusammen mit Glei-
chung (19.1) einem linear nach oben zunehmenden Austauschkoeffizienten. Dadurch
wird beriicksichtigt, dass die Grofse der Eddies nach oben hin zunimmt, wodurch auch
ihre Effizienz zunimmt, Impuls vertikal zu transportieren (iibrigens nicht nur Impuls,

sondern auch andere Eigenschaften, vornehmlich Feuchte und Warme).
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19.2.3 Das logarithmische Windprofil

Einsetzen von «’ und w’ in (19.1) ergibt die Gleichung fiir das logarithmische Wind-
profil:

ou = bzw. u(z) = — log — (19.3)

U z
Pt _ U
0z K K Zo

Die Integrationskonstante z, heiltt Rauigkeitshéhe; k = 0.4. Schubspannungsgeschwin-
digkeit und Rauigkeitsh6he werden aus dem gemessenen Vertikalprofil des Windes
gewonnen. Das Ergebnis (19.3) stellt ein fundamentales Ahnlichkeitsgesetz fiir das
vertikale Windprofil dar, das fiir einen weiten Parameterbereich mit den Messungen
in der Atmosphére iibereinstimmt.

Die Arbeit mit Gleichung (19.3) vollzieht sich im einfachsten Fall so, dass man aus
zwei Messwerten u1(z1) und uz(z2) in zwei verschiedenen Hohen die Parameter u, und
zo abschétzt:

u2 — Ul

u1 u2
- = e = k¥ 19.4
Usx = K Tog(za/21) Zo = 21 exp( K u*> 22 exp( K u*) (19.4)

Liegen mehr als zwei Messwerte vor, so kann man die Kurve ausgleichen und die Schét-
zung dadurch verbessern, beispielsweise indem man den Nullpunkt um z, verschiebt
und bei z = 0 eine Randgeschwindigkeit u, # 0 anpasst. Da die Reibung nicht zu ei-
ner Beschleunigung fiihren kann, muss das Geschwindigkeitsprofil in der Grenzschicht
negativ gekriimmt sein. Das logarithmische Windprofil erfiillt diese Bedingung ebenso
wie der beobachtete Wind (schematisch in Abb. 18.1).

Einen vertieften Zugang zur Grenzschichtdynamik gewinnt man mit Ahnlichkeits-
betrachtungen. Durch die Dimensionsanalyse zeigt man, dass die Flussprofile nur von
wenigen dimensionsfreien Zahlen abhéngen. Eine solche ist die Oberflichen-Rossby-
Zahl

_ Y%
=

Ro (19.5)

Ve ist der Betrag des geostrophischen Windes. Verglichen mit den Rossbyzahlen im
quasigeostrophischen Modell (typische Werte dort Ro = 0.1) sind die Werte der
Oberflichen-Rossby-Zahl sehr grof (10°..10%). Das liegt an der Kleinheit des Rau-
igkeitsparameters z.

Man kann nun vielfach die Windprofile in der Grenzschicht fiir verschiedene Situa-
tionen durch jeweils gleiche Werte von Ro charakterisieren, falls die meteorologische
Lage rein dynamisch bedingt ist (neutrale Grenzschicht). Dafiir lautet das Verhé&ltnis
von ux zu Vg (universelles Widerstandsgesetz, hier Naherungsformel nach Kraus 2008,
auf natiirlichen Logarithmus log umgerechnet):

Usx 1

e B 19.
Ve  2.00 log (Ro) (19.6)
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Abb. 19.2 Logarithmische Windprofile in der neutralen Prandtlschicht, berechnet nach (19.3).
Schubspannungsgeschwindigkeit u. aus Formel (19.6) fiir V; = 10 m/s und verschiedene Werte
von Ro. Rauigkeitshhe z, aus Formel (19.5) fiir f = 107*s~'. Teilbild a) Kurven geplottet
gegen log(z/zo), Beschriftung mit dem Scharparameter Ro = 10°,107,10°. Teilbild b) Kurven
geplottet gegen z, Beschriftung mit dem zu Ro gehdrenden Wert von z,.

Das bedeutet: Fiir einen gegebenen geostrophischen Wind und gegebene Rossby-Zahl
liefern Gleichungen (19.5), (19.6) die Parameter us, zo, die man fiir das logarithmische
Windprofil braucht. Auf diese Weise sind die Kurven in Abb. 19.2 berechnet. Man
sieht den linearen Anstieg in der logarithmischen und den gekriimmten in der linearen
Darstellung. Die Rauigkeitshohe z, ist klein bei glatten Oberflachen (0.1 mm fiir ruhige
Wasseroberflachen) und grof bei gestorten Oberflachen (1 m bei Wald, je nach Hohe).

19.2.4 Verallgemeinerungen

Wenn man das gemessene Windprofil gegen den Logarithmus der Héhe auftrégt, sollte
sich geméf Formel (19.3) eine Gerade ergeben. Gemessene Daten weichen davon mehr
oder weniger stark ab. Man unterscheidet zwischen stabiler und labiler Schichtung.
Grundlegendes Stabilitdtsmafk ist der Auftriebsfluss, also die Korrelation zwischen dem
Auftrieb b (der buoyancy), definiert in (13.13), und der Eddy-Vertikalgeschwindig-
keit w’:

C=buw =—gapw (19.7)

Bei positivem Auftriebsfluss spricht man von labiler, bei negativem von stabiler Schich-
tung. Das hier abgeleitete logarithmische Windprofil gilt fiir neutrale Schichtung.
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19.3 Die Ekman-Schicht

Als Ekman-Schicht bezeichnet man in einem Geofluid den Grenzbereich zwischen rei-
bungsfreiem Fluid und Erdoberfliche (das kann auch die Ozeanoberfliche sein). Wal-
fried Ekman hat im Jahre 1902 als Erster die auf der Fram-Drift im Polarmeer von
F. Nansen zwischen 1893 und 1896 beobachtete Rechtsablenkung der Meeresstrémun-
gen durch die hier referierte Theorie erkldrt. Thm zu Ehren bezeichnet man diese
Schicht, die den Grofsteil der atmosphirischen Grenzschicht ausmacht, mit seinem
Namen. In neuerer Zeit wird sie auch Spiralschicht genannt.

Die Ekman-Theorie liefert keine Darstellung der Grenzschicht fiir die meteorologi-
sche Praxis. Das liegt einmal daran, dass die Ekman-Losung gegen kleine Storungen
nicht stabil ist; aufserdem ist die reale Grenzschicht instationér. Trotz der Idealisierun-
gen stellt dennoch die Ekman-Theorie ein bleibend wichtiges konzeptionelles Modell
dar, mit dem der Mechanismus der Grenzschichten von Geofluiden im Ansatz richtig
beschrieben wird. Daher lohnt es sich, sie im folgenden gerafft darzustellen.

19.3.1 Kiridftegleichgewicht in der Ekman-Schicht

Wir starten mit den horizontalen Bewegungsgleichungen in z-Koordinaten unter Ein-
schluss der turbulenten Reibung. Sie lauten fiir ein inkompressibles Fluid konstanter
Dichte 1 o 1 o2
T - —v g =0 THflu—u)-vi5=0  (198)
Der Vektor (ug,vg) = (Ug,0) des geostrophischen Windes wird in positive z-Richtung
gelegt und représentiert den horizontalen Druckgradienten. Dieser und damit U wird
als gegeben sowie unabhéngig von z betrachtet.
Der einfachste Fall ist eine Losung, die nur von z abhéngt. Wenn man dies annimmt,

liefert die Massenkontinuititsgleichung:

%+%+% =0 und 88—15 =0 sowie w=0 (19.9)
Daraus folgt unmittelbar du/d¢ = 0 und dv/d¢ = 0. Damit werden die Bewegungsglei-
chungen strikt stationédr. Das Kriftegleichgewicht in (19.8) besteht also zwischen der
Coriolis-Kraft, dem Druckgradienten und der Reibungskraft. Wenn man bedenkt, dass
der geostrophische Wind nicht von z abhéngt, kann man (19.8) auch so schreiben:

9% (u — ug) _

2
—f(v—vg)—z/T 0 und —|—f(u—ug)—uM

022

Die jeweils eine Komponente des ageostrophischen Windes wird also von der zweiten

=0 (19.10)

Ableitung der anderen Komponente balanciert.
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19.3.2 Die Ekman-Spirale

Die berithmte Ekman-Spirale ist die Losung der stationdren Bewegungsgleichungen
(19.10) als Funktion der Hohe. Die Gleichungen (19.10) lauten mit dem ageostrophi-
schen Wind ua = v — ug,Va = v — vg:

— fva—vus =0 fua—vol =0 (19.11)
Dabei bezeichnet der Doppelstrich die zweite Ableitung in z-Richtung. Wenn man die

zweite Gleichung von (19.11) mit der imaginéren Einheit ¢ durchmultipliziert und zur
ersten addiert, erhélt man mit der Definition

ua(2) +1va(z) = Va(z2) (19.12)

in komplexer Schreibweise:

ifVa—vV) =0 (19.13)

Das schreiben wir in folgender Form:

z’Va—%D%Va”zo mit Dg = 27” (19.14)

Diese gewdhnliche Differenzialgleichung fiir den komplexen Windvektor V, hat die
allgemeine Losung
Va(z) = Vo eT(F+02/De (19.15)

Als Randbedingung zur Festlegung des Vorzeichens im Exponenten fordert man, dass
Va(z) fiir groke z gegen null geht; dann kommt nur das Minuszeichen in Frage. Zur

Abb. 19.3 lllustration der Ekman-Spirale
| bei einem in z-Richtung vorgegebenen

geostrophischen Wind V. Eingezeichnet

// sind der horizontale Windvektor (u, v)
/y"/%/ als Funktion der Hohe (diinne schwar-

ze Pfeile), ferner die Verbindungslinie
L der Endpunkte der Pfeile (so genanntes
™~

Hodogramm, graue Linie) sowie die Pro-
/ xa jektion der Endpunkte der Pfeile auf die

Erdoberfliche (fett gezeichnete schwarze
Spirale).

Festlegung der komplexen Integrationskonstanten V; o fordert man, dass u = v = 0
bei z = 0 gilt. Das liefert V5,0 = —Us, also Va(z) = —Ug exp[—(1 + i) z/Dg). Zuriick
zum ageostrophischen und zum aktuellen Wind liefert das in Komponenten:

z z z -
u(z) = Ug {1 — exp(—DE) cos l)E] v(z) = Ug exp (—DE) sin Do (19.16)
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Der Parameter Dg heifit Dicke der Ekman-Schicht oder Ekman-Hdohe. Er skaliert das
Vertikalprofil der Spirale nach Mafigabe der Gréfe f und des turbulenten Austausch-
parameters v. Letzterer ist hier als konstant angenommen. Nach Durchlaufen der Hohe
z = Dg hat sich der Windvektor um 180° gedreht; gleichzeitig hat sich die ageostro-
phische Komponente um den Faktor exp(z/Dg) abgeschwécht.

19.3.3 Pumpen der Ekman-Schicht

Die Vorticity des geostrophischen Windes liefert einen wichtigen Zusammenhang mit
der Vertikalgeschwindigkeit am oberen Rand der Ekman-Schicht. Dazu bilden wir mit
der eben gefundenen Losung (19.16) die horizontale Divergenz; dabei beachten wir,
dass Ug = Ug(y) ist, und erhalten:

Oou Ov  Ow ow v 9Ug R .2
a—x—ka—y—ka_o also 9: " oy~ oy exp< DE>SmDE (19.17)
———
:Cg

Diesen Ausdruck kann man vertikal integrieren. Mit der Randbedingung w(,—¢) = 0

ergibt das
z z

w(z) = % ¢y Di {1 — exp <_DZE) (cos Do + sin DE)j| (19.18)
Bei grofsen Werten von z wird der Inhalt der eckigen Klammern gleich 1. Dies bedeu-
tet: Die Vertikalgeschwindigkeit, die durch die Divergenz des ageostrophischen Windes
in der Ekman-Schicht aufgebaut wird, entsteht in Wirklichkeit durch die Vorticity
des antreibenden geostrophischen Windfeldes. Bei zyklonaler Vorticity ist die hori-
zontale Stromung in der Ekman-Schicht konvergent, was zu positivem w, also zur
Aufwartsgeschwindigkeit fithrt. Klimatologisch unterstiitzen also Tiefdruckgebiete die
Aufwartsbewegung und damit Wolkenbildung, widhrend Hochdruckgebiete mit nega-
tiver Vorticity das Absinken unterstiitzen. Der Effekt (angegeben in cm/s) ist nicht
stark, aber klimatologisch von Bedeutung.

Der aufmerksame Leser wird beobachtet haben, dass die in (19.17) verwendete
y-Abhéngigkeit der oben unterstellten reinen z-Abhéngigkeit des Windprofils wider-
spricht. Der Zusatzeffekt ist in der Tat vorhanden, aber schwach. Man kann mit der
Skalenanalyse zeigen, dass er von der Gréfienordnung der Rossby-Zahl ist, also um eine
Ordnung kleiner als die anderen Terme in der Ekman-Balance.
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Der Energiehaushalt der Grenzschicht ist grundsétzlich nicht anders organisiert als
im reibungsfreien Bereich der Atmosphére. Jedoch bringt die Reibung derart wichtige
zusétzliche Besonderheiten mit sich, dass dies ein eigenes Kapitel rechtfertigt. Zur
Einstimmung beginnen wir mit dem Energiehaushalt der Ekman-Schicht, bei dem keine
Korrelationsausdriicke vorkommen, sondern nur der horizontale mittlere Windvektor,
was die Rechnung entsprechend einfach macht.

20.1 Energiehaushalt der Ekman-Schicht

Wir verallgemeinern den horizontalen Windvektor der Ekman-Schicht um das zeitliche
Argument zu V (¢, z). Dadurch treten in den Bewegungsgleichungen (19.8) lokalzeitliche
Ableitungen auf. Wenn wir die erste Gleichung mit v und die zweite mit v multiplizieren

und addieren, so ergibt sich fir V' = (u,v):

o V? 0 Ou 0 Ov
8152_f(UUg—uvg)_V<u6‘zaz+vazaz>_0 (20.1)

Diese Gleichung wird nun vertikal iiber z von 0 bis D integriert, wobei D verglichen
mit Dg grof ist. Das liefert fiir die gesamte horizontale kinetische Energie der Schicht
von 0 bis D:

D
2 U2
K:/pv—dz%p—gD (20.2)
2 2
0
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Der zweite Term liefert nach gleicher Vertikalintegration mit ug = Ug und vg = 0:

D

U2
/vagdZpr —£ Dg (20.3)
0

Der dritte Term macht etwas Miihe, und wir erhalten

D

0 Ou 0 Ov Ug
/py(uaa—i- 828>dz —puD—E (20.4)
0

Damit lautet der Haushalt der kinetischen Energie der Ekman-Schicht:

oK U7 Uz
E—pf 5 DE—pVDE (20.5)

Kann dieses Feld stationér sein? Ja — wenn die rechte Seite verschwindet. Die Bedin-
gung dafiir ist der schon oben gefundene Zusammenhang

_ 2w

f

Der erste Term rechts ist ein Erzeugungsterm; er iibertragt Energie aus dem geostro-

Dg (20.6)

phischen Wind. Dazu muss Uy stdndig aufrechterhalten werden. Wenn man Dy aus
dem ersten Term von (20.5) eliminiert, so erkennt man, dass die Rate, mit der ki-
netische Energie aus der freien Atmosphére in die Ekman-Schicht fliefst, proportional
ist zu /v f; das ist eine Geschwindigkeit. Sie wird maximiert durch hohe Turbulenz
und starke Corioliskraft, beides passt in unsere Vorstellung. Die Corioliskraft ist eine
Scheinkraft und daher kein Antrieb, sondern einfach ein Energieiibertrag.

Der zweite Term rechts in (20.5) ist dagegen ein Verlustglied. Die turbulente Rei-
bung holt Energie aus dem geostrophischen Wind heraus und ,,vernichtet” sie in der
Ekman-Schicht; dies geschieht in Wirklichkeit durch Uberfiihrung in innere Energie
und anschlieffende Dissipation.

20.2 Die Gleichung fiir die kinetische Energie

Beim Energiehaushalt in der Grenzschicht sind zwei verschiedene Probleme zu beach-
ten. Einmal haben wir uns im Kapitel iiber die realen Fluide auf die Gleichung fiir
die gesamte mechanische Energie (kinetische plus potenzielle) beschrankt; hier jedoch
bendtigen wir die Gleichung fiir die kinetische Energie separat, um den turbulenten
Austausch zwischen kinetischer und potenzieller Energie beschreiben zu kénnen. Zwei-
tens besteht wegen der Nichtlinearitit dieser Grofie die mittlere kinetische Energie aus
zwei Komponenten:

0% = km + ke (20.7)

\}
N =
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Man bezeichnet k als totale, km als mittlere und ke als turbulente kinetische Energie

TKE (oder ,,eddy-kinetische Energie“). Diese Ausdrucksweise ist nicht streng logisch,

denn natiirlich sind alle drei Grofen in Wirklichkeit mittlere kinetische Energien.
Um die Gleichung fiir die kinetische Energie zu gewinnen, miissen wir bei den unge-

mittelten Erhaltungsgleichungen beginnen.

20.2.1 Erhaltungsgleichungen fiir Masse und Impuls

Die Impulsgleichung fiir reale Fluide lautet nach Formel (11.24) in elementarer Ten-

sorschreibweise: 9 5 5 5 9%
PU; PV V4 4 Tij _
ot 8ZL‘j + 8332 + 89cj + P 8%2

Die Groflen v; sind die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors v in kartesischen

0 (20.8)

Koordinaten. Die Coriolis-Kraft lassen wir einfach weg, weil sie als Scheinkraft bei
Bildung der Energiegleichung verschwindet (man {iberzeuge sich selbst davon). Die

Massenkontinuititsgleichung verwenden wir in Flussform:

@ ap’l)j o
ot aSCj o

(20.9)

20.2.2 Tricks bei der Umformung der Energiegleichung

Die Gleichung fiir die kinetische Energie k = v?/2 gewinnt man aus (20.8) durch
Vormultiplikation mit v;. Bei den anschlieftenden Umformungen wird stets die Pro-
duktregel der Differenziation verwendet, insbesondere:

(20.10)

U‘avi_a 1 5\ _ 0k ov; Ok
Yot ot

a\2%) =% Vs, " om,

Damit und mit (20.9) lassen sich die ersten beiden Terme der Gleichung fiir die kine-
tische Energie in mehreren Schritten wie folgt umformen:

Opvi to Opviv; _ Opk | Opkw,

ViTor TV T on, ot T o (20.11)

Der Leser iiberzeuge sich durch eigenes Nachrechnen von der Richtigkeit. Die Wich-
tigkeit dieser Formel erkennt man durch den Vergleich mit der Impulsgleichung (20.8):
In (20.11) ist einfach k anstelle von v; in (20.8) getreten.

20.2.3 Die allgemeine Gleichung fiir die kinetische Energie
Die komplette Gleichung fiir die kinetische Energie, gewonnen aus (20.8) durch Vor-
multiplikation mit v;, lautet nun

% 8pk'l}j +
ot ox; ox;

8(pvj+7rijvi) oP . ov; _ ov;
+Uzp BSL‘Z =p sz +7T” axj

(20.12)
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Hier haben wir (20.11) genutzt sowie den dritten und vierten Term mit der Produkt-
regel umgeformt. Aber der Gradient des Geopotenzials hat nur eine Komponente in
x3-, das heifft in z-Richtung. Daher lautet der letzte Term links in dieser Gleichung
einfach g pw, worin w die vertikale Geschwindigkeitskomponente ist. Und der letzte
Term rechts in (20.12) ist die weiter oben in Gleichung (11.45) eingefiihrte Dissipation
p €. Damit gewinnt unsere Gleichung fiir die kinetische Energie diese Gestalt:

Opk  Opku; n O(pv; + mijvs)

8”Ui
T + oz, oz, =—gpw+p 0; pe (20.13)

Der erste Term rechts ist der Austausch zur potenziellen Energie. Der zweite Term ist
der reversible und der dritte der irreversible Austausch zur inneren Energie.

20.3 Dichtefluktuationen und Boussinesq-Naherung

Die fundamentalen Feldgleichungen (20.8), (20.9) und (20.13) werden gewthnlich nicht
in dieser allgemeinen Form verwendet. Sie sind jedoch die Grundlage, um daraus Spe-
zialfille abzuleiten. Insbesondere die gemittelten Gleichungen sind aus ihnen zu ge-
winnen.

Bei der Mittelung ist bei Produkten stets die obige Regel (18.3) zu beachten. Das gilt
grundsétzlich auch fiir die Korrelationen zwischen Dichte und Geschwindigkeitskompo-
nenten, also fiir Ausdriicke des Typs p’ivé Nun zeigt sich, dass die Dichtefluktuationen
sich nur im Fluss p’ w’ wirklich stark auswirken, und zwar an der Stelle, wo dieser Fluss
zusammen mit g auftritt. Man setzt daher in der so genannten Boussinesq-Ndherung
die Dichte, mit Ausnahme dieser Korrelation, sonst iiberall gleich dem Mittelwert p.

Mit der Boussinesqg-Néherung lauten (20.9), (20.8) und (20.13):

o opv
- = 20.14
ot ox; 0 (20.14)
opv;  Opv;vj op _ 0P
=0 20.15
ot 81‘j ox; P ox; ( 0 )
opk Opkv; Opv, ovi  __
= — — 20.1
ot T Tow, | om, ~ IPWHPg, ~PE (20.16)

Man sieht, dass die Korrelation mit der Dichte nur im ersten Term rechts in (20.16)
beriicksichtigt ist. Die anderen Korrelationen (also v;v;, kv;, pv; sowie pdv;/0x;)
bleiben natiirlich erhalten und erfahren durch die Boussinesq-Nédherung keine Verein-
fachung.

In den vorstehenden Gleichungen wurden aber noch zusétzliche Naherungen ange-
setzt. In der Gleichung (20.15) fiir den mittleren Impuls ist die molekulare Reibung
gegen die um Grofenordnungen grofere Scheinreibung infolge der Reynoldsschen Ge-
schwindigkeitskorrelationen vernachldssigt. Und in der Gleichung (20.16) fiir die mitt-
leren Energie ist die molekulare Reibung ausschlieflich in der mittleren Dissipation €
iibrig geblieben und ansonsten vernachlassigt.
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Nachdem die Dichtefluktuationen jetzt an der wichtigsten Stelle beriicksichtigt sind,
kénnen wir eine letzte Vereinfachung vornehmen und die mittlere Dichte iiberhaupt
konstant setzen; ihr Kehrwert ist @. Das fiilhrt unseren Gleichungssatz iiber in

v
— =0 20.17
oo (20.17)

ov; ov; vj o 8@ o0d
[} + =

8t axj 8$1 8$1
Ok | Ok - opv; R ———— ov;
ot " oz, oz, P P o

Hétte man diese Vereinfachung nicht gleich von Anfang vorsehen und sich die kompli-

0 (20.18)

.y (20.19)

zierte Ableitung sparen konnen? Falls der Leser es versucht, wird er scheitern: Vernach-
ldssigungen darf man nicht am Anfang ansetzen, sondern erst am Ende. Ein Beispiel
dafiir ist die Dissipation. Diese bleibt erhalten, obwohl in den mittleren Gleichungen
sonst keine molekularen Ausdriicke mehr auftreten.

20.4 Die Gleichung fiir die mittlere kinetische
Energie

Wegen der in (20.7) eingefiihrten Zerlegung k = km + ke ist (20.19) die Gleichung fiir
die totale kinetische Energie. Aber wie gewinnt man eine separate Gleichung fiir km?

Diese verschafft man sich mit der gleichen Methode wie vorher aus der Gleichung
fiir den gemittelten Impuls. Dazu multipliziert man (20.18) mit v; durch und zerlegt
v; v; in den mittleren Fluss plus den Eddy-Fluss. Die Gréfsen v; in den ersten beiden
Termen fasst man in km zusammen:

Okm  Okmw; __ OVIiV, _OpTm;
i = 20.2
8t + 8xj to 89cj ta amj +gw 0 ( 0 0>

Im dritten Term zieht man v; in die Divergenz hinein und erhélt

Okm  Okmw; OV VIV OpT;  —— O
— oo U 20.21
ot T o, 0w, % om;  ViYia IV (20.21)

Das ist eine separate Gleichung fiir die mittlere kinetische Energie. Man kann sie auch
so schreiben:

Okm 0 (

7_’_7

5+ B kaj+Tivgvl-+aﬁTj)=U{U'-%—g@ (20.22)

Auf der linken Seite stehen jetzt nur die Tendenz von k;, sowie Flussdivergenzen; rechts
stehen Wechselwirkungsterme, die man nicht als Flussdivergenz schreiben kann.



290 20 Der Energiehaushalt der Grenzschicht

20.5 Die Gleichung fiir die turbulente kinetische
Energie

Im letzten Schritt schreiben wir die Gleichung fiir die totale kinetische Energie aus
und lassen die tiberfliissigen Glieder (beispielsweise 0v;/0x;) weg:

a(km+ke) 8(l€m+ke)@ QW 78@_ o J— 7W -
Bt et o, YOy, = 9T 9B WG S —F (2023)

Diese Gleichung enthélt einige Glieder aus der Gleichung fiir die mittlere kinetische
Energie. Man zieht jetzt (20.21) von (20.23) ab und erhélt:

Oke  Okev; Ok v; —_0Op'v] — Ov; — 0OV
— ool &, L& (2024
ot ox; + ox; ta 0x; t I Oz gapiwi+ap 0x; ¢ (2024)

Hier kann man wieder links alle Flussdivergenzen zusammenfassen und bekommt damit
die Gleichung fiir die turbulente kinetische Energie (TKE):

Ok 0 _ _ ov; 1
8te+87j(kevj+k’v’j+ap’v3):—vgv; 8&0; —gap w +ap oz, —€

(20.25)

Das ist offenbar keine Erhaltungsgleichung, so wie die Gleichung fiir die Energie, son-
dern eine Haushaltsgleichung, denn k. ist schliefslich nur ein Teil der Energie; auf der
rechten Seite stehen Quellen und Senken, also Austauschterme. Der erste Term be-
schreibt den Austausch von ke zu km, der zweite den zur potenziellen Energie und die
letzten beiden den zur inneren Energie.

Beim ersten Term ist nur der vertikale Austausch (also z; = z und v; = w) des
horizontalen Windes V' bedeutsam, so dass gilt:

—— O0; —— 0V
Ri— —vh ! d - — Tw! =— .
v; Vj z; Viw . (20.26)

R beschreibt die dynamische Erzeugung von TKE in der Grenzschicht (auch Reynolds-
sche Konversionsrate). Im einfachsten Fall ist V' = (u, 0). Der vertikale Gradient von u
ist positiv, aber der vertikale Impulstransport u/ w’ negativ; dann ist R positiv. R ver-
kleinert also die mittlere und vergréflert die turbulente kinetische Energie (Produktion
von ke durch die Scherstromung).

Den zweiten Term rechts in (20.25) bezeichnet man vielfach als Aufériebsfluss (in-
ternational als buoyancy fluz):

|C’ =—gapw =buw (20.27)
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b ist der in (13.13) eingefithrte Auftrieb. Dichte und Vertikalgeschwindigkeit sind bei
konvektiven Verhéaltnissen negativ korreliert (bzw. Auftrieb und Vertikalgeschwindig-
keit sind positiv korreliert); dann ist der Auftriebsfluss positiv (konvektive oder in-
stabile Grenzschicht). Die Konversionsrate C' beschreibt in diesem Fall die thermische
Erzeugung von TKE in der Grenzschicht. Auch dieser Prozess vergrifSert also ke, auf
Kosten der potenziellen Energie der Schichtung. In der stabilen Grenzschicht dagegen
ist der Auftriebsfluss negativ und C' verkleinert ke. Damit ist C' ein Parameter, der
durch sein Vorzeichen den Stabilitétszustand der Grenzschicht kennzeichnet. C' = 0 ist
das Merkmal der neutralen Grenzschicht (ideales logarithmisches Windprofil).

Der dritte Term in (20.25) beschreibt die Umwandlung von TKE in Wirme auf-
grund von Druckschwankungen; er wird wegen deren Kleinheit meist vernachléssigt.
Die Dissipation schliefllich, der vierte Term €, verzehrt TKE zugunsten der inneren
Energie.

20.6 Energieflussbilanzen

Die Energiefliisse in vertikaler Richtung spielen eine besonders wichtige Rolle in der
Meteorologie, denn es sind die Kréfte, welche die Prozesse im Klimasystem antreiben.
Die so genannte ,,physikalische Klimatologie“, in der Mitte des vorigen Jahrhunderts
vorwiegend betrieben von Lettau, Budyko, Riehl u. a., wurde schwerpunktartig auf den
Energiefliissen im Niveau der Erdoberflache aufgebaut, also auf

dem solaren Strahlungsfluss,

dem terrestrischen Strahlungsfluss,

dem turbulenten Fluss von Wasserdampf,
dem turbulenten Fluss von Enthalpie,

dem Bodenwéirmestrom.

Die Summe aller Strahlungsfliisse wird als Strahlungsbilanz bezeichnet und die Summe
der fiinf soeben genannten Fliisse als Energiebilanz. Auch an der Oberfliche der Erde
hat man es mit einer Energiebilanz zu tun. Unsere frithere Abb. 4.1 ist ein Bilanzprofil
durch die gesamte Atmosphére.

In welchem Sinne kann man die Summe von Energiefliissen als Bilanzen bezeichnen,
vor allem vor dem Hintergrund des Energiesatzes? Denn die Bilanz des Energiesatzes
umfasst ja, unter Beriicksichtigung des Gaufsschen Integralsatzes, noch die Speicherung
der Energie, und diese ist beispielsweise in Abb. 4.1 gar nicht enthalten. Das ist korrekt,
denn sie gehért dort nicht hin.

Bilanzaussagen fiir den Energiefluss sind eine Folge des Energiesatzes: Sie driicken
die Stetigkeit des Flusses der Gesamtenergie aus. Dieser Fluss darf nirgendwo Spriinge
haben. Das scheint auf den ersten Blick eine Selbstversténdlichkeit zu sein. Aber beim
ndheren Hinsehen stellt man fest, dass beispielsweise die Strahlungsbilanz im Niveau
der Erdoberfliche vom Wert in der Atmosphére, der im Allgemeinen recht grof ist
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(nach Abb. 4.1 typisch 100 W/m?), abrupt auf null abfillt: In den Erdboden dringt
kein Licht ein, und der Ubergang vollzieht sich in einer Schicht der Dicke mm.

Wir stellen also fest: Die Strahlungsbilanz ist im Niveau der Erdoberfliche unstetig.
Gibt es auch stetige Fliisse, und welche sind es? Die Antwort lautet: Der Energiefluss
ist der Gesamtfluss in der Haushaltsgleichung der Energie, und das macht ihn stetig.

Um dies zu begriinden, betrachten wir die Haushaltsgleichung (11.63) der Energie
feuchter Luft. In ihr sind alle Fliisse enthalten, die zum Gesamtenergiefluss F beitragen.

I
Kontroll-
flache |

Abb. 20.1 Diinne Platte als Testvolumen um das Niveau der Erdoberfliche herum. AX: Flache
der oberen und der unteren Begrenzungsflache; As: Dicke der Platte; F*+, F~: Vektoren (n&here
Erlduterung siehe Text).

Die Haushaltsgleichung schreiben wir:

,,,,, 9% _ R (20.28)

Die rechte Seite ist betragsméfig beschrénkt (es gibt keine Haushaltsgleichung, in der
ein Summand unendlich grof ist), d.h. |R| < Rmax. Nun integrieren wir (20.28) iiber
eine diinne Platte der Dicke As mit einer oberen und unteren Begrenzungsfliche AY,
also mit dem Volumen AY As (Abb. 20.1); die Platte liege parallel zu einer Kontroll-
fliche (insbesondere der Erdoberfliche). Der Vektor F* auf der oberen Seite hat die
Projektion F* auf die nach oben gerichtete Normale; der Vektor F'~ auf der unteren
Seite hat die Projektion —F'~ auf die nach unten gerichtete Normale. Dann lautet die
linke Seite von (20.28):

OF. [ OF. I
5 dV—/ 5 dedydz = |F" +(—F7)| AX (20.29)

Dieses Integral ist unabhéngig von As. Das ist die Folge des Gaufischen Integralsatzes
und hier das ausschlaggebende Argument.
Das Integral rechts in (20.28) ldsst sich mithilfe der oberen Grenze Rmax abschétzen:

‘/Rdv‘ < Rumax /dV = Runax AZ As (20.30)
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Die Kombination von (20.29) und (20.30) liefert (wobei AY auf beiden Seiten heraus
fallt):
|F™ — F7| < RmaxAs (20.31)

Da As beliebig klein gemacht werden kann (wobei Rmax konstant bleibt, gleichgiiltig,
wie grof$ es ist), geht die rechte Seite gegen null, also auch die linke. Das ist die Aussage
der Stetigkeit des Energieflusses.

Der Gesamtenergiefluss ist also iiberall stetig, und insbesondere seine Vertikalkom-
ponente im Niveau der Erdoberflache ist stetig. Das bedeutet: Der Energiefluss un-
mittelbar oberhalb der Erdoberfliche (R + LH + SH) muss gleich dem Energiefluss
unmittelbar unterhalb der Erdoberfliche (B) sein. Die Einzelfliisse (R = Strahlungsbi-
lanz, LH = Fluss latenter Warme, SH = Fluss trockener Enthalpie, B = Bodenwér-
mefluss) werden einheitlich positiv in die positive Richtung des Koordinatensystems
gerechnet (nach oben in z-Koordinaten, nach unten in p-Koordinaten). Dann gilt in
beiden Féllen

R+ LH+ SH = B| (20.32)

Hier ist zusatzlich beriicksichtigt, dass im Niveau der Erdoberfliche der Vertikalfluss
mechanischer Energie Null ist. Gleichung (20.32) ist die Grundlage der Energiebilanz-
betrachtungen in der praktischen Grenzschichtuntersuchung.

Terminologie und Vorzeichenkonventionen sind bei anderen Autoren gewdhnlich an-
ders als hier; die Grundgedanken sind jedoch gleich. Der Leser sei ermutigt, andere
Schreibweisen nicht als Zeichen fehlender Ubereinstimmung der Autoren, sondern als
Herausforderung zu begreifen, zwischen den unterschiedlichen Perspektiven der ver-
schiedenen Darstellungen hin und her zu rechnen, um das fiir ihn am Ende Wesentliche
der Betrachtung herauszufinden.
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Kurz und klar

Die wichtigsten Formeln des quasigeostrophischen Modells

Baroklinititsvektor: N = Vp x Vo = %’ VT x VO (VL1)
Vorticity-Definitionen: (=V xv; n=2Q+4+¢; P=Vyx:(an) (V12)
Vorticity-Gleichung: C:TZ +n(V-v)=N+(n-V)v (VL.3)
Zirkulation: Z = f’u ~dax (VI.4)
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P
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Thermischer Wind: dVy = — (f k x V(RT)) dlogp (V1.9)
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p
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Barokline Instabilitét: wy = + tTrE 2 (VI.17)
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Energetik (= Thermodynamik) und Dynamik (= Geofluiddynamik) ergédnzen einan-
der. Es sind komplementére Aspekte im theoretischen Verstdndnis der Geofluide. Die
Energetik baut auf dem Energiesatz auf und betrachtet die Konversion zwischen den
verschiedenen Energiereservoiren. Die Dynamik dagegen baut auf dem Impulssatz auf
und betrachtet die Konversion zwischen Wind-Vorticity und Erd-Vorticity. Eine wei-
tere wichtige Kategorie ist die Verallgemeinerung der Barotropie, die wir in Teil IV
behandelt haben, hin zur Baroklinitét, der wir uns jetzt zuwenden. Das meteorologisch
auffalligste Phianomen ist hier die Drehung des geostrophischen Windes mit der Héhe,
der thermische Wind.

21.1 Der Baroklinitatsvektor

Wir haben oben in (14.1) den Baroklinitatsvektor N als Maf fiir die Parallelitat zwi-
schen isobaren und isosteren Fliachen eingefiihrt. Nun betrachten wir in der 3D-Bewe-
gungsgleichung den Vektor —a Vp, der die beschleunigende Kraft des Druckgradienten

wiedergibt. Seine Rotation

-V x(aVp)=—-aVxVp —VaxVp=VpxVa=N (21.1)
—_———

=0

ist gerade der Baroklinititsvektor (oder Solenoidvektor). Er beschreibt den baroklinen
Antrieb in der Vorticity-Gleichung. Ohne baroklinen Antrieb liegen barotrope Verhélt-
nisse vor.

Zur weiteren Analyse nutzen wir die relative Ableitung der Gasgleichung:
1

1
2 Va =
« @ T

vr-Lwp (21.2)
p
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Damit ergibt sich

N—Vpx<O‘VT—O‘Vp>—RVp><VT (21.3)
T D D

Wir haben damit die Abhéngigkeit des Baroklinitdtsvektors von Druck und Dichte in
eine Abhéngigkeit von Druck und Temperatur transformiert.

In einem weiteren Schritt lasst sich p durch die Entropie s eliminieren. Dazu nutzen
wir die Gibbs-Gleichung (man ersetze in dieser den Differenzialoperator d durch den
V-Operator):

cp VI'=T Vs+aVp (21.4)

Damit eliminieren wir Vp in (21.3) und erhalten durch einfache Umrechnung

IN=VTxVs (21.5)

Formeln (21.1) und (21.5) sind die einfachsten Versionen des Baroklinitiatsvektors.
Statt der Entropie kann man auch die potenzielle Temperatur ansetzen:

N = %’ VT x VO (21.6)

Fiir © im Nenner kann man in den Anwendungen mit geniigender Genauigkeit den
konstanten Referenzwert ©, verwenden.

Diese Formeln besagen: Kreuzen sich verschiedene thermodynamische Felder, so ent-
steht der Baroklinitéitsvektor, der eine zeitliche Anderung der absoluten Vorticity be-
wirkt.

21.2 Die Vorticity-Gleichung

Wir haben die Vorticity zunéchst als kinematischen Begriff eingefithrt (Kapitel 8).
Danach haben wir die Gleichung fiir die absolute und die potenzielle Vorticity im
barotropen Modell besprochen (Kapitel 14). Wir wollen jetzt die Vorticity-Gleichung
in allgemeiner Form herleiten, und zwar zuerst die Gleichung fiir die absolute Vorticity
und, darauf aufbauend, die Gleichung fiir die Ertelsche potenzielle Vorticity.

21.2.1 Definitionen der Vorticity

Eine Anmerkung zur Benennung der Vorticity-Grofen:

¢ = V x v: Vektor der relativen Vorticity ({: Vertikalkomponente von ¢);
Q: Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation (2 Q: Vektor der Erd-Vorticity);
1 =2 Q + {: Vektor der absoluten Vorticity;

Q, P, q potenzielle Vorticity: ) barotrope, P Ertelsche, ¢ barokline.
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Der formale Zusammenhang dieser Komponenten lautet

0 Ow/dy — v /0z
n=20+¢(=2Q| cosp | +| Ou/dz— Ow/0x (21.7)
sin ¢ Ov/0zx — Ou/dy

Die zweite und die dritte Komponente der Erd-Vorticity haben wir in Gleichung (8.21)
als f' bzw. f bezeichnet (horizontale bzw. vertikale Komponente des Coriolis-Para-
meters). Die potenziellen Vorticities werden durch Kombination von 1 mit dem Mas-
senfeld bzw. mit einer thermodynamischen Grofe definiert (das wird weiter unten
besprochen).

Die vertikale Komponente von ¢ ist {. Vergleicht man sie mit den horizontalen
Komponenten, so findet man die Dominanz der vertikalen Windscherungsterme du/dz
und dv/dz gegeniiber der horizontalen Windscherung:

Ou ., 0v _10m/s Ou , Ov 10 m/s

8z 0z Bkm dy 0z 1000 km (21.8)

Der vertikale Anteil der dreidimensionalen Vorticity macht im Allgemeinen den ge-
ringsten Teil aus; grofenordnungsméfig ist ¢ nach dieser Abschétzung rund 200 mal
kleiner als die horizontalen Komponenten. Also ist { praktisch ein horizontaler Vektor.
Dennoch ist seine kleine Vertikalkomponente ¢ dynamisch die wichtigste Grofe.

21.2.2 Die dreidimensionale Vorticity-Gleichung

Fiir die Ableitung der Vorticity-Gleichung starten wir mit der reibungsfreien Euler-
schen Gleichung (8.19) im starr rotierenden System:

i—?—&-Qva—Fan—i—VCI):O (21.9)

Die totalzeitliche Ableitung wird in lokalen plus advektiven Anteil zerlegt, die Weber-
Transformation (28.66) auf den Advektionsterm angewendet, und die verschiedenen
Terme werden neu zusammengefasst. Dies fiihrt zu

ov v?
E—I—V 74—@ +2Q+¢) xv+aVp=0 (21.10)
Durch Bildung der Rotation (d.h. Anwendung des Operators Vx) wird der zweite

Term in (21.10) entfernt, womit unter Beachtung von (21.1) folgt:

%—I—VX(nxv)—i—VozXVp—FaVX(Vp):O (21.11)

ot
=-N =0
Hier haben wir die Vertauschbarkeit des Gradienten und der lokalzeitlichen Ableitung

0 ov
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eines beliebigen Vektors v ebenso beachtet wie die Rechenregel, dass die Rotation eines
Gradienten verschwindet. Damit lautet die reibungsfreie Vorticity-Gleichung
¢

o, TV xmxv)-N=0 (21.13)

Es ist nun Ansichtssache, ob man dies als Aussage fiir die relative oder fiir die absolute
Vorticity versteht, denn man kann 9¢/9t wegen 0€2/9t = 0 durch 0n/0t ersetzen.

Wenn wir uns dazu entschlieffen, wollen wir auch gleich den zweiten Term umfor-
men. Dazu nutzen wir die Vektoridentitat (28.57), die mit der Divergenzfreiheit von n
folgendermafsen lautet:

Vx(nxv)=(v-V)n—uv( )—(n-V)v+n(V-v) (21.14)

V.-n
~——
=0
Wenn man beides in die Vorticity-Gleichung einbringt und danach wieder zum totalen

Operator d/dt = 9/0t + v - V zuriickkehrt, wird (21.13) zu

%+W(V-v)=N+(n~V)U (21.15)

Diese Schreibweise der reibungsfreien absoluten Vorticity-Gleichung kénnen wir in ver-
schiedenen Richtungen interpretieren.

Zum Einen ist die linke Seite formal gleich der Vorticity-Gleichung (14.35) des Flach-
wassermodells — mit den Unterschieden, dass d/d¢ im FWM zwei-, hier jedoch dreidi-
mensional ist und dass die absolute Vorticity dort ein Skalar, hier jedoch ein Vektor
ist.

Zum Zweiten liegt die Verallgemeinerung nicht nur im Vektorcharakter von (21.15).
Dazu bilden wir die vertikale Komponente von (21.15)

dn
— Vv=|(7—=%—-— 4+ -V 21.16
a TV (axay 6y8x>+(n Jw (21.16)
Der erste Term rechts ist die Vertikalkomponente N, von INV; das ist die barokline
Erzeugung von Vorticity. Im zweiten Term ist w die Vertikalkomponente von v; dieser
Term beschreibt die Umuverteilung von Vorticity. Die skalare Gleichung (21.16) ist also
eine Verallgemeinerung der ebenfalls skalaren Gleichung (14.35) in folgenden Punkten:

m Die Vertikalkomponente 1 der absoluten Vorticity ist jetzt vertikal variabel; im
FWM war sie vertikal konstant.

m  Wenn man im ersten Term rechts in (21.16) den horizontalen Druckgradienten durch
den geostrophischen Wind ersetzt, nimmt die Vertikalkomponente des Baroklinitats-
vektors die Form an:

N.=pf (Ug g% +vg gz) (21.17)

Weil o ndherungsweise proportional zu T ist, folgt: Der barokline Antrieb ist gege-
ben durch die geostrophische Temperaturadvektion.
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m Den zweiten Term rechts in (21.16) kann man nadherungsweise schreiben
n-Vwr —— — — (21.18)
z

Dies zeigt, dass die vertikale Scherung von V' und die horizontale Scherung von w
miteinander wechselwirken. Auch diesen Mechanismus gibt es im barotropen Modell
nicht.

21.3 Die Ertelsche potenzielle Vorticity

Mit der soeben abgeleiteten Vorticity-Gleichung sind die Aussagen fiir die Dynamik
des Geschwindigkeitsfeldes scheinbar erschopft. Wir kénnen einer potenziellen Vorticity
noch einen Schritt ndher kommen, indem wir die Divergenz eliminieren. Dazu bringen
wir in (21.15) die Massenkontinuitatsgleichung (10.15) ein, multiplizieren anschliefend
mit a und beachten links die Produktregel:

dcof—tn:aN—l-(an~V)v (21.19)

Es scheint zunéachst, als sei an = n/p dhnlich aufgebaut wie 1/® im barotropen Fall.
Aber die rechte Seite ist hier nicht gleich null. Also ist (21.19) keine Erhaltungsglei-
chung wie (14.44), und an = n/p ist keine Erhaltungsgrofe wie n/®.

Eine vertiefte Deutung ergibt sich nun durch Kombination der dynamischen Vor-
ticity-Gleichung mit einer thermodynamischen Grofie. Das fiithrt zu einer Verallge-
meinerung der barotropen potenziellen Vorticity und zu einem neuen fundamentalen
Erhaltungssatz.

21.3.1 Ableitung der Ertelschen Vorticity-Gleichung

Der Gedanke besteht darin, die Vektorgleichung (21.19) auf den Gradienten einer vor-
ldufig unspezifizierten Funktion x zu projizieren. Wir definieren also mit Ertel

| P=Vx-(an) | (21.20)

Wir multiplizieren (21.19) skalar mit Vx und zerlegen den ersten Term mit der Pro-
duktregel sowie mit der Definition (21.20) in zwei Teile:

%—an-%Vx—Vx-[(an~V)v]—aVX-N:0 (21.21)

Die totale Zeitableitung im zweiten Term zerlegen wir

deoanaX

o E,an.[(U.V)VX]—VX~[(an~V)'v]faVX~N:0 (21.22)
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und addieren 0 = —an-V(v-Vx)+an-V(v-Vx) hinzu (wodurch sich nichts d&ndert);
den ersten Term dieser Identitét fassen wir mit dem zweiten Term wieder zur totalen
Zeitableitung zusammen. Dadurch wird (21.22) zu

apP dx B

wobei wir die folgende Abkiirzung eingefiihrt haben:
Z=-n-[(v-V)Vx]=Vx-[n-V)v]+n V(v V) (21.24)

Diese Grofe ist gleich null, wie man (z. B. mit der elementaren Tensorschreibweise) in
zwei Zeilen zeigen kann. Im zweiten Term links in (21.23) konnen wir schreiben:

dx _ dx ) _dx
n th =V <dt 17) T V-n (21.25)

Der letzte Term rechts verschwindet, weil 17 durch Rotationsbildung entstanden ist. Im
dritten Term links in (21.23) geht es genauso:

Vx  N=V.-(xN)-xV-N (21.26)
=0

Also lautet (21.23) nach Durchmultiplizieren mit p:

dpP dy
V- |-—=2& +V. - (—¢N) = 21.2
p 1 + < n ’7> (—=xNN)=0 ( 7)

Damit haben wir die Ertelsche Vorticity-Gleichung gewonnen.

21.3.2 Die Erhaltungseigenschaft der Ertelschen Vorticity

Die hervorstechende Eigenschaft der Ertelschen Vorticity-Gleichung ist ihre Quellen-
freiheit: Aufler der Zeitableitung von P enthélt sie nur Flussdivergenzen. Das tritt
noch deutlicher hervor, wenn man die substanzielle Ableitung von P in (21.27) auf
Flussform umschreibt:

%T’+V-(va—¥n—xN+xVxS):O (21.28)

Der aufmerksame Leser stutzt: Woher stammt plétzlich der letzte Term? Hétten wir
in der obigen Eulerschen Gleichung (21.9) einen (vorldufig unspezifizierten) Vektor
S als Platzhalter fiir die Reibungskraft hinzugefiigt, so wiirden wir dessen Rotation
in der Ertelschen Vorticity-Gleichung wieder finden. Diesen haben wir nun in Glei-
chung (21.28) einfach unter den Divergenzoperator dazu geschrieben, was wir schon in
(21.27) hétten tun konnen. Bei Reibungsfreiheit fillt er wieder weg. Fiir die meisten
Anwendungen geniigt der reibungsfreie Fall.
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Der Ertelsche Wirbelsatz, wie man die Gleichungen (21.27) und (21.28) auch nennt,
hat weitreichende Beriihmtheit erlangt. Wenn man bedenkt, dass iiber die skalare
Grofse x noch nicht verfiigt ist, man x also willkiirlich wéhlen kann, so représentiert
der Satz fiir jedes x eine Erhaltungsaussage, d. h. eine ganze Klasse von beliebig vielen
Erhaltungsséatzen.

Die grofe Bedeutung des Ertelschen Satzes liegt weiterhin darin, dass es fiir die
Quellenfreiheit gar nicht darauf ankommt, wie der Transportvektor, dessen Divergenz
die Tendenz von P p antreibt, im einzelnen aussieht. Ausschlaggebend ist das Fehlen
jeder Quelle. Insbesondere wirkt sich die Reibung, anders als beim Entropiehaushalt,
nicht auf die Quellenfreiheit aus; die Prozesse diirfen vollstdndig irreversibel verlaufen,
ohne dass die Konservativitdt von P beeintrachtigt wird.

Die Allgemeinheit des Ertelschen Wirbelsatzes legt den Gedanken nahe, Gleichung
(21.27) als Ausgangspunkt fiir eine axiomatische Grundlegung der Geofluiddynamik
zu betrachten und alle einfacheren Formen der Vorticity-Gleichung in der theoreti-
schen Meteorologie (und der theoretischen Ozeanographie) als Spezialfall daraus zu
gewinnen. Das wére dhnlich wie z. B. in der Elektrodynamik, in der man ja auch alle
Phénomene der Wellenausbreitung als Spezialfille der Maxwellschen Gleichungen her-
zuleiten versucht. Dieser Denkansatz ist attraktiv; in der Arbeitsrichtung Geophysical
Fluid Dynamics wird er heute international umgesetzt.

Man kann jetzt viele Spezialfille von (21.27) betrachten. Der einfachste Fall liegt
vor, wenn Y eine totale Erhaltungsgrofe ist (dy/d¢ = 0, insbesondere x = ©) und
gleichzeitig Barotropie (IN = 0) sowie Reibungsfreiheit herrschen. Dann vereinfacht

sich (21.27) zu
dpP

T 0 (21.29)
Das reproduziert die barotrope potenzielle Vorticity-Gleichung (14.35). Ein anderer
Fall ergibt sich fir x = z, wobei z die Vertikalkoordinate ist und daher dz/dt = w
gilt. Dann ist Vx der vertikale Einheitsvektor und P = an die Vertikalkomponente
der absoluten Vorticity.

21.4 Der Zirkulationssatz

Die Zirkulation wurde oben in Gleichung (8.61) als kinematische GroRe eingefiihrt.
Dieser Begriff ist wie folgt definiert (hier mit dem Ortsvektor x):

7 %v dz (21.30)

Das Linienintegral ist zu einem festen Zeitpunkt (instantan) iiber einen geschlossenen
Weg auszufiihren. Die zeitliche Anderung von Z heifit Zirkulationsbeschleunigung:
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Abb. 21.1 Die Zirkulation Z eines Ge-
schwindigkeitsfeldes auf einer Flache erhilt
man durch Projektion des Geschwindig-
keitsfeldes v auf das Linienelement dx
(dicke schwarze Pfeile) der Umrandung
und anschlieBende Integration iiber diese

Umrandung.
dz dv dv
— = . 21.31
2 f(dt dztv- t(dw)) o dw+7{v dv (21.31)

=0

Der zweite Term rechts verschwindet wegen v - dv = d(v)?/2.
Wir bilden nun das Ringintegral {iber die Eulersche Gleichung (21.9), diesmal mit
dem Reibungsglied S. Mit (21.31) ergibt sich

%—F%?(Q><v)-dm—l—j{an-dw—l—j{V(I%dw—l—j{S-dw:0 (21.32)

Fiir den Druckgradientterm gilt in generalisierten (-Koordinaten

%an-da:Z% (gpd —I—aCdC—Fapd):j{adp (21.33)

=dp

Eine eventuelle Zeitabhéngigkeit von p spielt hier keine Rolle, denn die Durchfiihrung
der Ringintegration erfolgt ja instantan. Mit derselben Argumentation erhalten wir fiir
den Geopotenzialterm in (21.32):

qu> da = jfd@ =0 (21.34)

Dieses Ringintegral verschwindet, weil der Integrand ein totales Differenzial ist.
Mit (21.33) und (21.34) nimmt (21.32) die Form an, die man als allgemeinen Zirku-
lationssatz bezeichnet:

%4—7{2(9><v)~dm+7§ozdp+7§5-da::0 (21.35)

Die beiden ersten Terme lassen sich zu dZ*/dt zusammenfassen. Hier ist Z* die Zir-
kulation im absoluten System (in Bezug zum Fixsternhimmel); vgl. dazu die obige
Formel (8.15). Wir erhalten daher

Z*:%v*-dw mit vi=v+Qxz (21.36)
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Die totalzeitliche Anderung der Zirkulation im Absolutsystem wird also durch den
Druckgradienten und die Reibung entlang des geschlossenen Integrationsweges hervor-
gerufen.

Wir betrachten als néchstes den Zusammenhang zwischen Zirkulation und Vorticity
sowie anschliefend den Fall, bei dem die Coriolis-Kraft eine vernachléssigbare Rolle
spielt. Eine Anwendung dieses Falles ist im Land-See-Windsystem gegeben.

21.4.1 Zusammenhang zwischen Zirkulation und Vorticity

Auf das Zirkulationsintegral kann man den Satz von Stokes (8.62) aus Kapitel 8 an-
wenden:

7{'0~d:c:/(V><v)~ndE (21.37)
b

Das Symbol ¥ bezeichnet die Flédche, die zwischen der geschlossenen Kurve des Inte-
grals ausgespannt ist. Wir stellen uns diese Flache wie eine Seifenblase oder wie ein
Schmetterlingsnetz vor, das von einem geschlossenen Ring gehalten wird. Die Fléche
ist iiberall gekriimmt, und an jeder Stelle gibt es einen auf der Flache senkrecht ste-
henden Einheitsvektor n. Das Differenzial dieser Oberflache ist dX, und iiber sie wird
integriert. Gleichung (21.37) besagt: Die Zirkulation kann als ein Fluss von Vorticity
durch die soeben definierte Oberfliche interpretiert werden.

Der Begriff der integralen Groéfe Zirkulation und der zugehorigen differenziellen
Grofle Vorticity ist natiirlich unabhéngig davon, ob im Fluid barotrope oder barokli-
ne Prozesse vorherrschen. Aber eine andere Invarianz ist noch bemerkenswerter: Die
Form und Groéfte der Flache, die zwischen dem Ring ausgespannt ist, hat auf den Wert
gemif (21.37) keinen Einfluss. Wenn das Stromungsfeld und der Ring des Schmetter-
lingsnetzes gleich bleiben, so ist der Vorticity-Fluss durch die Oberfliche des Netzes
immer gleich, unabhéngig davon, wie weit sich das Netz hinter dem Ring erstrecken
mag.

Der Satz von Stokes stellt einen Zusammenhang zwischen der Zirkulation und der
Vorticity sowie Aussagen iiber die Erhaltung der Vorticity in einem abgeschlossenen

A
P -dXx i
® /
ayj|@ @ |dyi
y @ R o Abb. 21.2 Schema der Linienintegration in
v ax i ! der Definition des Zirkulationsbegriffs.

Volumen her. Das wollen wir durch die folgende Betrachtung etwas vertiefen.
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Dazu wéhlen wir in Abb. 21.2 ein Rechteck mit den Seitenlingen dz und dy. Die
Windgeschwindigkeit v soll jeweils an den Mittelpunkten der Seiten abgegriffen werden.
Eine diskretisierte Ndherung von Gleichung (21.30) kénnte wie folgt aussehen:

dz = Z v(k)-dz(k) = v(1)-dz(1) +v(2)-dz(2) + v(3) -dx(3) +v(4) - dz(4) (21.38)
k=1

Fiir die Geschwindigkeiten v(k) setzen wir lineare Taylor-Entwicklungen an. Die dif-
ferenziellen Wegstiicke da(k) driicken wir mit den Einheitsvektoren ¢ und j aus. Das

ergibt

d a d 3 ) d
v(k) | v+ 3%%da v+8fgdx+%a—zdy v—&—%a—gdx—l—%dy v—|—%a—Zdy

dx(k) dz i dyj —dz 1 —dyj

Das Rechteck von Abb. 21.2 ist zwar endlich, kann aber durch Verkleinerung von dz dy
beliebig klein gemacht werden. Einsetzen der Tabellenwerte in (21.38) liefert

dZ = dxi-(v—l—la’l]dx)-g-dyj.(U+avdx+1avdy>

2 Ox ox 2 Jy
. 1 0v ov . 1 ov
—dxz-(v—i—andx—Faydy)—dyg~(v—|—2aydy) (21.39)

Die Mehrzahl der Terme heben sich paarweise auf, und iibrig bleibt

v Ov ov ov
7 =279 _zr == _ = 21.4
d e dz dy By dz dy ( e By ) dz dy (21.40)
i dx

Darin ist ¢, ist die Vertikalkomponente der relativen Vorticity und d¥ das Flachendif-
ferenzial. Man erkennt, dass die Zirkulation die zur lokalen Grofe Vorticity gehdrende
integrale Grofe ist.

Die Umlaufrichtung der Integration in Abb. 21.2 kénnte auch anders sein. Das wiirde
sich so auswirken, dass die Vorzeichen von dz und dy sich umdrehen wiirden; dann
wiirde sich d¥ nicht &ndern, aber statt (21.40) wiirde dZ = —(; d¥ herauskommen.
Welches Vorzeichen ist denn nun richtig?

Natiirlich sind beide Vorzeichen richtig, denn die Zirkulation eines Vektorfeldes léangs
einer umlaufenen Linie hdngt nun einmal von der Richtung ab, in der die eingeschlos-
sene Flache umlaufen wird, und da gibt es genau zwei Moglichkeiten, die sich durch
das Vorzeichen unterscheiden.
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Die Vorzeichendefinition wird eindeutig, wenn man die Konvention der Rechtsschrau-
be anwendet. Die Umlaufung in Abb. 21.2 produziert bei einer Rechtsschraube eine
Richtung aus der Papierebene heraus nach oben (der Leser iiberzeuge sich davon an-
hand seiner praktischen Erfahrung mit dem Schraubendreher). Das ist aber gerade die
positive z-Richtung, d. h. wir haben mit unserer Umlaufung in Abb. 21.2 Gliick gehabt:
Gleichung (21.40) ist in diesem Sinne ,,richtig®, denn sie entspricht einer Rechtsschrau-
be.

Wenn wir die y-Richtung in Abb. 21.2 als z-Richtung interpretieren, miissen wir
gleichzeitig den Umlaufsinn &ndern, denn die neue y-Richtung zeigt jetzt in die Pa-
pierebene hinein, also nach unten (der Leser iiberzeuge sich auch hiervon). Die zu
(21.40) aquivalente Formel lautet dann

Ovy  Ovs

|
:Cy

Die entsprechende Uberlegung fiir die dritte Komponente der Vorticity liefert

_(9v=_Ovy
dZ = ( 3y ER ) dy dz (21.42)

=Ca

Damit haben wir mithilfe des Zirkulationssatzes die frither mit dem Rotationsoperator
definierten Vorticity-Komponenten reproduziert.

21.4.2 Anwendung: Das Land-See-Windsystem

Wir wollen nun die Zirkulation bzw. die Zirkulationsbeschleunigung am Beispiel des
Land-See-Windsystems (Abb. 21.3) untersuchen. Da es sich um ein kleinrdumiges
Windsystem handelt, kann in guter Naherung der Coriolis-Term vernachléssigt werden.
Gleichung (21.35) lautet dann

i—f:—%adp—?{s-dm (21.43)

Zunachst berechnen wir Z. Die Zirkulationsrichtung im Land-See-Windsystem ist in
Abb. 21.3 idealisiert dargestellt: Tagstiber steigt warme Luft tiber dem Land auf, zieht
in der Hohe zum Meer, sinkt als kiihle Luft wieder ab und weht schliefflich aufs Land
zuriick. Ursache fiir die zugrunde liegende barokline Schichtung ist die differenzielle
Aufheizung. Wahrend der Druckgradient praktisch immer exakt nach unten gerichtet
ist, verhalt es sich mit dem Gradienten des spezifischen Volumens « (gestrichelte Fl&4-
chen) komplizierter. Im rein barotropen Fall steigt o nach oben hin monoton an. Im
baroklinen Fall jedoch (héhere Temperaturen, d. h. groferes o am Tag tiber dem Land)
sinken die a-Fldchen iiber Land nach unten. Dadurch entsteht eine Neigung, und der
a-Gradient zeigt nach links oben.
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p = const

Abb. 21.3 Land-See-System am Tage im
Vertikalschnitt. Lange Pfeile: vorherrschen-
—= de Windrichtung. Kurze Pfeile: Richtung
] des Druckgradienten (nach unten) und

| des Gradienten von « (nach links oben).
Land Meer Gestrichelt: a-Flichen.

Zur Berechnung der Zirkulation wenden wir Gleichung (21.41) an. dX ist jetzt als
dz dzx zu interpretieren und ¢ als Vorticity-Komponente in y-Richtung. Das liefert

Z = /gy d2=¢, 2 (21.44)

Hier soll der Mittelwert @ fir den gesamten Querschnitt repréasentativ sein, also iiber
die ganze Fliche ¥ = [dX hinweg als Konstante angesehen werden kénnen. Das
Vorzeichen von Z findet sich im Vorzeichen von ¥ wieder. Die Umlaufrichtung in Abb.

Abb. 21.4 Konventionen zur Auswertung
des Land-See-Windsystems von Abb. 21.3.
Richtung von p nach unten, von z nach
oben, von x nach rechts positiv. Ap, Az,
Ax: zugehdrige Intervalle (alle positiv). Ge-
kriimmte Linien symbolisieren a-Flachen
mit ag < ap < ac. Integrationsrichtung
im Uhrzeigersinn.

Ap| a7

<
<

21.2 verschiebt eine Rechtsschraube in die positive z-Richtung (aus dem Papier heraus,
nach oben); entsprechend fiihrt die Umlaufrichtung in Abb. 21.4 zur Verschiebung einer
Rechtsschraube in die positive y-Richtung (in das Papier hinein), d. h. 3 in Gleichung
(21.44) ist positiv.

Das kann man auch so ausdriicken: Fiir das Vorzeichen der Zirkulation sind das Vor-
zeichen der relevanten Vorticity-Komponente und das Vorzeichen der Umlaufrichtung
mafigebend. Wenn bei positiver Umlaufrichtung (z.B. gegen den Uhrzeigersinn wie
in Abb. 21.2 oder im Uhrzeigersinn wie in Abb. 21.4) die Zirkulation positiv heraus-
kommt, so ist die Vorticity langs dieses Weges im Mittel positiv, d. h. der Wind weht
auf dem umlaufenen Weg in Richtung der Umlaufung. Kommt hingegen (bei weiterhin
positiver Umlaufrichtung) die Zirkulation negativ heraus, so ist die Vorticity negativ,
und der Wind weht entgegen dieser Richtung. Dagegen ist das Vorzeichen der Vorti-
city ¢y von der Wahl der Umlaufrichtung unabhéngig und nur eine Eigenschaft des
Windfeldes.

Der erste Term rechts in (21.43) ist der Solenoidterm. Er ist nicht vom Wind, sondern

von der differenziellen Heizung abhéngig. Da nur die Wege 2 und 4 einen Beitrag liefern
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(bei den Wegen 1 und 3 gilt Ap = 0), erhalten wir unter Beachtung der im Abb. 21.4
markierten Umlaufrichtung

- fozdp =— {(O‘b T o) ppy (@t aa) | (@~ 0a) 5 %) Ap> 0 (21.45)

Der Solenoidterm in (21.43) liefert also einen positiven Beitrag zur Zirkulationsbe-
schleunigung: Er ist der Antrieb der Zirkulation. Wenn beispielsweise anfangs keine
Zirkulation vorliegt, so beschreibt (21.45) die Bildung einer positiv orientierten Zirku-
lation, genau wie es beim Land-See-System tagsiiber der Fall ist.

Man konnte jetzt meinen, das liege an der gliicklichen Wahl der Umlaufung im Zir-
kulationsintegral. Der Leser iiberzeuge sich davon, dass bei umgekehrter Umlaufung
in Abb. 21.4 erstens Z in (21.44) das Vorzeichen wechselt und zweitens das Integral
(21.45) ebenfalls, nicht aber (. Somit sind die Vorticity des Windfeldes und das Wind-
feld selbst invariant gegeniiber der Wahl der Umlaufrichtung, wie es auch sein muss.

Bei einer stationdren Zirkulation muss dZ/d¢ verschwinden. Die Zirkulation kann
nicht beliebig anwachsen, denn der Beschleunigung wirkt die Reibung entgegen, und
im Gleichgewicht sollten Solenoid- und Reibungsterm einander kompensieren. Das ent-
spricht fiir das Vorzeichen des Reibungsterms in Gleichung (21.43) der Forderung

fs “dx >0 (21.46)

Im Abschnitt {iber den turbulenten Impulstransport hatten wir in Gleichung (18.14)
festgestellt, dass der grofite Anteil der Reibung von dem horizontalen Vektor stammt:
ovV'w' P’V

S~ -——=-v 21.47

0z 022 ( )
Dieser Vektor ist die Divergenz des vertikalen Flusses von Horizontalimpuls; in der
Parametrisierung rechts ist v der turbulente Austauschkoeffizient. In der jetzigen Kon-

figuration hat V' nur eine u-Komponente, d.h. der Reibungsvektor lautet

2__
S = <—1/ %, 0) (21.48)

Das Integrationsintervall fiir das Ringintegral (21.46) besteht aus den vier Wegstii-
cken 1 bis 4. Aber nur die untere Komponente liefert einen signifikanten Beitrag.
Denn erstens gibt es keine Beitrédge auf den vertikalen Stiicken, weil S keine vertikale
Komponente hat, und zweitens gilt wegen der mit der Hohe abnehmenden Kriimmung
des Geschwindigkeitsfeldes: 8°1/022|3 < 0?T/d2%|1. Die Indizes bezichen sich auf die
Wegstiicke in Abb. 21.4. Vom gesamten Ringintegral bleibt also nur der Anteil des
Wegstiicks 1 iibrig:

o*u o*u
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Abb. 21.5 Schema eines positiv ge-

A kriimmten Geschwindigkeitsfeldes @(z).
Der landeinwarts gerichtete Wind nimmt
anfangs mit der Hohe zu (die Reibung

L nimmt mit der Hohe ab), wird in groRerer
Hohe allm3hlich schwicher und dndert
aufgrund der geschlossenen Zirkulation

schlieBlich seine Richtung. Man iiberzeuge

G < sich davon, dass diese Konfiguration mit

der negativen Kriimmung von Abb. 18.1

konsistent ist.

Die Forderung nach Positivitédt der rechten Seite dieser Gleichung ist wegen v > 0 und
Az > 0identisch mit der Forderung nach einer positiven Kriimmung der Funktion u(z).
Dieses Geschwindigkeitsprofil ist in Abb. 21.5 skizziert. Es ist mit der Strémungskonfi-
guration beim Land-See-System in Ubereinstimmung und fiihrt in Gleichung (21.43) zu
einem negativen Beitrag auf der rechten Seite, d.h. zu einer durch Reibung bedingten
Abschwéchung der Zirkulation.

Hier noch eine formale Bemerkung zum Integrieren: Wenn die linke Seite von (21.49)
gegeben ist, so liegt hier eine Differenzialgleichung vor, aus der das Profil %(z) zu gewin-
nen ist. Die erste Randbedingung ist w(0) = 0 und die zweite das positive Vorzeichen
von (21.49). Auf diese Weise kommt %@(z) richtig heraus: Unten weht der Wind in
niedriger Hohe vom Meer zum Land, weiter oben dreht er zuriick und weht ganz oben
vom Land aufs Meer. Dadurch kommt auch die Drehrichtung des Land-Meer-Systems
richtig heraus.
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Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht das hydrostatische und barokline quasigeostrophi-

sche Modell. Kernpunkte dieses zentralen Modells der Geofluiddynamik sind:

Die hydrostatische Balance wird zwingend vorgegeben, d.h. die vertikale Bewe-
gungsgleichung wird durch die hydrostatische Gleichung ersetzt.

Daraus folgt die Massenerhaltungsgleichung; sie besagt, dass die dreidimensionale
Divergenz in Druckkoordinaten verschwindet.

Die Vorticity des wahren Windes ist durch die Vorticity des geostrophischen Win-
des gegeben. Die Vorticity-Tendenz wird iiber den ageostrophischen Wind und die
Massenerhaltungsgleichung an die Temperatur gekoppelt.

Die 3D-Advektion im Operator der zeitlichen Ableitung wird in den horizontalen
Impulsgleichungen durch den 2D-geostrophischen Wind ersetzt.

Damit kénnen alle Gleichungen fiir die unbekannten Funktionen zu einer einzigen
prognostischen Gleichung fiir nur eine unbekannte Funktion (die potenzielle Vorti-
city) zusammengefasst werden.

Die potenzielle Vorticity ist eine aus dem Feld des Geopotenzials abgeleitete Funk-
tion.

Aus dem Geopotenzial kdnnen nach erfolgter Losung alle Funktionen des quasi-
geostrophischen Modells diagnostisch gewonnen werden.
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22.1 Die hydrostatischen primitiven Gleichungen

Wir beginnen mit den primitiven Gleichungen in p-Koordinaten. Sie beschreiben die
Vorgénge einer trockenen Atmosphére. Zu den primitiven Gleichungen zdhlen als dia-
gnostische Aussagen die beiden Zustandsgleichungen (trockene Gasgleichung und Defi-
nition der potenziellen Temperatur) sowie hydrostatische Gleichung und Massenerhal-
tungsgleichung, ferner als prognostische Aussagen der Energiesatz und die Gleichung

fiir den horizontalen Impulsvektor:

m  Gasgleichung: pa=RT (22.1)
po\"
m Potenzielle Temperatur: 0=T <p> (22.2)
0P
m Hydrostatische Gleichung;: ap +a=0 (22.3)
Ow
m Massenerhaltungsgleichung;: V-V + aip =0 (22.4)
T de
m Energiegleichung: g ar - Q (22.5)
dv
m Impulsgleichung: r +fekxV4+VP=0 (22.6)

Hier bezeichnet V den horizontalen Nabla-Operator auf der p-Flache, im Unterschied
zur 3D-Version V. Die 3D-Vektoren V und k bezeichnen den horizontalen Wind und
den vertikalen Einheitsvektor. d/dt ist der Operator der totalen Zeitableitung in den

Koordinaten ¢, x, y und p:

d 0 0
a—g—s—V-Vera—p (22.7)
~—_——
=D/Dt

Fiir seine horizontale Komponente wollen wir wieder die oben eingefiihrte Kurzschreib-
weise D/Dt verwenden, die jetzt natiirlich auf der Druckflache gilt.

In den primitiven Gleichungen scheinen uns zwei Inkonsistenzen unterlaufen zu sein:
Die erste betrifft die scheinbar fehlende vertikale Bewegungsgleichung. Aber: In den
hydrostatischen Gleichungen gibt es keine vertikale Bewegungsgleichung. Das Wesen
der hydrostatischen Naherung besteht ja darin, die vertikale Beschleunigungskompo-
nente dw/dt gegeniiber der Schwerkraft und dem vertikalen Druckgradienten zu ver-
nachlissigen. Uber dw/dt = 0 wird in den hydrostatischen Gleichungen keine Aussage
gemacht.

Die zweite scheinbare Inkonsistenz betrifft die Massenerhaltungsgleichung. Diese ist
ja an sich eine prognostische Gleichung fiir die Dichte. In hydrostatischen Druckkoor-
dinaten jedoch wird sie diagnostisch.
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Wenn man diese Uberlegungen im Zusammenhang sieht, so miissten die letzten vier
primitiven Gleichungen (22.3) bis (22.6) eher wie folgt angeordnet werden:

m  Energiegleichung (22.5),
m  Massenerhaltungsgleichung (22.4),
m horizontale und vertikale Bewegungsgleichung (22.6) und (22.3).

In dieser Interpretation zeigt sich, dass — mit Ausnahme der Gasgleichung (22.1) und
der Definition (22.2) der potenziellen Temperatur — die primitiven Gleichungen in
Wirklichkeit die drei fundamentalen Erhaltungssitze der Physik (beziiglich Energie,
Masse und Impuls) représentieren und damit grundsétzlich prognostische Aussagen
sind. Die Massenerhaltung jedoch wird diagnostisch, ebenso wie die vertikale Bewe-
gungsgleichung, beide aufgrund der hydrostatischen Naherung.

22.2 Skalenanalyse der baroklinen primitiven
Gleichungen

Die Denkweise der Skalenanalyse hatte sich fiir die Begriindung der quasigeostrophi-
schen Gleichungen und fiir das Aufzeigen ihrer inneren Konsistenz als wertvoll erwie-
sen. Wir versuchen also, die Ergebnisse von Kapitel 16 auf die baroklinen Gleichungen
anzuwenden. Das neue Problem hier besteht darin, dass man eine Skala nicht nur fiir
die Horizontalkoordinaten und den Horizontalwind braucht, sondern auch fiir die Ver-
tikalkoordinate und den Vertikalwind, die im zweidimensionalen barotropen Modell
nicht explizit vorkommen.

Zusétzlich zu den Skalen L und U in (16.16) fithren wir also die Skalen P und W
fiir die Druckkoordinate p bzw. die vertikale Druckgeschwindigkeit w ein:

0] 1 0

- = * 22.
o~ P op w=Wuw (22.8)

Thren Einfluss untersuchen wir nun nacheinander fiir die Massenerhaltungs-, die
Energie- und die Impulsgleichung.

Entdimensionierung der Massenerhaltungsgleichung

Einsetzen in

—~

22.4) fiithrt zu

v v W Ow* v v LW Ow*
. — . - = 22.
V- V™ + P o 0 = V"V"+ PU ap 0 (22.9)

Fiir die entdimensionierten Geschwindigkeiten V* und w* lisst sich wieder eine Phi-
lippssche Reihenentwicklung nach dem (kleinen) Parameter Ro durchfiihren. Sie ergibt

V*=V:+RoV] w' =wl+ Rowi (22.10)
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Einsetzen in (22.9) liefert

v wx LW 0w}
VViE BT oy

LW 0Owi

PU Op* -

+ RoV*-Vi+ Ro 0 (22.11)
Zur Abschétzung des Faktors vor dem zweiten Term nehmen wir P = 1000 hPa und
W = gpw an, wobei g die Schwerebeschleunigung und p =1 kg/m3 die Luftdichte
sowie w die Skala der Vertikalgeschwindigkeit ist. Diese kann man fiir die hier betrach-
teten grofirdumigen Bewegungen (L = 1000 km) zu w = 1073 U ansetzen. Das ergibt
den dimensionslosen Faktor
LW =0.1= Ro (22.12)
PU
Fiir die nullte Naherung der Massenerhaltungsgleichung kommt daher nur der erste
Term in (22.11) in Frage, aber fiir die erste Ndherung nur der zweite und der dritte

Term:

m Nullte Ndherung: Man beriicksichtige nur Terme ohne Ro:

V'V =0 (22.13)

Man erhélt also wieder die Divergenzfreiheit der nullten Naherung.
m Erste Ndherung: Man beriicksichtige nur Terme mit Ro' unter Beachtung der null-

ten Néaherung:
Owy
Op*

+V*VIi=0 (22.14)

Die Vertikalgeschwindigkeit wird durch die Divergenz des Windanteils der ersten
Naherung gesteuert.

In der Massenerhaltungsgleichung spielt also nur die nullte Ndherung der Vertikalge-
schwindigkeit eine Rolle; auch in der ersten Niaherung kommt w] nicht vor. Dieses
Ergebnis kann man einmal mit dem barotropen Gegenstiick (16.42) vergleichen.

Entdimensionierung der Energiegleichung

Die Entdimensionierung der Energiegleichung fithren wir fiir den einfachsten Fall isen-
troper Zustandsidnderungen durch. Dafiir lautet Gleichung (22.5):

1 doe 1 DO 1 00

— = 4w — = 22.15
6da oDt Yo o (22.15)
Hier setzen wir die Skalen L, U, P und W ein. Fiir © bens6tigen wir zwei Skalen: A©y,
und AO,. Die Skala A©;, der horizontalen Temperaturdnderungen ist zwar wesentlich
kleiner als die Skala A®, der vertikalen Temperaturdnderungen. Aber das wird durch
die Grofe des Horizontalwindes ausgeglichen, sodass bei © die horizontale und die

vertikale Advektion grofenordnungsméfig gleich sind. Mit dem Ansatz

© = AO, 05t , ", y") + AO, O} (p") (22.16)
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wird (22.15) zu

D*e; <LWA®U>W* 09, _ (22.17)

Dt* PUA©y, op*
Der eingeklammerte Faktor ist fiir die groffrdumigen meteorologischen Prozesse der
Aufertropen etwa gleich 1. Das bedeutet: Fiir die Energiegleichung bringt die Ent-
dimensionierung keine wirkliche Vereinfachung mit sich, d.h. hier brauchen wir sie
nicht.

Entdimensionierung der Impulsgleichung

Fiir die erste horizontale Bewegungsgleichung fithrt die Skalenanalyse mit denselben
Annahmen wie im barotropen Fall zu einer Gleichung desselben Typs wie (16.25); doch
zusétzlich haben wir wegen (22.8) den Einfluss der Vertikaladvektion zu beachten. Also
lautet die erste Komponente von (22.6) in dimensionsfreier Form
D* * N a * a *
“ + Ro® w Y ¢ _

—(1 ot = 22.1
Dtx op* (I+Rof")v +8w* 0 ( 8)

Dieses Ergebnis besagt: Die dimensionsfreien horizontalen Bewegungsgleichungen der

Ro

nullten und der ersten Ndherung sind im baroklinen Modell denen des barotropen
Modells gleich. Die vertikale Advektion von Impuls ist viel kleiner (quadratisch in Ro)
als die horizontale Advektion von Impuls.

Den Unterschied in der Argumentation sollte man sich durchaus vor Augen halten:
Im barotropen Modell verschwindet die vertikale Advektion exakt, weil der horizon-
tale Stromungsvektor vertikal konstant ist; da kommt es also nicht auf die Grofe der
vertikalen Geschwindigkeitskomponente an. Aber bei baroklinen Verhéltnissen ist der
horizontale Strémungsvektor vertikal gerade nicht konstant, sondern représentiert den
thermischen Wind, eine dynamisch sehr bedeutsame Groéfe. Dennoch ist auch bei baro-
klinen Verhaltnissen die vertikale Advektion unbedeutend und daher vernachléssigbar,
weil die vertikale Geschwindigkeitskomponente klein ist.

22.3 Geostrophischer und ageostrophischer Wind

Eine zentrale Rolle im quasigeostrophischen Modell, wie iiberhaupt in der Meteoro-
logie, spielen der geostrophische Wind und sein Verhé&ltnis zum wahren Wind. Der
Unterschied zwischen beiden ist der ageostrophische Wind, dessen Absolutbetrag viel
kleiner ist als der des geostrophischen Windes.

Wie in Kapitel 28 gezeigt, lasst sich jeder Vektor, insbesondere also der Wind, durch
die Summe eines Potenzialgradienten x und einer Vektorrotation ¥ ausdriicken:

v=Vx—VXW=0v,4+vs=va+ Vg (22.19)

Wir interpretieren die erste Komponente als den ageostrophischen Wind v, und die
zweite als den geostrophischen Wind V. Das Minuszeichen in (22.19) ist kein Schon-
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heitsfehler, sondern vektoranalytisch bedingt und wird sogleich bei der Definition der
Stromfunktion verschwinden.

Der (absolut gesehen kleine) ageostrophische Wind v, hat drei Komponenten; er
entspricht einer Potenzialstromung. Der (absolut gesehen grofe) geostrophische Wind
Vi ist ein rein horizontaler Vektor; er stellt eine rotierende Strémung dar. In der freien
Atmosphére, d.h. im Grofiteil der Atmosphére iiberhaupt, ist die zweidimensionale
Rotationskomponente V; um mindestens eine Grofenordnung grofer als die dreidi-
mensionale Potenzialkomponente v,.

22.3.1 Schreibweisen fiir den geostrophischen Wind

WEeil der geostrophische Wind nur in der Horizontalen weht, d.h. V; keine vertikale
Komponente hat, braucht das zugehorige Vektorpotenzial ¥ nur eine vertikale Kom-
ponente zu haben:
0
=10 (22.20)

v

Diese Komponente ¥ = (¢, z,y,p) heift Stromfunktion. Daraus gewinnt man Vy:

-0V /9y
Ve=kxVU=| 90/oz (22.21)
0

Das gesamte Vektorpotenzial ¥ benétigt man also am Ende gar nicht. Zur Herleitung
von (22.20) und (22.21) vgl. Kapitel 28, insbesondere die Gleichungen (28.71) und
(28.72).

Die meteorologische Bedeutung der Stromfunktion, unabhéngig von der vektorana-
lytischen Umsetzung, ergibt sich durch einen Vergleich mit der Definition des geostro-
phischen Windes aus dem Geopotenzial ® = ®(¢, z,y,p):

1 0P 1 00 1
_ - == = _ = =—k P 22.22
7. 9y Vg 7. oz oder Ve x V ( )

fo

Ug =

Komponentenschreibweise und Vektorschreibweise werden beide standig benotigt. Hin-
reichend fiir die Gleichheit von (22.21) und (22.22) ist nun offenbar

v= 1o (22.23)
fo
Dieser Zusammenhang rechtfertigt die vielfach verwendete Bezeichnung Stromfunktion

fiir das Geopotenzial ®. Es ist jetzt Ansichtssache, ob man die Schreibweise mit ¥ oder
die mit & bevorzugt. Wir wihlen im folgenden die ®-Schreibweise, weiter unten im
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Zwei-Schichten-Modell die ¥-Schreibweise. Dabei muss f, konstant sein; bei variablem
fo fithrt die Umrechnung (22.23) in Widerspriiche. Das gilt, obwohl der Coriolis-Para-
meter in der Ndherung der S-Ebene natiirlich nicht konstant ist.

22.3.2 Kinematische GréBen des geostrophischen Windes

Aus dem geostrophischen Wind lassen sich durch rdumliche Differenziation drei kine-
matische Grofen ableiten: Divergenz, Rotation und thermischer Wind. Dabei fehlt dem
Gradient-Operator, ebenso wie dem geostrophischen Wind, die vertikale Komponente.
Statt V und vg schreiben wir also

0/0x Ug
V= a/0y Ve=| v, (22.24)
0 0

Auch V und V; sind dreidimensionale Vektoren, mit denen nach den Regeln der Vek-
torrechnung zu verfahren ist — allerdings haben sie beide die vertikale Komponente
null. Die horizontalen Ableitungen in V sind auf der Druckfliche zu bilden, d. h. fiir
konstantes p.

a) Die Divergenz des geostrophischen Windes

Aus Gleichung (22.22) folgt durch Anwendung der Vektorformel (28.56) fiir die Diver-
genz des geostrophischen Windes:

VoVie & (Vxk)Vd—— (VxVB)-k=0 — |[V-V,=0]| (22.25)
—— 0 N———

o

=0 =0

Im ersten Term verschwindet die Rotation, weil k eine Konstante ist; im zweiten Term
verschwindet die Rotation, weil V& ein Gradient ist. Dieses Ergebnis war zu erwarten:
Der geostrophische Wind ist ein rotierender Vektor; die Divergenz einer Rotation ist
aber stets gleich null. Demnach hétte man sich die Berechnung in Gleichung (22.25)
eigentlich sparen kénnen, denn der geostrophische Wind ist unter allen Umsténden
divergenzfrei.

b) Die Vorticity des geostrophischen Windes

In gleicher Weise folgt durch Anwendung der Vektorformel (28.57) fiir die Rotation
des geostrophischen Windes:
1

VXVg=%(Vé.V)k—%Vé(vk)—%(k-V)Vchﬁk(V-wp) (22.26)



318 22 Das quasigeostrophische barokline Modell (qgM)

Von den vier Termen rechts verschwinden die ersten drei, wie der Leser selbst iiberlegen
moge. Nur der letzte Term bleibt iibrig:

V XV = (; v2<1>> k (22.27)

Das schreibt man auch in der Form V x Vg = (g k = ¢, = (. Dies ist ein Vektor, dessen
horizontale Komponenten gleich null sind. Da der geostrophische Wind ein horizontaler
Vektor ist, muss seine Rotation ein vertikaler Vektor sein. Die Gleichung (22.27) kann
man also durch Projektion auf k wie folgt umformen:

¢ k= % (V2®) = (4 (22.28)

Darin ist ¢ der 3D-Vektor der relativen Vorticity. Seine vertikale Komponente {, (oder
auch den Vektor selbst) nennt man geostrophische Vorticity.

Damit haben wir bereits die Tatsache verwendet, dass (; die Vorticity des wahren
Windes ist. Das ist ein bedeutsames Ergebnis. Der ageostrophische Wind ist entspre-
chend der Helmholtzschen Zerlegung (22.19) rotationsfrei. Wenn man also den geo-
strophischen Wind hat, der ja zunichst nur eine Naherung fiir den wahren Wind ist,
so hat man in seiner Vorticity (g bereits die Vorticity des gesamten Windes und damit
die wichtigste dynamische Gréfe iiberhaupt.

c) Der thermische Wind

Die dritte kinematische Groéfse des geostrophischen Windes gewinnt man durch Dif-
ferenzieren in vertikaler Richtung. Die Ableitung von (22.22) nach dem Druck unter
Beriicksichtigung der hydrostatischen Gleichung (22.3) liefert

v, 1 9o 1
= XV— =——kxVa 22.29
o Ja o~ fo (22.29)

Daraus folgt durch Eliminieren des spezifischen Volumens mithilfe der Gasgleichung

sowie Zusammenfassen von pd/0p zu 9/0 log p:

OV _ 1
alogp_ fo

k x V(RT) (22.30)

Die vertikale Anderung des geostrophischen Windes ist also durch den horizontalen
Temperaturgradienten auf der Druckfliche gegeben. Der eigentliche thermische Wind
ist ein Differenzwind zwischen verschiedenen Druckniveaus. Um diesen zu gewinnen,
schreiben wir (22.30) wie folgt um

AV, = — (; k x V(RT)) dlogp (22.31)
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Das ist die Differenzialformel fiir den thermischen Wind.

Den zugehorigen Differenzenausdruck gewinnen wir durch Integration von (22.30)
zwischen zwei Druckniveaus p1, p2. Mit der vertikal gemittelten Temperatur T gemaf
der Formel (24.17) ergibt sich der Differenzwind zwischen den beiden Druckniveaus:

Vi — Vi = (; k % V(Rf)) <10g z:) (22.32)

Die Analogie zwischen dem geostrophischen und dem thermischen Wind finden wir
durch Vergleich der Beziehungen (22.22) und (22.32): Der geostrophische Wind ist
durch den Gradienten von ® bestimmt, er weht parallel zu den Isohypsen (den Isolini-
en des Geopotenzialfeldes). Der thermische Wind ist durch den Gradienten von RT
bestimmt, er weht parallel zu den Isothermen (den Isolinien des gemittelten Tempera-
turfeldes). Der Gradient ist im geostrophischen Fall auf der Druckfliche zu bilden, im
Fall des thermischen Windes innerhalb der Druckschicht p; bis p2; iber diese ist auch
die Mittelung fir T zu erstrecken.

Die Vertikalkoordinate logp in den vorstehenden Formeln ist dem Problem beson-
ders angemessen, wie man durch Heranziehen der geopotenziellen Hohe Z gemé&f der
Definition (5.47) erkennt. Das Druckdifferential ldsst sich mit der Skalenhéhe H geméfs
(5.61) wie folgt schreiben:

dlogp = —% dz (22.33)

Mit der geopotenziellen Hohe Z als Vertikalkoordinate nimmt (22.31) die dquivalente
Form an

AV, = (J}O k x V(RT)) d (f{) (22.34)

Auch das kann man, dquivalent zu (22.32), als Differenzformel schreiben:

1 ~ o — 7

Ve —Va=|—kxV(RT)) (222 (22.35)
fo H

Welche Version der thermischen Windformel man bevorzugt, hingt vom Geschmack

des Bearbeiters sowie von den verfiigbaren Daten ab.

22.3.3 Der ageostrophische Wind

Fiir den ageostrophischen Wind kann man wegen Gleichung (22.19) schreiben:

8;rx Ua Ua,
Va
Va ~ (2236)

va = VX | Oux ~w/(gp)

<
®
I

3Zx Wa



320 22 Das quasigeostrophische barokline Modell (qgM)

Darin ist V, die Horizontalkomponente des ageostrophischen Windes. Die Vertikal-
komponente w, des ageostrophischen Windes V' ist gleich der Vertikalkomponente w
des wahren Windes, denn der geostrophische Wind hat ja keine Vertikalkomponente.
Dieses w kann man gewohnlich, und in guter Naherung, als —w/(g p) interpretieren.

Fiir die kinematischen Grofsen, die zum ageostrophischen Wind gehéren, gilt die zum
geostrophischen Wind komplementére Aussage: Seine Rotation verschwindet, weil v,
ein Gradient ist. Seine Divergenz dagegen ist die Divergenz des gesamten Windes.

Wir bringen also den so interpretierten Wind (22.19) in die Massenerhaltungsglei-
chung in Druckkoordinaten ein. Die horizontale Windkomponente ist V. =V 4+ V.
Damit wird (22.4) zu

Oow ow
V.Vt V- Vet &= VoVat+ & 22.
o o 0 oder o 0 (22.37)

Da der geostrophische Wind divergenzfrei ist, wirkt sich in der Massenerhaltungsglei-
chung nur die Divergenz des ageostrophischen Windes aus. Das bedeutet: Die Verti-
kalbewegung in der Atmosphére wird vom ageostrophischen Wind kontrolliert, d. h.
die Vertikalbewegung ist selbst ageostrophisch. Der geostrophische Wind kann un-
mittelbar keine Vertikalbewegung (also keine Wolkenbildung) bewirken. Es ist nun

4

Y

[ L Fiche Abb. 22.1 Schema zur Interpretation der

Xy Komponenten des Windvektors in z- und in
p-Koordinaten. Gezeichnet ist ein Schnitt
in der Vertikalebene.

z-Fléche v

bemerkenswert, dass dieses Ergebnis (22.37) sich mit dem Ergebnis der Skalenanalyse
(22.14) deckt. Die nullte Ndherung der Vertikalbewegung steht mit der ersten Na-
herung des Horizontalwindes (das ist die ageostrophische Horizontalkomponente) im
Gleichgewicht.

Zur Interpretation der Windkomponenten zeigt Abb. 22.1 den wahren Windvektor v
und seine Projektion auf die Horizontale — diese liefert V' — sowie seine Projektion auf
die Vertikale — diese liefert w. Die horizontale Komponente von v ist und bleibt V. Also
ist dieser Vektor in der z-Flache definiert. Das dndert nichts daran, dass die Bildung
von V - V auf der p-Fliache geschieht.

22.4 Das quasigeostrophische Gleichungssystem

Nach den jetzt getroffenen Vorbereitungen kénnen wir die hydrostatischen primiti-
ven Gleichungen durch die quasigeostrophisch gendherten Gleichungen ersetzen. Da-
bei verfolgen wir zwei Ziele. Zum Einen soll am Ende eine einzige Gleichung fiir eine
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einzige vorherzusagende Funktion stehen. Diese Funktion ist die potenzielle Vorticity
(représentiert durch das Geopotenzial). Zum Anderen aber sollen alle relevanten Fel-
der (Wind, Temperatur, kinetische Energie usw.) aus der potenziellen Vorticity (d. h.
aus dem Geopotenzial) berechnet werden konnen. Auf diese Weise erhilt das qua-
sigeostrophische System eine grofte innere Geschlossenheit: Es wird nur eine einzige
Funktion vorhergesagt, aus der jedoch alle anderen Funktionen jederzeit abgeleitet
werden konnen. In dieser Einfachheit liegen die Aussagekraft und der Erfolg des qua-
sigeostrophischen Systems begriindet.

Dieses Programm fiir das quasigeostrophische Modell (qgM) fithren wir so durch,
dass wir die in den Abschnitten iiber die Skalenanalyse und {iber den geostrophischen
Wind gefundenen Ergebnisse auf die prognostischen Beziehungen — die Energieglei-
chung (22.5) und die Impulsgleichung (22.6) — iibertragen.

22.4.1 Die Energiegleichung

Im einfachsten Fall einer nicht aufgeheizten Atmosphére lautet die Energiegleichung
d®/dt = 0 oder entsprechend der Schreibweise (22.15):

1 De 1 00

- ¥ — 2= = 22.38
oDt Yo ap (22.38)
Im ersten Term erkennen wir die relative Ableitung der potenziellen Temperatur nach
der Zeit, jedoch nur auf der Druckfliche. Die potenzielle Temperatur aus Gleichung

(22.2) lasst sich mithilfe der Gasgleichung (22.1) wie folgt schreiben:

p (P
O=|=|=— 22.39
[R ( p ) ] ¢ (2239)
Die Funktion in den eckigen Klammern héngt nur vom Druck ab. Damit sowie mit
der Selbstversténdlichkeit, dass das Differenzial des Drucks (und damit auch das Dif-

ferenzial jeder Druckfunktion) auf der Druckflache selbst verschwindet, gelangt man

zur relativen Ableitung des spezifischen Volumens:

1 DO 1 Do
©Dt aDt (22.40)
Damit wird aus (22.38) nach Durchmultiplikation mit a:
Dea o 00
— —— =] = 22.41
Dt~ ( o ap) 0 (22.41)
—_——
o

Hier haben wir, wie vorher, die ageostrophische gegeniiber der geostrophischen Advek-
tion vernachléssigt, was den Operator D/Dt in Dg /D¢ iiberfiithrt. Man bezeichnet o
als statische Stabilitat; vgl. dazu die obigen Gleichungen (10.30), (10.31). Die energe-
tische Dynamik, d.h. der erste Term von Gleichung (22.41), wird durch die statische
Stabilitét gesteuert. Im einfachsten Fall betrachten wir o als konstant.
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22.4.2 Die Bewegungsgleichungen

Wir verwenden wieder die Aufspaltung des Windes in den geostrophischen (nullte
Naherung) und den ageostrophischen Teil (erste Naherung in der Skalenanalyse) und
operieren auf der 8-Ebene (mit yo = 0, was dynamisch keinen Unterschied ausmacht):

V=Ve+Va f=Ff+By (22.42)

Damit lautet die Impulsgleichung (22.6):

v,  dVe
ac o dt

Lok X Vet Byk X Vet fok x Vat Byk x Va+ VO =0 (22.43)

Die nullte Niherung dieser Beziehung im Sinne der Skalenanalyse besteht darin, die
Tendenzen sowie Terme mit V, und Sy gegeniiber Vi bzw. f, zu vernachléssigen.
Dadurch bleiben hier nur zwei Terme tibrig:

[fok x Vg + V& =0] (22.44)

Diese legen den Zusammenhang zwischen geostrophischem Wind und Geopotenzial
fest. Gleichung (22.44) ist identisch mit Gleichung (22.22). Die erste Néiherung der

Skalenanalyse verlangt
dV,
dt

(22.45)

dV,
dt

Dazu wird in der ersten Niherung bei der zeitlichen Anderung des geostrophischen
Windes die vertikale Advektion des geostrophischen Windes vernachléssigt:

v, DV, 9V, DV, D,V,
Ve _ v ~ 92.46
@& Dt Yap ¥ oi Dt (22.46)
——
klein

Die hier gemachte N&herung, den horizontalen Operator D/Dt durch Dg/Dt zu er-
setzen (Stichwort: geostrophische Advektion), wurde ebenfalls bei der Skalenanalyse
begriindet. Im semigeostrophischen Modell (das wir hier nicht behandeln) wird diese
Naherung iibrigens nicht gemacht.

Schlielich wird von den vier mit f, bzw. S behafteten Coriolis-Termen in (22.43)
zunéchst der erste weggelassen; er ist bei weitem der grofte, wird aber in der nullten
Néaherung vom letzten Term in (22.43) balanciert und tritt daher hier gar nicht mehr
auf. Auferdem wird der vierte Term weggelassen, weil er klein ist gegeniiber dem zwei-
ten und dem dritten; der zweite und der dritte sind gleich groft und bleiben bestehen.
Gleichung (22.43) lautet damit

D
]g)i‘t/g—i—ﬁykag—i—fok:xVa:O (22.47)
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Die nullte Ndherung (22.44) definiert den geostrophischen Wind, und die erste N&-
herung (22.47) beschreibt die eigentliche Dynamik des Modells. Der Leser wird be-
merken, dass diese Gleichung (22.47) die dimensionierte Fassung der dimensionsfreien
Gleichung (22.18) ist, und zwar in ihrer ersten Naherung (Mitnahme der Terme mit
der ersten Potenz von Ro). Wenn man also (22.18) hat, kann man (22.47) direkt hin-
schreiben.

Warum wird in der Impulsgleichung die vertikale Advektion vernachléssigt (also
d/dt = D/Dt gesetzt), in der Energiegleichung aber nicht? Ist das nicht inkonsistent?
Dieser wichtige Unterschied erkléart sich so: In der Impulsgleichung sind die Skalen
der horizontalen und der vertikalen Windénderung gleich; dadurch ist die vertikale
Advektion um eine Ordnung kleiner als die horizontale und deshalb vernachléssigbar.
In der Energiegleichung dagegen ist die Skala der vertikalen Temperaturdnderung eine
Ordnung grofer als die der horizontalen Temperaturédnderung; dadurch wird die in der
Energiegleichung in derselben Weise bestehende Kleinheit der vertikalen Advektion
ausgeglichen, und horizontale sowie vertikale Advektion werden gleich.

22.4.3 Die quasigeostrophischen Grundgleichungen

Wir haben jetzt als grundlegende Beziehungen fiir den geostrophischen Wind und fiir
das spezifische Volumen (alternativ: Temperatur oder Dichte) die beiden diagnosti-
schen Gleichungen fiir das qgM:

1 0P
Vg = %k x VO o = _871) (2248)

Sie stellen den Zusammenhang zwischen der elementaren dynamischen Gréfe (Wind)
und der thermodynamischen Gréfe (Temperatur) der baroklinen Atmosphére her und
besagen: Aus dem Geopotenzial folgt durch horizontale Ableitung der Wind und durch
vertikale Ableitung die Temperatur. Das Geopotenzial fiihrt also seinen Namen zu
Recht: Die dynamischen und die thermodynamischen Felder konnen aus ihm durch
rdumliche Gradientbildung gewonnen werden.

Uber die zeitliche Entwicklung der Felder sagen die diagnostischen Beziehungen
nichts aus; dynamisch gesehen ist das Gleichungssystem (22.48) degeneriert. Fiir die
zeitliche Entwicklung brauchen wir die eben besprochene erste Naherung der Impuls-
gleichung (22.47) sowie die Energiegleichung (22.41) als die eigentlichen Grundglei-
chungen des qgM:

D,V
%ch(ﬂyvg) = —fokxVa (22.49)
Dsa = ow (22.50)

Dt
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Die Schreibweise dieser Gleichungen ist bewusst so gewahlt, um den folgenden Sach-
verhalt hervorzuheben: Die geostrophischen Komponenten (jeweils links, prognostisch)
werden von den ageostrophischen Komponenten (rechts, diagnostisch) angetrieben.

Zum Vergleich mit dem barotropen Modell wollen wir (22.49), (22.50) auch in der
zu (17.10) &quivalenten Form notieren

D
g'ﬁ‘t/gjtfokaaJrﬁykag:O

Dga
Dt

—ow=0 (22.51)

Dabei zeigt sich: Die Bewegungsgleichungen sind identisch. Dagegen ist die Massen-
erhaltungsgleichung im barotropen FWM hier im baroklinen Modell durch die Ener-
gieerhaltungsgleichung ersetzt (die es im FWM nicht gibt).

22.4.4 Abgeleitete Gleichungen

Aus den quasigeostrophischen Grundgleichungen gewinnen wir als abgeleitete Glei-
chungen zunichst die Beziehungen fiir die kinetische Energie und fiir die relative Vor-
ticity. Zwei weitere abgeleitete Gleichungen (fiir potenzielle Vorticity und fiir Omega)
erfordern anschlieffend eigene Abschnitte.

Die Gleichung der kinetischen Energie

Die quasigeostrophische kinetische Energie ist definiert als

1
3 Ve (22.52)

Die zugehorige dynamische Gleichung ergibt sich durch Multiplikation der quasi-

1
K:§Vg'Vg:

geostrophischen Impulsgleichung (22.49) mit dem geostrophischen Wind:

DgVy
Dt

Der erste Term entspricht der totalzeitlichen Ableitung der kinetischen Energie K, und

Vg -

+ Ve (kxByVy)=Vg-(—fok x V) (22.53)

der zweite Term verschwindet. Das Ergebnis lautet
DK

Dt
Zur Umrechnung der rechten Seite wurde die Rechenregel (28.28) fiir das Spatprodukt

= fok- (Vg x Va) (22.54)

verwendet.

Gleichung (22.54) besagt: K andert sich nicht, wenn geostrophischer und ageostro-
phischer Wind parallel verlaufen, sondern nur dann, wenn sie einen Winkel miteinander
bilden. Weht beispielsweise der ageostrophische Wind ins Tief hinein — also nach links,
wenn man auf der Nordhalbkugel in Richtung von Vg schaut —, so zeigt der Vektor
Vg X V, nach oben, also in Richtung von k. Dadurch wird die rechte Seite von (22.54)
positiv; dies bedeutet, dass K verstiarkt wird. Umgekehrt wird die kinetische Energie
der Zyklone abgeschwécht, wenn der ageostrophische Wind aus dem Tief heraus weht.
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Die Vorticity-Gleichung

Die Vorticity-Gleichung haben wir bereits zweimal besprochen: erstens fiir den Spezi-
alfall des FWM — das Ergebnis war die Gleichung (14.35) fiir die Vertikalkomponente
von 711 — und zweitens in allgemeiner Form; das Ergebnis war die Gleichung (21.15)
fir n.

Jetzt brauchen wir die Vorticity-Gleichung in p-Koordinaten fiir das qgM. Dazu
wenden wir das Kreuzprodukt auf die qg Impulsgleichung an. Dazu wird (22.49) unter
Verwendung der zweidimensionalen Version der Weber-Transformation (28.65) und des
Operators der totalen Zeitableitung wie folgt geschrieben:

%+VK+ggkxVg+/3ykag:—fokaa (22.55)

Die Zusammenfassung des dritten und des vierten Terms sowie die Rotationsbildung
mit dem horizontalen Nabla-Operator ergeben
0V

V><W+V><VK+V><[(Cg—i-ﬂy)kag]:—Vx(fokaa) (22.56)

Im ersten Term kann die Reihenfolge von Kreuzprodukt und Zeitableitung vertauscht
werden, der zweite Term verschwindet, und auf die restlichen beiden Terme wird die
Vektorregel (28.57) angewendet:

ek
ot

+Ek[V-((+BY) Ve] =—fok(V-Va) (22.57)
Durch skalare Multiplikation mit k und Berticksichtigung von V - Vi = 0 ergibt sich

%-ﬁ-Vg'V(Cg'i‘ﬁy):_fov'Va (22.58)

Das kann man mit der Vertikalkomponente der absoluten Vorticity (s + 8y = ng auch
so schreiben:

D
S’Zg + oV -Va=0 (22.59)

Diese qg Vorticity-Gleichung fiir das barokline qgM ist identisch mit der qg Vorticity-
Gleichung (17.17) fiir das barotrope qgF' WM.

Das ist nicht verbliiffend, denn wir haben ja oben schon in (22.51) gesehen, dass die
Bewegungsgleichungen gleich sind, und dies setzt sich natiirlich in die Vorticityglei-
chung fort. Aber worin besteht dann {iberhaupt noch der Unterschied zwischen dem
qgM und dem qgFWM? Die dynamischen Gleichungen sind tatséchlich identisch. Aber
im qgFWM gibt es in der Vertikalen nur eine Version von (17.17), d. h. nur ein vertikal
konstantes 7,. Doch im qgM gibt es im Prinzip unendlich viele Versionen von (22.59),
d.h. es gibt jetzt Vertikalprofile von 7z und von V.
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22.5 Die Gleichung der potenziellen Vorticity

Im FWM haben wir durch Kombination von Vorticity-Gleichung und Massenerhal-
tungsgleichung die Divergenz eliminiert und dadurch die Erhaltungsgleichung fiir die
potenzielle Vorticity gefunden. Das geht hier in analoger Weise durch Kombination von
Vorticity-Gleichung und Energiegleichung. Wir betrachten die Ableitung der Energie-
gleichung (22.50) nach dem Druck:

%g%—l—%-Voz:ag—Z (22.60)
T
Hier haben wir die Stabilitdat o als konstant angenommen; das ist im einfachsten Fall
gerechtfertigt, kann jedoch auf vertikal variables o verallgemeinert werden. Das Ver-
schwinden des zweiten Terms links folgt aus Gleichung (22.29) fiir den thermischen
Wind; danach verlduft der Vektor 0Vy/0p orthogonal zu Va.
Die Vorticity-Gleichung (22.59) lautet mit der Massenerhaltungsgleichung

Dg1ng Ow

= fo — 22.61

Dt / op ( )

Daraus und aus (22.60) lasst sich w eliminieren, und es folgt eine weitere Erhaltungs-

gleichung:

Dgng ~ Dg [ fo Oa

—== (= =—]=0 22.62

Dt Dt \ o Op ( )

Die potenzielle Vorticity-Gleichung

Die Grofe

_ . fo O _ Jo Oa _ 1 Gog, fo 0@
9z = Mg =By+G— " 6p—ﬂy+fOV<I>+0 o2 (22.63)

heift quasigeostrophische potenzielle Vorticity (kurz qgpV). Bisweilen wird auch f, zu
ge addiert, was jedoch nur den Absolutwert der qgpV verschiebt und die Dynamik nicht
dndert. Im letzten Term der rechten Seite liegt die durch die Baroklinitét geforderte
Verallgemeinerung. Aus Gleichung (22.62) wird dann

Dgqg
—= = 22.64
D 0 ( )

Das ist das einfache, oben als Programm angestrebte Ergebnis. Eine Bemerkung zur
Terminologie: Um den Charakter der Quasigeostrophie im Bewusstsein des Lesers zu
halten, fiihren wir den Index g in den Symbolen Vi, (g, 7)g, gg, Dg /Dt konsequent mit.
Bei V; und Dg /Dt ist das zwingend notwendig, aber bei (g, 7)g, ¢z k6nnte man auf diese
Pedanterie verzichten.
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Wenn man gz gewonnen hat, beispielsweise durch eine Vorhersage, dann erhélt man
® aus der rechten Seite von (22.63). Das lauft auf die Inversion des dreidimensionalen
Laplace-Operators hinaus:

2 fo O
L=V — 22.65
o a2 (22.65)

Dafiir gibt es heute schnelle Rechenprogramme.

Die Potenzialtendenzgleichung

Mit dem eben eingefithrten Operator ist die qgpV gegeben durch

1
qg:5y+7£<1> (22.66)
Die Erhaltungsgleichung (22.64) lasst sich damit in die folgende Form bringen:
0P
L a = _fo Vg . VQg (2267)

Das ist die Tendenzgleichung fiir das Geopotenzial. Wenn man V, und ¢, diagnosti-
ziert und damit die rechte Seite von (22.67) bestimmt hat, kann man durch Inversion
von L die Potenzialtendenz bestimmen. Dies wurde in der Praxis der frithen numeri-
schen Wettervorhersage auch so gemacht und dient heute noch vielfach zur schnellen
fast quantitativen Interpretation der Entwicklung von zyklonalen Zentren. Gleichung
(22.67) besagt, dass die Tendenz von ® durch die geostrophische Advektion von gg
bewirkt wird. Dabei unterscheidet man zwischen der Vorticity-Advektion (dem Anteil
von ¢g aus der horizontalen Komponente von £) und der Temperaturadvektion (dem
Anteil von gz aus der vertikalen Komponente von £).

22.6 Die Omega-Gleichung

Durch Kenntnis des Geopotenzials & hat man die Information {iber alle geostrophi-
schen Komponenten vorliegen. Im vorigen Abschnitt haben wir aus den quasigeostro-
phischen Grundgleichungen die ageostrophischen Komponenten eliminiert und eine
prognostische Gleichung fiir den geostrophischen Wind hergeleitet. Jetzt wollen wir
umgekehrt aus den Grundgleichungen den Operator der zeitlichen Ableitung eliminie-
ren und uns damit diagnostische Gleichungen fiir die ageostrophischen Windkompo-
nenten verschaffen. Wir wollen dieses Programm mit dem Vektorkalkiil durchfiihren
(was nicht zwingend notwendig, aber sehr iibersichtlich ist). Dazu stellen wir vorweg
einige zusitzliche Formeln der Vektoranalysis bereit.



328 22 Das quasigeostrophische barokline Modell (qgM)

22.6.1 Spezielle Vektorformeln

Fiir den vertikalen Einheitsvektor k und einen beliebigen horizontalen Vektor H gilt
die haufig benétigte Umrechnung

kx(kxH)=-H (22.68)
Und fiir k sowie zwei beliebige horizontale Vektoren H1 und H2 gilt
(kXH1)-(kXH2):H1-H2 (22.69)

Beide Aussagen sind formal einfach zu beweisen und aufserdem unmittelbar anschau-
lich: Gleichung (22.68) besagt, dass nach zweimaligem Drehen um 90 Grad der Vektor
H in die entgegen gesetzte Richtung zeigt. Und Gleichung (22.69) besagt, dass zwei
horizontale Vektoren, wenn man jeden um 90 Grad gedreht hat, das gleiche innere
Produkt miteinander haben, als wenn man sie nicht gedreht hétte.

Weiter gelten fiir einen konstanten Vektor k und einen beliebigen raum- und/oder
zeitabhéngigen Vektor A die Vertauschungsregeln:

0 0A D DA

In der ersten Gleichung kann man ¢ auch durch z, y, z oder p ersetzen. Die partiellen
Ableitungsoperatoren sind linear und kénnen daher stets vertauscht werden:

0A d 0A
. - A) = —_— 22.71
o und ap(V x A) =V x ap (22.71)

0
5,V A=V

22.6.2 Der Q-Vektor

Die beiden quasigeostrophischen Grundgleichungen (22.49) und (22.50) schreiben wir
nochmals auf:

L]g:)ti E4kx(ByVe)+ fokxVy =0 (22.72)
Dga

_ = 22.
D Y 0 (22.73)

Das Eliminieren des Operators Dg /Dt gelingt durch geschicktes Differenzieren sowie
durch stdndiges Verwenden der Beziehungen

00

A Ve
op

—a  foVe=kxVd fokxVys=-Vd fokx ap

=Va (22.74)
Die erste Gleichung ist die hydrostatische Windgleichung, die zweite und dritte sind die
geostrophische und die vierte die thermische Windgleichung (nach Durchmultiplikation
mit kx).
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Umformung von Gleichung (22.72)

Wir multiplizieren die letzte Gleichung mit f, kx und beachten dabei die geostrophi-
sche Gleichung in (22.74):

D5 (@)~ fo By Vi~ 2 Va =0 (22.75)

Das Ergebnis leiten wir nach p ab:

Dy [ S0P\ , 9V an 5 aVa B
o ( vap) + 5, VYR —fo —2% (22.76)
—,_/

:Ql

Der zweite Term ist ein Vektor, den wir als @, bezeichnen. Er entsteht durch das
Nachdifferenzieren des advehierenden Windes V.

Umformung von Gleichung (22.73)

Auf diese Gleichung wenden wir den horizontalen Gradient-Operator an:

Dy 9P 9% 90 -
v <ﬁ ap> +V(ow) = D8 (Va >+(vvg) Vg, FoVe=0  (2277)
_,_/
:Q2

Der zweite Term ist ein Vektor, den wir als @, bezeichnen. Er entsteht ebenfalls durch

das Nachdifferenzieren des advehierenden Windes V.

Formen des Q-Vektors

Die beiden eben definierten Vektoren sind gleich. Um das zu zeigen, rechnen wir den
ersten auf den zweiten um und nutzen dazu die obigen Vektorformeln:

oV,

Q, = _Tp V(Vo) (22.78)
_ o e
e <k Va ) V (—fok x Vy) (22.79)
B
= <kz X V8p> - (k x VVqg) (22.80)

Mit Regel (22.69) lautet die z-Komponente dieses Vektors:

- Vi) _ 0% Ve _
Q1,z—(k: Va) <k>< 3x>_v8p o = Q2 (22.81)

und die y-Komponente entsprechend

0P aV, 0d IV,
=k k e R v - R 22.82
Q1,y ( X Va ) < X ay ) Vap ay Q2,y (22.82)
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Das sind aber gerade die Komponenten des Vektors Q. Beide fassen wir zu der Formel
fiir den @-Vektor Q; = Q5 = Q zusammen:

Q= vg—i VV, = *f VT -VVy=-Va-VV; (22.83)

Hier haben wir 9®/9p zuerst durch @ und dann mit der Gasgleichung durch T aus-
gedriickt. Die so entstehenden Formeln rechts besagen: Der Q- Vektor ist proportional
zum Skalarprodukt aus dem Temperaturgradienten und zum Gradienten des geostrophi-
schen Windes. Dabei erinnern wir uns daran, dass der Gradient-Operator V im qgM
auf der Druckflache zu bilden ist. Auflerdem bemerken wir, dass die neue Gréfse VVyg,
also der Gradient des geostrophischen Windes, ein Tensor ist.

GeméR (22.83) gibt es drei Schreibweisen fiir 7. Und geméf (22.74) gibt es zwei
Schreibweisen fiir V. Also gibt es sechs Schreibweisen fiir Q. Die wichtigste ist dieje-
nige, bei der nur das Geopotenzial verwendet wird:

1 _0d
=_—-V— - V(kxVe 22.84
Q=4 V5 - VikxVa) (22.84)
Seine Komponenten sind
1 _0% 0P
y=— Vo . - 22.
Q 7, v ap (k X Vm) (22.85)
1 _09 o0
=—V— - |kEXV_— 22.86
Qy fo ap ( ay ) ( )

In dieser Schreibweise kommen nur die jeweils zweiten Ableitungen des Geopoten-
zialfeldes vor. Wenn man bedenkt, dass die Differenziation die Eigenschaft hat, ein
Feld ,,aufzurauen”, so wird versténdlich, dass der Q)-Vektor sozusagen die Feinstruktur
des Geopotenzialfeldes sichtbar macht, die im relativ ,,glatten” Geopotenzialfeld selbst
weniger hervortritt. Das héngt damit zusammen, dass der Q)-Vektor die kleinskaligen
Vertikalbewegungen kontrolliert.

Formal ist anzumerken, dass jede der Komponentengleichungen (22.85) und (22.86)
ein Spatprodukt aus drei Vektoren ist, das man allein durch zyklische Vertauschung auf
drei verschiedene Weisen schreiben kann; das erdffnet ein weites Feld fiir synoptische
Interpretationen.

22.6.3 Die Q-Vektor-Gleichung

Was ist mit der Herleitung des kompliziert aussehenden @Q-Vektors gewonnen? Dazu
setzen wir unser Ergebnis in (22.76) sowie (22.77) ein und addieren beide Gleichungen.
Wie beabsichtigt, heben die beiden Zeitableitungen einander auf, und wir erhalten

0V 2 OV,

2Q~ foBy G F— f2

+o0Vw=0 (22.87)
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Diese Gleichung koppelt die geostrophischen Komponenten (die ersten beiden Terme)
mit den ageostrophischen Komponenten (den letzten beiden Termen). Es ist eine dia-
gnostische Gleichung, die man jetzt wahlweise nach V, oder nach w auflésen kann.
Dazu nutzen wir die qg Massenerhaltungsgleichung (22.37), in der V, und w gemein-
sam vorkommen, sodass man nach einer der beiden Grofen auflésen kann. Nach welcher
soll man auflésen? Am einfachsten ist es, zuerst V, zu eliminieren und nach w aufzu-
16sen. Wenn man die Vertikalgeschwindigkeit hat, kann man im zweiten Schritt mit
Gleichung (22.37) auch V, berechnen.

Die Gleichung fiir Omega

Wir bilden die Divergenz von Gleichung (22.87):

oV,

2V-Q ~ fo B(Vy)-

—f2 Y Vit oViu=0 (22.88)
dp

Hier haben wir beachtet, dass die Divergenz von V verschwindet. Ferner schreiben
wir den meridionalen Einheitsvektor Vy = j und eliminieren V - V,, durch dw/dp. Das
liefert die w-Gleichung:

5. Ve 2 fo 97N L
2V -Q — foBj 7 +a<v+0 o7 )@ =0 (22.89)

Die runde Klammer in dieser Gleichung ist gleich dem in (22.65) definierten Laplace-
Operator L. Also lautet die Omega-Gleichung

2V~Q—foﬁaa—1;)g+oﬁw:0 (22.90)
oder
Foat)

In den runden Klammern stehen hier nur Ausdriicke, die von ® abhéngen. Das be-
deutet: Die Omega-Gleichung (22.91) koppelt die Felder von @ und von w. Dennoch
sind beide Felder nicht gleichberechtigt. Denn das ®-Feld kann man mit der Vortici-
ty-Gleichung prognostizieren, ohne das w-Feld. Umgekehrt aber gibt es fiir das w-Feld
keine Vorhersagegleichung. Das Feld von w beeinflusst das Feld von & nur indirekt.
Die Gleichung der potenziellen Vorticity ist nur eine Gleichung fiir ®. Pointiert ge-
sagt: Der Prognostiker muss das w-Feld bei der Vorhersage gar nicht kennen, denn
er kommt mit dem ®-Feld aus. Das Umgekehrte gilt aber nicht: Man kann nicht das
w-Feld vorhersagen und das ®-Feld daraus berechnen wollen.

Wenn man die Potenzialtendenzgleichung gelést und damit das Feld von @ bestimmt
hat, kann man durch Inversion des Operators £ die Gleichung (22.90) 16sen und damit
das Feld von w bestimmen.
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Die Gleichung fiir den ageostrophischen Wind

Hierzu ist wenig zu sagen. Man setzt das Feld von w in die Massenerhaltungsgleichung
ein und 16st eine Poisson-Gleichung fiir das Geschwindigkeitspotenzial, durch das der

ageostrophische Wind definiert werden kann.
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Das barotrope Modell hat nur eine Gleichung Dy4Q,/Dt = 0 fiir Q4 in der Vertikalen,
aber das barokline Modell hat im Prinzip unendlich viele Gleichungen Dyq, /Dt = 0 fiir
qg in der Vertikalen. Das Minimum, um Baroklinitét darzustellen, sind zwei Schichten
in der Vertikalen. Damit kann der thermische Wind als Scherung zwischen Ober- und
Unterschicht représentiert werden, und dies ist die Voraussetzung fiir das Auftreten
barokliner Instabilitdt. Diese kann man mit der Zwei-Schichten-Version des qgM in
einfacher Weise demonstrieren.

Bevor wir das tun, beginnen mit einer kurzen Zusammenstellung der im letzten
Kapitel entwickelten Gleichungen. Anschliefsend spezialisieren wir das fiir das Zwei-
Schichten-Modell.

23.1 Zusammenfassung der quasigeostrophischen
Gleichungen

Der eigentliche Gewinn des quasigeostrophischen Modells ist die Definition der qua-
sigeostrophischen potentiellen Vorticity: Es ist eine einzige aus dem Geopotenzialfeld
abgeleitete Funktion. Das qgM besteht in der Angabe einer einzigen partiellen Diffe-
renzialgleichung fiir die qgpV. Wenn man sie geldst hat, kann man alle Felder daraus
ableiten: Temperatur, Wind, Dichte (= reziprokes spezifisches Volumen), ageostrophi-
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schen Horizontalwind und Vertikalwind w. Insbesondere sind durch den Operator £
die Omega-Gleichung und die Gleichung der qgpV mit dem gleichen mathematischen
Apparat zu behandeln.

Der Q-Vektor ist geostrophisch, er représentiert vier Ableitungen des Geopotenzi-
alfeldes und treibt das w-Feld an. Das w-Feld ist im Gegensatz zum Geopotenzialfeld
kleinskalig, und es liefert ein Hilfsmittel zur Untersuchung der Vertikalbewegung.

Quasigeostrophische Grundgleichungen

D.V,
m Impulsgleichung: % + kX (ByVe) =—fokxV, (23.1)
Dga
m Energiegleichung: ﬁ =ow (23.2)
D 0 0 0
m 2D-Zeitableitung: D=t Ve V=g tts gt 7 (23.3)

Definitionen des quasigeostrophischen Modells

m  Statische Stabilitat: g= _% (?3% (23.4)
m  Geostrophischer Wind: Ve = % kx Vo (23.5)
® Thermischer Wind: % = —% k x Vo (23.6)
m Relative Vorticity: (g = % - %1:; = i Ve (23.7)
m  Absolute Vorticity: Ng =LY+ (g (23.8)
m Potenzielle Vorticity: g =By + % (V2 + f;g 68;2) ¢ (23.9)
m Q-Vektor: Q= Vg—i V'V (23.10)

Gleichungen des quasigeostrophischen Modells

D
m Vorticity-Gleichung: Sf?g +fV- V=0 (23.11)
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Potenzielle Vorticity- Dggg -0 (23.12)
Gleichung;: Dt
2 2 92
m  Omega-Gleichung: 2V-Q -8 o7 +o(V:+ fo O w=0 (23.13)
Oz Op o Op?

23.2 Architektur des Zwei-Schichters

Wir untersuchen jetzt die Losungen von (23.12) im Zwei-Schichten-Modell, wobei wir
ge in der Definition (23.9) durch die Stromfunktion ¥ ausdriicken; das Geopotenzial
ist dann ® = fp ¥. Dazu definieren wir fiinf Druckniveaus geméf der folgenden Tabel-
le mit Ap = 500 hPa und den entsprechenden eingetragenen Randbedingungen und
Diskretisierungen der vertikalen Ableitungen.

Index | Druck / hPa | Definierte Funktion | Diskretisierung
0 0 wo =0 ov =9
op
Ow  wo
1 Wy (t e —
250 1(t7,9) o
ov W3 — U,
2 500 wa(t,z,y) S Ay
ow w2
Ws(t — -
3 750 3(t, x,y) ap Ap
4 1000 wg =0 ov =4
op
Fiir die potenazielle Vorticity im Niveau p1 gilt
ou| 0w
/8 op |y p |y
= —_ | ———" 23.14
a=f+G+ p Ap (23.14)
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Ab sofort schreiben wir die diskretisierten Ausdriicke mit Gleichheitszeichen, obwohl
es sich in Wirklichkeit um N&herungen handelt; die statische Stabilitdt o setzen wir
konstant an. Gleichung (23.14) lautet mit der Diskretisierung aus der Tabelle:

2 _ 2
Q1:f+<1+2? > - _ L 2 (23.15)

Analog dazu ist die potenzielle Vorticity g3 im Niveau ps3 definiert:

fé W3 — U,
= —2—7
g =f+¢C o 207

+d3,0 (23.16)
Bei g1,0 und g3,0 handelt es sich um konstante Terme; sie beeinflussen die Dynamik
des Modells nicht, und wir setzen sie daher im einfachsten Fall beide gleich null. Wir
fithren zwei Abkiirzungen ein, ndmlich eine barotrope (mittlere) Komponente ¥js und
eine barokline (thermische) Komponente W7 mit

vy = ity M- (23.17)
2 2
Ebenso fithren wir die barokline (thermische) potenzielle Vorticity ein:
qg1—qs €1 —C3 fo Wy — Vs
= = -2 23.18
ar 2 2 cAp? 2 (23.18)
Damit und mit der Stabilitdtswellenzahl K, definiert durch
K22 0 (23.19)
oo Ap?

koénnen die potenziellen Vorticities wie folgt geschrieben werden:

Q=f+0G-KVr ga=f+G+EK VU  gr=(r— K2Ur  (23.20)

Das sind also Linearkombinationen aus der absoluten Vorticity im entsprechenden
Niveau und den thermischen Komponenten von Vorticity und Stromfunktion.

23.3 Der Grundzustand

Der Zustand W (t,x,y) besteht aus einem mittleren, nur von der y-Koordinate abhén-
gigen Anteil U(y) und einer Stérung ¥'(t,z,y). Die mittlere Stromfunktion ¥ wird
gemif Gleichung (22.22) mithilfe des mittleren Windes @ und der Koordinate y aus-
gedriickt:



23.3 Der Grundzustand 337

Abb. 23.1 Die barokline Instabilitdt hat
ihren Ursprung in der Scherung des geostro-
phischen Windes infolge unterschiedlicher
Neigungen der Druckflichen. In der Hohe
(Niveau 1) soll Westwind (u1 > 0), dage-
gen in den unteren Schichten (Niveau 3)
Ostwind wehen (u3 < 0).

U(t,z,y) =V + V' (t,z,y) = —ay+ ¥V (tz,vy) (23.21)
Fiir die beiden Niveaus p; und ps gilt danach sowie nach Abb. 23.1:
Uy = —Try U3 =7ury (23.22)
Damit folgt fiir die thermische Komponente der Stromfunktion (23.17):
Uy = —ury (23.23)

Fiir den Grundzustand V des geostrophischen Windes (den wir hier ohne den Index g
schreiben) gilt also

v,=| " Ve | 7 (23.24)
0 0

Die mittlere Vorticity soll in beiden Niveaus verschwinden, d.h. es soll gelten: ¢; =
C5 = 0. Mit (23.20) und (23.23) wird der Grundzustand der potenziellen Vorticities zu

@ = f0+5y*K2§T:fo+(5+K2ﬂT)y (23.25)

G = o+ By+ K> Ur=fo+ (8- K>ur)y (23.26)

Dieser Grundzustand ist zeitlich konstant. Man beachte, dass der Operator der zeitli-
chen Ableitung mit dem mittleren Wind anzusetzen ist, also D/Dt = D/Dt, denn eine
andere Advektion gibt es ja im Grundzustand nicht:

Digy _ Digy _ (0 |+ _ - 0
ot - ot —\& +V1-V|g =+ur e 0 (23.27)
D3 q3 Dsq, 0 v _ _ 0gy

Dt Dt ot TV V)G, ur Or 0 (23.28)
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23.4 Die Storungsgleichungen

Neben dem Grundzustand existieren natiirlich auch Stérungen; diese sind durch Stri-
che an den Funktionen gekennzeichnet. Eine vollstéindige Auflistung der Gréften mit
Grundzustand und Stérung wird im Abschnitt (23.7) gegeben. Hier werden nur jene
Storterme vorgestellt, die unmittelbar fiir die Stérungsgleichungen des Zwei-Schichten-
Modells relevant sind.

Will man die totale Zeitableitung der potenziellen Vorticity berechnen, so muss man
die Geschwindigkeit des Advektionsterms im Differenzialoperator und die potenzielle
Vorticity in Grundzustand und Storterm zerlegen:

%=%+Vv+v’-v q=q+¢ (23.29)
Wihrend der Grundstrom V nur eine zonale Komponente aufweist, hat die Stérung
nur eine meridionale Komponente. Mit der Stér-Stromfunktion ¥’ gilt fiir diese:

0 ! 0 ’
vi= ] w=90 vi=| ] w=20
V1 € V3 X

(23.30)

Bei der potenziellen Vorticity g besteht der Storterm aus dem der Vorticity ¢ und dem
der baroklinen Komponente Wr:

¢ =G - KU ¢ =+ KU (23.31)

Der Storterm der relativen Vorticity ldsst sich durch den Storterm der Stromfunktion
ausdriicken:
vy 8P vy 92Wh

! _ _ / _ _
0= = B B=3r = ar2 (23.32)

Dabei wurde beriicksichtigt, dass V’ keine meridionale Abhingigkeit aufweist.
Nach diesen Vorbereitungen wird der Operator der totalen Zeitableitung (23.3) auf
die Erhaltungsgleichung der potenziellen Vorticities angewendet:

— /
@+V~Va+a—q+7~Vq’+V’~V§+V’-Vq’:0 (23.33)
ot ~—— Ot ~—— ——  ———

M 1T v A\ VI

I 111

Die Terme I und II verschwinden geméf (23.27) und (23.28).

m Die Terme III und IV bilden gemeinsam die totale Zeitableitung Dq’/Dt der poten-
ziellen Stor-Vorticity bei Advektion mit dem Grundstrom.

m Im Term V tritt nur die y-Ableitung des Grundzustands der potenziellen Vorticity
auf.
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m Der Term VI verschwindet, da V'’ nur eine y-Komponente und ¢’ nur eine z-Abhén-
gigkeit hat. Das bedeutet: Nichtlineare Storterme brauchen nicht eigens vernach-
lassigt zu werden. Das nichtlineare Modell wird in der hier gewdhlten Zwei-Schich-
ten-Version von selbst linear.

Damit lautet Gleichung (23.33) fiir die beiden Niveaus p1 und p3:

D ! t,x — /
Lt’) (ﬂ _K2 uT) 111(75,96) =0 (23.34)
D ! t,x — /
%t’) + (ﬂ ~K? UT> ’Ug(t,:L‘) =0 (2335)

Das ist ein Gleichungssystem fiir die Funktionen ¢}, g5, v{ und v5. Wenn man diese
durch die Stromfunktionen ¥} und ¥4 ausdriickt, so wird es ein lineares Gleichungs-
system nur fiir ¥} und U%. Dabei ist stillschweigend vorausgesetzt, dass die mittleren
Funktionen W1 und W3 bekannt sind, was wir ja durch die Vorgabe des Grundzustands
so eingerichtet haben.

Unser Gleichungssystem hat eine wichtige Besonderheit, die sich aus dem Ansatz
der unbekannten Funktionen als Storungen ergibt: Die rechte Seite ist gleich null, d. h.
die Losungsfunktionen sind nicht angetrieben, sondern fiihren freie Schwingungen aus.

Die Losungen eines solchen Gleichungssystems kann man auf zweifache Weise be-
trachten: erstens durch explizites Eliminieren der Unbekannten, d.h. durch Berech-
nung der Eigenschwingungen (das iiberlassen wir an dieser Stelle dem Leser); zweitens
durch einen Wellenansatz und die Analyse der Dispersionsgleichung. Diesen zweiten
Weg wollen wir hier beschreiten.

23.5 Die Phasengeschwindigkeit barokliner Wellen

Fiir die Stérungen der Stromfunktion in den Niveaus p; und ps verwenden wir den
Ansatz der Uberlagerung einzelner Wellen, die die Wellenzahlen x;, die Frequenzen wj
und die Amplituden Ai(xi,w;) bzw. Az(ki,w;) haben:

Ar (i, wy) ,
= exp |t (K xi +wj 23.36
; Ao (r.05) p i (k@i +w;t)] (23.36)

Wegen der Linearitdt des Gleichungssystems geniigt es, eine einzige Teilwelle zu be-
trachten. Der Differenzialoperator D/Dt lautet nach Bildung der Ableitungen der Ex-
ponentialfunktion wie folgt:

%:%+ET%=meT (23.37)
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Mit dem Losungsansatz (23.36) resultiert fiir die Storterme (23.31) der potenziellen
Vorticity:

¢ = [A"Al - K? (’41;’43” exp i (kz + wt)) (23.38)

¢ = [—&2 Az + K? (AI;ASH expli (kx4 wt)] (23.39)

Weil ja auch die Geschwindigkeiten v und v3 geméR den Gleichungen (23.30) durch
die Stromfunktionen ¥} und W5 gegeben sind, kann auch dafiir dieser Losungsansatz
verwendet werden:

v] = ikAr expli(kz +wt)] (23.40)
v = ikAzexpli(kz+wt)] (23.41)

Wir setzen die Losungsansétze der potenziellen Vorticity (23.38) und (23.39) sowie
jene der Geschwindigkeiten (23.40) und (23.41) unter Beachtung der Schreibweise des
Differenzialoperators (23.37) in die Storungsgleichungen (23.34) und (23.35) ein und
erhalten auf diese Weise ein lineares Gleichungssystem fiir die Amplituden A; und As,
wobei der Exponentialterm bereits herausgehoben und durchdividiert wurde:

i (w+ Uy k) <—m2A1—K2 ’412‘43)+(5+K2W)mm =0 (2342
2 A1 — As

i(w—TurkK) <—/§2A3+K 3

)+(6—K2uT)mA3 =0 (23.43)

Das Gleichungssystem (23.42) und (23.43) kann auch in der Matrixschreibweise for-
muliert werden:

M1 M A A
e le=m| Tt =0 (23.44)
Mar Moo Az T\ 43

Fiir die einzelnen (dimensionsfreien) Komponenten des Tensors M gilt nach Division
durch ik 3:

K?w KQET

K
M1 = —= w — 1 23.4
11 B(w—HLTn) 2nﬂ+ + 55 (23.45)
2
Mis = w 23.4
12 (w—i—uTﬁ)QHﬁ (23.46)
K2
K K?w K?ur
Moy = —— — — —1 23.4
22 ﬂ(w Ur K) Y + 55 (23.48)



23.5 Die Phasengeschwindigkeit barokliner Wellen 341

Im néchsten Schritt wird w geméft w = —ck durch die Phasengeschwindigkeit ersetzt.
Die Matrixkomponenten (23.45) bis (23.48) werden dadurch zu

2 2 2
K _ K*e K*ur
M1 = = (¢— 1 23.4
11 B(C ur) + 23+ + 25 (23.49)
2
Mis = —(C — ﬂT) % (2350)
K
Mo = —(c+7r) 53 (23.51)
2 2 2
K _ K“e K*ur
Moy = — -1 23.52
22 5(C+UT)+ 25 + 25 (23.52)
Unter Verwendung der dimensionsfreien Abkiirzungen
. K . cK? . ur K?
—_ — ur = 23.
K e c 3 ur 3 (23.53)

nimmt die Matrixgleichung (23.44) mit den Komponenten (23.49) bis (23.52) die fol-
gende Gestalt an:

A
M) =0 (23.54)
M
mit
(¢ —up) (k2 + 3) + (14 u7) —5(c" —uy)
M = (23.55)
e T (c*+ ) (2 +1) + (1- 73)

Der oben erwdhnte Umstand, dass unsere baroklinen Stérungen nicht angetrieben,
sondern frei sind, hat jetzt eine wichtige mathematische Konsequenz. Die Determinante
der Koeffizientenmatrix M* kann gleich null oder von null verschieden sein. Ist sie
von null verschieden, so gibt es genau eine (ndmlich die triviale) Losung: A1 = 0,
Az = 0. Ist die Determinante aber gleich null, dann gibt es eine ganze Schar nicht-
trivialer Losungen. Doch an diesen sind wir interessiert. Wir verlangen also, dass die
Determinante verschwindet.

Beim Bilden der Determinante von M™ heben einige Terme einander auf, und es
verbleibt

o) = (¢ 7) (2 5) 4 (1) 02 (0 5) (o)
(23.56)
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Dieser Ausdruck soll verschwinden. Durch eine weitere Umformung von (23.56) erhélt
man eine quadratische Gleichung in ¢*:

2 x 14 2x*? w? (1 - &*?) 1
=0 23.57
S (Ii*2 (1 + K*Q) + 1+ K*2 + kx4 + K*2 ( )
Mit der Abkiirzung:
1 1\ 1-k2 .
D* = - U7 23.

(2/1*2 1—|—/~£*2> 14 k*2 ur (23.58)

erhalten wir fiir die Losung von (23.57):

*2

o= 2ERT L pe (23.59)

> _Iﬁ}*2 (1 + K,*Q)

Die Phasengeschwindigkeit ¢* hidngt also vom thermischen Wind @} und von der Wel-
lenzahl k* ab. Bei den relevanten Losungen ist k* ist kleiner oder gleich 1. D* heifst
Diskriminante der quadratischen Gleichung (23.57). Man verwechsle das nicht mit der
oben definierten Determinante M™.

Je nach dem Vorzeichen von D* gibt es reelle oder imaginére Losungen. Zuerst neh-
men wir D* > 0 an. Dafiir haben wir jeweils zwei Losungen fiir die Phasengeschwin-
digkeit. Wenn wir ¢3 dem negativen Vorzeichen vor der Wurzel in (23.59) zuordnen,
so ist ¢ negativ, d. h. nach Westen gerichtet.

Um ¢} einzugrenzen (weiterhin fiir D* > 0), fragen wir: Wie groft kann D* werden?
Der grofite Wert, den D* annehmen kann, ist fiir k* < 1 durch uj = 0 gegeben. Das
bedeutet

= 1 1

und hat zur Folge:
1

1+ k*2
Mit anderen Worten: Bei nicht negativer Diskriminante sind beide Losungen fiir die

< — (23.61)

Phasengeschwindigkeit negativ, d. h. die baroklinen Wellen pflanzen sich nach Westen
fort, wie wir das bereits im einfachsten Fall der barotropen Rossby-Wellen gesehen
haben.

23.6 Baroklin instabile Wellen

Der interessanteste Fall liegt vor, wenn die Diskriminante negativ wird. Wir nehmen
also ab jetzt D* < 0 an. Dann hat unsere quadratische Gleichung (23.57) komplexe
Losungen. Der Imaginérteil in der Exponentialfunktion beschreibt eine harmonische
Welle und der Realteil eine Dédmpfung oder ein Anwachsen der Amplitude:

cF=crtic; = explic(z—ct)=explin(z—c-t)] exp(E£rcit) (23.62)
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Der Leser lasse sich durch den Wechsel zwischen dimensionslosen Gréfen (z.B. c*)
und der zugehorigen dimensionierten Grofe (c) nicht verwirren. Zur theoretischen
Argumentation verwenden wir am liebsten die dimensionslosen Parameter; aber in
der Wellenfunktion (23.62) miissen wir natiirlich die originalen dimensionierten Gro-
fen nehmen. Den Zusammenhang zwischen beiden liefern bei Bedarf die Gleichungen
(23.53).

Der Imaginérteil der komplexen Phasengeschwindigkeit ist also

¢ =/=D~ (23.63)

Darin ist ¢} reell und kann beiderlei Vorzeichen haben. Relevant ist aber das positi-
ve, denn dieser Fall bestimmt den Vergroferungsfaktor der Amplitude der baroklinen
Wellen zu Beginn der Instabilitét.

Bei einer hinreichend kleinen Zeit ¢ ist der Anstieg der Amplitude linear gemafs

Ut f Rt (23.64)
Die Grofe
ke =N (23.65)

ist eine Frequenz, sie bestimmt die Starke der Instabilitdt. N wird als Wachstumsrate
bezeichnet. Man vergleiche dazu die mathematisch gleich gebaute Theorie der stati-
schen Instabilitét, insbesondere Formeln (13.23), (13.36) fiir das Komplexwerden der
Auftriebsfrequenz; die Auftriebsfrequenz wird dort ebenfalls als N bezeichnet.

Fiir die beiden Faktoren von N in (23.65) hat man die dimensionierten Gréfen zu

nehmen. Wir ersetzen ¢; mithilfe von (23.53) durch c¢;:

_ﬂlﬁ) * 2 652*2_ ﬁNQ *
KCi—ﬁCi—N oder N = %z) ¢ = |\ 2 D (23.66)

und fithren die dimensionslose Wachstumsrate n ein:

N

G =" (23.67)

Die rechte Gleichung in (23.66) lautet damit

(23.68)

Diese Formel fiir die instabilen Wellen verkniipft iiber D* den thermischen Wind u7
mit der Wellenzahl x*; der Parameter ist n. Mit D* aus (23.58) lautet Gleichung
(23.68) nun explizit

) 1 1 1-x2_,
n?+ (25*2 ) S (23.69)
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Wenn man dies nach dem thermischen Wind auflést, gelangt man zur Bedingung fiir
das Auftreten barokliner Instabilitét:

o 1 1 14+ K2 5
= + 23.
ur At 1t T g2 " (23.70)

Zur Veranschaulichung plotten wir fiir das Argument £** = z die Funktion

11 1+Z o
f(w)_ﬁl—x—’_l—\/in (23.71)

Fiir n wéhlen wir eine lineare Zunahme.

Das Ergebnis ist in Abb. 23.2 gezeigt. In dieser Darstellung wird die Kurve fiir n = 0
vollstandig symmetrisch (erstmals von Thompson 1961 gezeigt). Bei hoheren Werten
der Wachstumsrate werden die Kurven unsymmetrisch. Das ist so zu interpretieren: Bei
nennenswerter barokliner Instabilitat (d.h. bei geniigend starkem thermischen Wind)

Abb. 23.2 Bedingung fiir barokline Insta-
bilitdt. Geplottet ist die dimensionsfreie
Funktion (23.71). Dimensionsfreie Parame-
ter sind der thermische Wind w7} (vertikale
Achse) und die Wellenzahl x* (horizontale
0 Achse) sowie die Wachstumsrate n (Kur-
0 02 04 00 08 ! venparameter). Barokline Instabilitat tritt

bei n > 0 ein.

befinden wir uns bei den langen Wellen (kleine Wellenzahlen, links oben in Abb. 23.2).
In diesem Bereich liegen die Kurven fiir die Wachstumsraten dicht gedrdngt. Das be-
deutet: Dort besteht eine hohe Empfindlichkeit gegeniiber der Wellenlédnge. Barokline
Wellen mit einer Wellenzahl, die zu klein ist fiir Instabilitat (lange Wellen), bleiben
stabil, withrend benachbarte mit leicht groferer Wellenzahl (kurze Wellen) bereits tief
im Instabilitatsbereich liegen konnen

Allgemein gilt: Die baroklinen Wellen werden umso eher instabil, je geringer die
statische Stabilitdt ist. Woher stammt die Energie der baroklinen Welle? — Aus der
baroklinen Schichtung, also vom horizontalen Temperaturgradienten, der durch das
Strahlungsfeld stdndig wieder aufgebaut und durch die barokline Instabilitdt abgebaut
wird.



23.7 Liste der Funktionen des Zwei-Schichten-Modells

23.7 Liste der Funktionen des
Zwei-Schichten-Modells

345

Die folgende Aufstellung enthélt die relevanten Funktionen des Zwei-Schichten-Mo-

dells, jeweils mit dem Grundzustand und dem Stérterm.

Funktion f(t,z,y)

u \111,3
. Ty = v 4 U3
2
U, — WUs
U =
[ T 3
. V1 _ *8‘1’1/83/
oV, /0x
. V= —0V¥3 /0y
OVs/0x
. Vi = —0U /0y
OV [0z
—0Ur /0y
] V=
r ( VT /O
u (1,3 =V 3
u v, = V2\I/M,T
. a=f+6-K?*Ur
. g3 =[f+C+ K> Up
_ + g3
] qm 2
n g =T = - Ky

Grundzustand f(y)

Vi3 =-T13Y
Uy =—-umy=
ET = 7ﬂTy

Storung f'(x,t)

Vi3
Uh +
\I’/ — 1 3
M 2
U — v
vl = 1 5 3
0 0
vy 1/ 0z
0 0
r_ _
Va= (v’ > N <8\Iﬂ/8w>
3 3
0 0
Vi = -
M <u;w> <8\I/’M/8x>
0 0
- _
VT_<U/>_<8\II’/8$>
T T
C/ _ dvi,S d2\1{l1,3
1.3 oz Ox?
, _ Oy _ 82\11;\/17T
M.T or 0x2
02w’ ) — Wl
/ 1 2 1 3
91 = -K
Ox? 2
82\1’/ \/ZAN /7]
’ 3 2 *1 3
= K
% Ox2 2
0%y,
Y M
qn = Cur )
d2\111 i !/
1o T _ g2l 3
T Ox? 2

23.8 Schlussbemerkungen zum qgM

Die Aufgabe der theoretischen Meteorologie ist es, den formalen Zusammenhang zwi-

schen den Grofsen herzuleiten, die den jeweiligen Zustand der Atmosphére beschreiben.

Dies dient zwei Zwecken. Der erste besteht darin, dass der Theoretiker den Zusammen-
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hang verstehen will: Die theoretische Meteorologie hat also als erste Aufgabe, die Phéa-
nomene in der Atmosphére zu erkliaren. Ein Beispiel ist das Konzept der potenziellen
Temperatur, mit dem der Fohneffekt erklart wird, der den Alpenbewohnern lange ein
Réatsel war (und immer noch fiir groffe Unanschaulichkeit sorgt). Im Bereich der grof-
rdumigen Windfelder ist ein anderes Beispiel die Vorticity. Die Rolle auch dieser Grofe
ist sehr unanschaulich, wenn man bedenkt, dass die dynamisch relevante Komponente
der Vorticity ihre Vertikalkomponente ist, die aber mit Abstand die kleinste ist; den-
noch ist gerade sie die ausschlaggebende Grofse. Durch das qgM in seiner barotropen
und baroklinen Form haben wir uns diese Zusammenhénge versténdlich gemacht.

Der zweite und ausschlaggebende Zweck der Theorie besteht darin, den Beweis fiir
den Wahrheitswert der formalen Erklarungen anzutreten. Der Theoretiker will also die
kiinftige Entwicklung vorhersagen. Das ist deswegen schwieriger, weil auch der Laie das
Ergebnis am Ende beurteilen kann. Die Forderung zur zutreffenden Vorhersage beruht
auf der einfachen Uberlegung: Wenn die dynamischen Gleichungen richtig sind, also die
Verdnderungen der Atmosphére zutreffend beschreiben, miissen sie in der Lage sein,
eine korrekte Wettervorhersage zu liefern.

Dieses Programm hat die theoretische Meteorologie im vorigen Jahrhundert in An-
griff genommen — mit sichtbarem Erfolg. Die Wettervorhersagen, bis hinein in die
lokale Skala, sind heute zuverlédssiger als jemals zuvor. Wesentliches Werkzeug auf dem
Weg dahin dazu war lange Zeit das quasigeostrophische Modell, mit dem es gelingt,
das Vorhersageproblem auf die Prognose nur einer Funktion, des Geopotenzials, zu
reduzieren. Bis vor wenigen Jahren wurden beispielsweise Neuentwicklungen am Fu-
ropdischen Zentrum fiir Mittelfrist- Wettervorhersage - EZMW jeweils zuerst mit dem
qgM getestet.

Es muss aber klar sein, dass das qgM nur ein erster Einstieg in das komplexe Pro-
blem der eigentlichen Wettervorhersage ist. Die damit gegebenen Grenzen auch dieses
Lehrbuchs kann man thesenartig so ausdriicken:

m Trotz der Vereinfachungen, die im qgM gemacht werden, erlaubt das Modell ein
quantitatives Verstdndnis der grofirdumigen Prozesse bis an die Grenze der Me-
soskala. Dies wird, mehr in die Einzelheiten gehend als hier, in der theoretischen
Synoptik behandelt.

m Viele synoptisch wichtige Prozesse sind dennoch im qgM nicht enthalten. Dazu
gehort etwa der Bereich der Frontendynamik; dazu braucht man das semigeostro-
phische Modell, das iiber das qgM hinausgeht. Fiir eine vertiefte Diskussion dieser
Vorgénge steht der synoptischen Meteorologie heute ein umfangreicher theoretischer
Apparat zur Verfiigung (vgl. etwa das Buch von Bott, 2012).

m  Schlieflich ist der weite Bereich der Wolken- und Niederschlagsbildung und der
Strahlungsvorgéinge sowie der damit zusammenhéangenden Wettererscheinungen im
qgM auch nicht ansatzweise repréasentiert. Das erfordert ein Zuriickgehen zu den
vollstdandigen Gleichungen und deren numerische Lésung mithilfe von Grofsrechnern.
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Wir verallgemeinern und vertiefen hier die in den Kapiteln 10 und 11 fiir Masse und
Energie erarbeiteten Aussagen, insbesondere das allgemeine Transporttheorem. Das
Hauptaugenmerk in den Anwendungen liegt anschliefiend auf der Nutzung des Trans-

porttheorems fiir ausgewéhlte globale und zonal gemittelte Haushalte.

24.1 Die allgemeine Haushaltsgleichung

In einem Haushalt gibt es drei grundsétzlich verschiedene Grofsen, die wir als Zustands-
grofse, Ausfluss und Quelle bezeichnen kénnen. Miteinander gekoppelt sind sie durch

die allgemeine Haushaltsgleichung

dA
L= 24.1
a "B=C (24.1)

Diese Grofien konnen kurz wie folgt charakterisiert werden:

m Die Zustandsgrofse A definiert den Zustand des Systems. In der Haushaltsgleichung
erscheint ihre zeitliche Anderung.

m Der Ausfluss B reprisentiert den Gesamtfluss der Zustandsgrofie aus dem Kontroll-
volumen nach auflen (echter Ausfluss) oder nach innen (Einfluss). Diese Grofe tragt
zu einer Abnahme bzw. Zunahme von A bei.

m Die Quelle beschreibt die Erzeugung (echte Quelle) oder Vernichtung (negative
Quelle, Senke) von A im Inneren des Kontrollvolumens.

Die Selbstverstandlichkeit dieses Zusammenhangs kann man sich etwa an einem Geld-
haushalt klarmachen: A stellt das Vermogen dar, B die Ausgaben (negative Ausgaben
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sind Einnahmen) und C' die Gelderzeugung (z. B. Aktiengewinne). Wir wollen nun die
drei Komponenten des Haushalts nacheinander etwas naher betrachten.

24.1.1 Speicherung

Der erste Term in Gleichung (24.1) ist die zeitliche Anderung der Zustandsgréfe. Das
wird als Speicherung bzw. Tendenz bezeichnet. Bei positiver Tendenz nimmt A mit der
Zeit zu, bei negativer Tendenz ab. Ist dA/dt = 0, so nennt man diesen Zustand des
Haushalts stationdr. Die Zustandsgrofse kann beispielsweise von einem Prognosemodell
vorhergesagt werden.

A ist eine extensive (globale, totale, integrale) Zustandsgrofe. Ihr Differenzial ist
proportional zum Massendifferenzial. Die Proportionalitdtskonstante ist die zugeho-
rige intensive (lokale, differenzielle) Zustandsgrofe a. Der Zusammenhang zwischen
diesen Darstellungen wird mit dM = pdV iiber das Massen- bzw. das Volumeninte-
gral hergestellt:

dA =adM = A:/adM:/apdV (24.2)
M \%
Ist beispielsweise A die Gesamtmasse des Wasserdampfs, so ist a die spezifische Feuch-
te.
Wir nehmen fiir den Augenblick an, dass keine Masse aus dem Kontrollvolumen aus-
oder einflieft, und zwar an keiner Stelle (so genanntes fliissiges Volumen). Mit dieser

Voraussetzung bilden wir die zeitliche Anderung der Zustandsgroke, d.h. wir leiten
(24.2) nach der Zeit ab:

dA d da da
M M |4

Nach unserer Annahme wirkt der Operator d/d¢ nur auf den Integranden, aber nicht
auf die Integrationsgrenzen; d. h. man darf zeitliche Ableitung und Integration vertau-
schen.

24.1.2 Ausfliisse

Der Ausfluss der Zustandsgrofie A {iber den Rand des Kontrollvolumens kann gleich
null sein; dann ist der Haushalt abgeschlossen. Massenméfig ist er das geméfs unserer
vorigen Annahme sowieso schon. Aber der massenméfige Abschluss kann den Aus-
tausch von A durch andere Mechanismen nicht unbedingt verhindern. Beispielsweise
ist beim Energiehaushalt der wichtigste nicht durch Massentransport bewirkte Ener-
giefluss der Strahlungsfluss.

Wir verschaffen uns nun B aus einem Vektor J, von dem wir nur annehmen, dass in
ihm alle sonst noch ablaufenden Transporte von A enthalten sind. Wie dieser Vektor
sonst genau beschaffen ist, brauchen wir hier noch nicht zu wissen. Es geniigt die
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Annahme, dass es ihn {iberall im Kontrollvolumen und iiber den Rand hinaus gibt.
Dann ist B die Projektion von J auf die Normale der Oberflache, integriert iiber die
geschlossene Oberflache des Kontrollvolumens:

B:/J-ndE (24.4)
b

Dies ist der gleiche Ansatz, den wir schon in Gleichung (10.4) beim Massenfluss ver-
wendet haben. Der hier noch unbekannte Transportvektor J muss spéter durch Zusatz-
wissen iiber die Grofe A definiert werden.

Trotz des niedrigen Wissensstandes tiber J kénnen wir die rechte Seite von (24.4)
mit dem Gaufischen Integralsatz in ein Volumenintegral verwandeln:

/J-ndE:/V-JdV (24.5)
> \%

Diese dquivalente Fassung des Ausflusses von A werden wir gleich brauchen.

24.1.3 Quelle
Die Quelle ist gegeben durch die Erzeugungsrate @ von A im Inneren des Volumens:

C_AZQdM_V/deV (24.6)

Die Erzeugungsrate kann durch Phasenumwandlung (wie beim Haushalt des Was-
serdampfs) oder durch chemische Umwandlung (wie bei chemischen Reaktionen) oder
durch anderweitige Prozesse (z. B. Dissipation bei der Entropie) verursacht sein. C hat
nicht die Form eines Oberflachen-, sondern urspriinglich eines Massenintegrals. Jedoch
ist @ selbst vorlaufig ein Buchstabe ohne spezifizierten Inhalt. Ist C = 0, dann wird
der Haushalt als quellenfrei bezeichnet. Wenn die Quellenfreiheit nicht nur gelegentlich,
sondern zu jedem Zeitpunkt und fiir jedes denkbare Kontrollvolumen gegeben ist, d. h.
wenn @ iiberall verschwindet, wird der Haushalt als konservativ bezeichnet. Die zuge-
horige Zustandsgréfe nennt man in diesem Fall eine Erhaltungsgrofie. Gesamtmasse,
Gesamtenergie und Gesamtimpuls sind Erhaltungsgrofien.

24.1.4 Das globale Transporttheorem

Von den drei Komponenten unseres obigen Haushaltsprinzips (24.1) kennen wir bisher

nur:

m Die mathematische Form. Der erste Term ist die Zeitableitung eines Masseninte-
grals. Der zweite ist ein Integral {iber die Oberflaiche des Kontrollvolumens. Der
dritte schliefilich ist wieder ein Massenintegral. Der erste und der letzte Term in
(24.1) sind durch Skalarfelder definiert, der zweite durch ein Vektorfeld. Keine der
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drei Grofien kann man ineinander umrechnen (mit einer gewichtigen Ausnahme, die
gleich besprochen wird).

m Die physikalischen Dimensionen der Grofen kennen wir auch. Fiir den Wasser-
dampfhaushalt beispielsweise hat C die Einheit kg/s; die zugehorige Erzeugung
Q@ ist die massenspezifische Verdunstungsrate von Wassertropfchen mit der Ein-
heit 1/s.

m  Auflerdem kennen wir die Vorzeichen. Positives dA/dt bedeutet Zunahme von A,
negatives Abnahme von A. Positives B ist echter Ausfluss, er verringert den Ge-
samtwert von A, negatives B ist Einfluss, er vergrofert A. Positives C' schlieklich
vergrofert A, negatives C' verkleinert A.

Wenn wir nun dieses immer noch bescheidene Vorwissen zusammen mit den Aus-
driicken (24.3) bis (24.6) in (24.1) einbringen, so gewinnen wir die Urform der globalen
Haushaltsgleichung fiir die spezifische Zustandsgrofe a:

/ —dM+/J nds = /QdM (24.7)

Diese Gleichung stellt den Grundgedanken dar, auf dem das allgemeine Transporttheo-
rem aufsetzt. Die Integration ist {iber ein fliissiges Volumen zu erstrecken, durch dessen
gedachte Grenzen keine Masse aus- oder einfliefft. Dann kann sich die Gesamtmenge
der intensiven Gréfe a im Kontrollvolumen nur dndern durch den Fluss von J iiber
den Rand oder durch eine Erzeugungsrate ) im Inneren des Volumens.

Wir kénnen nun in (24.7) die Massenintegrale (mit dM = p dV) und das Ober-
flachenintegral (mit dem Gaufschen Integralsatz) einheitlich in Volumenintegrale um-
wandeln:

/pdt dV+/ V.Jdv = /deV (24.8)

Das ist die globale Form des allgemeinen Transporttheorems.

24.1.5 Das lokale Transporttheorem

Bei den drei Termen in (24.8) handelt es sich um Integrale iiber das stets gleiche
Volumen. Also miissen die Integranden dieselbe Gleichung erfiillen:

da

da J= 24.
PtV I=r0Q (24.9)

Das ist die lokale substanzielle Form des allgemeinen Transporttheorems. Beide Ver-
sionen (24.8), (24.9) sind in der physikalischen Aussage am Ende gleich, denn wenn

die eine gilt, so auch die andere und umgekehrt.
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Beim Ubergang zur lokalen Formulierung haben wir die Bedingung hinter uns ge-
lassen, dass die Integration iiber ein fliisssiges Volumen zu erfolgen hat. Da (24.9) eine
lokale Gleichung ist, spielt die Frage der massenméfigen Abschlieffung letzten Endes
keine Rolle. Im globalen Theorem (24.8) diirfen wir V' als beliebiges Volumen inter-
pretieren, auch als eines, durch dessen Grenzen hindurch Masse fliefét.

Wir kénnen nun weiter den ersten Term in (24.9) mit dem Windvektor v in der
Flussform (10.23) schreiben. Dadurch nimmt (24.9) die dazu dquivalente Form an:

dap
ot

+V-(pav+J)=pQ (24.10)

Das ist die lokale Flussform des Transporttheorems. Die Aussage dieses Theorems
ist unabhéngig vom Kontrollvolumen; (24.9) und (24.10) sind Feldgleichungen, die an
jeder Stelle des Stromungsfeldes gelten.

Im Divergenzterm dieser Gleichung treten zwei Fliisse auf: p a v ist der rein advektive
Fluss von a. Fiir a = 1 ist dies beispielsweise der Massenfluss. Dieser Fluss wird mit
dem Windvektor v transportiert. Der zweite, oben als Ausfluss eingefiihrte und noch
nicht spezifizierte Fluss J kann ebenfalls advektive, jedoch auch konduktive Anteile
enthalten.

Alle drei Terme in (24.9) oder (24.10) sind grundsétzlich gleich bedeutsam, obwohl
sie ganz unterschiedliche Grofsenordnungen und véllig verschiedene physikalische Be-
deutungen haben. Ein besonders wichtiger Spezialfall ist fiir konservative Haushalte
(Q = 0) die Situation in N#he der Stationaritét (0pa/0t = 0). Pauschal kann man
sagen, vor allem fiir die allgemeine Zirkulation der Atmosphére auf der globalen Skala,
dass die Haushalte zeitlich nur schwach verédnderlich sind, d.h. quasi-stationar ablau-
fen. Daraus folgt, dass auch die Flussdivergenz ndherungsweise gleich null sein muss.

Daraus folgt aber natiirlich nicht, dass auch der Fluss selbst verschwindet. Vielmehr
stehen die aktiven dynamischen Systeme der Atmosphére in einem unterschiedlich
stark balancierten Flieigleichgewicht.

24.2 Anwendungen des Transporttheorems

In strenger Form wird das Transporttheorem in der theoretischen Hydrodynamik auf
die Erhaltungsgrofen Masse geméak Gleichung (10.18), Impuls gemaf Gleichung (11.26)
und Energie gemafl Gleichung (11.59) angewendet. Die Fliisse apv und J sind in
Komponentenschreibweise:
Masse (a = 1) pU; J;j=0 (24.11)
Impuls (a = v;) Vi pUj Jijg = p dij + mij (24.12)

Energie (a = 6) epuv; Jj =pvj +mivi + 15+ w; (24.13)
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A) Zustandsgrofien Grofe Dimension
e Substanz Gesamtmasse der Luft kg
spezifische Feuchte ¢ g/kg = 1073
Spurenstoffe (Konzentration) | g/kg
Bodenfeuchte z.B. kg/m?
Gletschereismasse z.B. kg/m?
e Energie Fiihlbare Warme c, T J/kg
spez. latente Energie L q J/kg
spez. potenzielle Energie ® J/kg
spez. kinetische Energie k J/kg
e Impuls Wind V = (u, v) m/s
Strémung im Ozean m/s
Geschwindigkeit von Meereis | m/s
B) Flussgroéfien Grofe Dimension
e Massenfluss Massenstromfunktion ¥ kg/s
e Hydrologische Fliisse Niederschlag P kgm 2 s !
Verdunstung E kgm2s7!
Abfluss A kgm2s!
e Energiefliisse Nettostrahlung RAD W /m?
Fluss latenter Warme LH W/m?
Fluss fithlbarer Warme SH W/m?
e Impulsfluss Windschub 7 Pa
Korrelationsfluss u’ v’ m?/s?
C) Quellgréfien Grofse Dimension
e Phasenwechsel Kondensationsrate kg m~3s7!
e (Chemische Reaktion Umsatzrate kgm3s7!
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Darin sind r; und w; die Komponenten von Strahlungsvektor » und Warmeflussvektor
w. Der oben als Ausfluss eingefiihrte Vektor J ist nicht unbedingt ein rein konduktiver
Fluss, sondern hat etwa bei der Energie advektive (pv;, m;; v;) und konduktive Anteile
(Rj,Wj). Beim Impuls ist J ein Tensor, weil die zu transportierende massenspezifische
Grofse (der Wind v) ein Vektor ist (daher rithren in diesem Fall die zwei Indizes bei J;;).

Beim Massenhaushalt (J = 0, @ = 0) reproduziert (24.10) die Flussform (10.18) der
Massenkontinuitatsgleichung. So wird sie auch in der Literatur oft begriindet. Wir tun
das hier aber nicht. Wir haben in Kapitel 10 die lokale Massenkontinuitédtsgleichung
(10.18) aus der Kombination mit der fluiddynamischen Kontinuititsgleichung heraus
begriindet. Dazu haben wir den Zusammenhang zwischen den kartesischen Ortskoordi-
naten und den Lagrangeschen Identitdtskoordinaten bendtigt. Die Argumente, die zu
(24.8) fuhren, liefern diesen Zusammenhang nicht; er muss von aufien zugefiigt werden.

Das Transporttheorem ist von grofser Allgemeinheit. Es lasst sich auf die Haushalte
beliebiger Zustandsgrofen anwenden, auch solcher, die nicht konservativ im strengen
Sinne sind. Die Betrachtung solcher Partialhaushalte fiihrt zu einer ganzen Klasse
relevanter Aussagen in der Klimatheorie. Typische hier in Frage kommende Gréften
sind in der vorstehenden Tabelle zusammengestellt.

24.3 Advektive Flusse

Advektive Fliisse spielen in der Meteorologie eine zentrale Rolle. Es handelt sich um
Eigenschaftsfliissse, die vom Massenflussvektor p v des Tragermediums advehiert (=
,herangefahren®) werden. Thre Richtung ist die des Geschwindigkeitsvektors v der Luft,
und transportiert wird die lokale Zustandsgrofe a. Fiir a = ¢, T haben wir den advek-
tiven Fluss von Enthalpie (man spricht auch vom advektiven Fluss fihlbarer Warme),
fiir a = ¢ den advektiven Fluss von atmosphéarischem Wasserdampf (er ist proportional
zum advektiven Fluss latenter Wirme) und fiir a = k den advektiven Fluss kinetischer
Energie. Jede spezifische Zustandsgrofe ist diesem Transportprozess unterworfen. Die
Einzelheiten der jeweiligen Felder werden in der quantitativen Klimatologie im Detail
untersucht, vor allem durch die operationellen Messsysteme.

24.3.1 Nichtlinearitat der Advektion

Der advektive Fluss vereint mehrere Gréfen miteinander: die massenspezifische Eigen-
schaft a, die Dichte p und den Geschwindigkeitsvektor v. Ihrer Natur nach handelt es
sich bei den drei Einzelgrofsen ebenso wie beim gesamten Flussvektor um eine instan-
tane, lokale Grofse, die zu jedem Raum-Zeit-Punkt einen wohldefinierten Wert hat.
Dieses Konzept versagt vor der Perspektive der Struktur der Materie und den Er-
kenntnissen der Quantentheorie. Danach ist eine beliebige Unterteilung des Raum-
Zeit-Kontinuums bis hin zu einem einzelnen Punkt nicht moglich. Das bedeutet: Wir
konnen die Vorstellung des Kontinuums nicht bis zur letzten Konsequenz durchhalten.
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Diese grundsétzliche Beschrankung, so fundamental sie in der Tat ist, bedeutet den-
noch fiir die Geofluidtheorie kein wirkliches Problem. Denn eine andere, durch die
Praxis der Messsysteme erzwungene, Beschrankung wirkt sich ungleich gravierender
und so stark aus, dass die subtilen Fragen des Kontinuumsproblems dadurch vollig
verdeckt werden.

Diese erzwungene Beschriankung betrifft die Notwendigkeit der raum-zeitlichen Mit-
telung jeder Messung in der Geophysik. Von einer geophysikalischen Messgrofse erhélt
man in der Praxis nie instantane und/oder lokale Werte, sondern bestenfalls Mittel-
werte iiber mehr oder weniger ausgedehnte Bereiche des Raum-Zeit-Kontinuums. Dies,
zusammen mit der Nichtlinearitdt unseres advektiven Vektors, erzeugt die Korrelati-
onsfliisse oder Eddy-Fliisse.

Den grundsatzlichen Mechanismus haben wir oben in Kapitel 18 bei der Behandlung
der Turbulenz besprochen. In den folgenden Abschnitten wollen wir ihn auf ausgewahl-
te Mittelungsoperatoren anwenden, die fiir die Haushalte der globalen Atmosphére
gebraucht werden.

24.3.2 Spezielle Mittelungsoperatoren

In diesem Abschnitt besprechen wir einige konkrete Mittelbildungen: das zeitliche, das
zonale und das vertikale Mittel. Im Wesentlichen handelt es sich dabei um die Ausfiih-
rung der entsprechenden Integrale mit anschlieffender Division durch das Integrations-
gebiet. Dieses Thema ist formal unabhéngig vom hier behandelten Advektionsproblem.
Es gehort dennoch in diesen Zusammenhang, weil die Mittelungsoperatoren gerade bei
den advektiven Fliissen laufend benotigt werden.

Zeitliche Mittelung

Das Zeitmittel einer Funktion f wollen wir mit einem Querstrich in der Form von f
bezeichnen. Definiert ist die zeitliche Mittelung wie folgt:

ta
B f f(t) dt 1 to B
fetg—-= Po— /f(t) dt mit  f(t)=f+f(1) (24.14)
fdt 2 ! ty
ty

Messungen in der Meteorologie liefern immer nur zeitliche Mittelwerte. Je kiirzer das
Mittelungsintervall ist, desto ndher kommt man dem Ideal der Augenblicksmessung.
Der Mittelwert f ist zeitlich konstant, und die zeitlichen Fluktuationen sind in der
Abweichung f'(t) enthalten.
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Zonale Mittelung

Die zonale Mittelung ist das durch den Umfang des betrachteten Breitenkreises divi-
dierte Integral der Funktion iiber eben diesen Breitenkreis. Die zonale Koordinate ist
x = a cos @ \. Wir schreiben also wahlweise f(z) oder f(\):

2ma cos o0
J Wf (x)dz [ f(A)dX LT
[f]: Q(jracosgo =20 o :ﬂ/f(A)d/\ mit f(A):[f]+f*(/\)
dz Jdx 0
0 0

(24.15)
Der Ubergang von der x-Schreibweise zur A-Schreibweise ergibt sich durch Division
durch a cos ¢. Dieser Faktor ist bei der zonalen Mittelung naturgeméf eine Konstante,
die man daher aus dem oberen und dem unteren Integral herausziehen kann. Der zonale
Mittelwert [f] ist auf dem Breitenkreis konstant, und die zonalen Fluktuationen sind
in der Abweichung f*(\) enthalten.

Barometrische Mittelung

Formel (5.57) lasst sich zur Mittelung einer Feldgrofe wie der Temperatur nutzen:
d® = —-RTdlogp (24.16)

Durch Integration beider Seiten vom Niveau 1 bis 2 bekommt man:

2
[Tdlogp 2

Py — Py =—R * dlogp = ~RT log <p2) (24.17)
b1

2
Jdlogp 1
L
=T

T ist also nicht das geometrische Mittel iiber die Hohe, sondern das Mittel {iber den
Logarithmus des Druckes (was formal ein grofer, praktisch jedoch nur ein kleiner
Unterschied ist). Das Symbol ~ bezeichnet den Operator der barometrischen Mittelung,
der Quotient in der Mitte definiert diesen Operator. Der Geopotenzialunterschied ist
positiv, wenn das Niveau 2 geometrisch hoher liegt als das Niveau 1.

Man kann die vertikale Mittelung aber auch anders durchfithren. Wenn man (24.16)
in die Form:

% = —Rdlogp (24.18)
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umschreibt, beidseits integriert und dabei die Temperatur T' als Funktion des Geopo-
tenzials ® auffasst, so ergibt sich:

H\w
(o}
eli=
Il
Fe—u

d® = 1/T (®y — ;) = —Rlog (Z) (24.19)

Das ist eine zu Gleichung (24.17) analoge Beziehung. Die beiden Temperaturmittel-
werte sind mit durchaus verschiedenen Operatoren definiert. Dennoch muss, wegen der
Gleichheit der Beziehungen (24.17) und (24.19), das Ergebnis gleich sein:

1)T =1/T,  jedoch  1/T#1/T (24.20)

Der Mittelwert eines Quotienten ist also nicht gleich dem Quotienten des Mittels.

Vertikale Mittelung

Das vertikale Mittel schlieflich entspricht dem durch die vertikale Intervalllinge geteil-
ten vertikalen Integral. Im vorigen Abschnitt haben wir die barometrische Mittelung
iiber den Logarithmus des Drucks besprochen. Meist wird jedoch als vertikale Kom-
ponente der Druck selbst verwendet. Angewendet auf eine Funktion f(p) gilt dafiir

frow
() =" Fo / f(p) dp (24.21)
dp ) O:DO

Mit ps wird der Druck an der Erdoberfliche, mit po jener am oberen Rand der At-
mosphére bezeichnet; dafiir nimmt man im einfachsten Fall po = 0, manchmal jedoch
auch den Druck im Niveau der Tropopause. Die Mittelung {iber den Druck entspricht
bei Giiltigkeit der hydrostatischen Gleichung einer Mittelung iiber die Masse.

Vertauschung von Mittelungen

Fiir die praktische Anwendung ist es wichtig, dass die Mittelungsoperatoren mitein-
ander vertauschbar sind. Formal gesagt: Die Mittelung ist ein linearer Operator, die
Mittelung iiber verschiedene Koordinaten entspricht der sukzessiven Ausfithrung linea-
rer Operatoren, und diese sind vertauschbar. Wir iiberzeugen uns davon am Beispiel
einer Funktion f(¢, A) und mitteln auf beide hier mogliche Weisen. Die Unabhéngigkeit
der Argumente ¢ und A und die der jeweiligen Integralgrenzen fithrt zur Unabhéngigkeit
der Integrationsreihenfolge. Damit ergibt sich

27 to

N 1
7 =] = 7)//10(15,» dtdx (24.22)

27 (tz -t
0 ty
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Das Ergebnis héngt nicht davon ab, um welche Argumente (¢, A) es sich im einzel-
nen handelt. Die Mittelungen iiber die unabhéngigen Argumente ¢, A, ¢ und p in
den Haushaltsgleichungen kdnnen in beliebiger Reihenfolge hintereinander ausgefiihrt
werden.

Vertauschung von Mittelung und Ableitung

Eine gemittelte Grofe hingt naturgeméf von dem Argument nicht mehr ab, {iber das
gemittelt wurde. Aber von den Argumenten, die bei der zur Mittelung durchgefiihrten
Integration nicht betroffen waren, hangt die Grofie nach der Mittelung weiterhin ab.
Wir betrachten wieder die Funktion f(¢,\). Das Zeitmittel von f hingt jetzt nur noch
von A ab: f = f(\). Natiirlich méchte man nach dieser Variablen ableiten konnen.

9 af(t, )\) af(t,\)
TN = t27t1/ dt = <m) (24.23)

Das demonstriert die Vertauschbarkeit: Es ist gleichgiiltig, ob man zuerst iiber die

Dann gilt

Variable ¢t mittelt und dann nach X differenziert, oder zuerst nach A differenziert und
anschliefiend iiber ¢ mittelt. Das liegt natiirlich wieder an der Linearitédt der Operatoren
d/0X und (), deren Vertauschbarkeit daher von vornherein gegeben ist.

Diese Eigenschaften des Mittelwerts fithren in den Anwendungen zu einer grofien
Vereinfachung der Schreibweise. Statt mit Integralen zu hantieren, verwendet man die
Mittelwerte, wodurch man eine grofere Ubersichtlichkeit der Formeln gewinnt.

24.3.3 Anisotropie der Flusskomponenten

Der dreidimensionale Windvektor v = (V, w) ist anisotrop: Die Horizontalkomponente
V ist grok, die Vertikalkomponente w ist klein. Dies &ufiert sich in einer entsprechenden
Anisotropie der Flussvektoren a p v. Wenn man die Haushaltsgleichung in Druckkoor-
dinaten notiert, so entfdllt die Dichte, und die Divergenz des Flusses ist die Summe
aus einem horizontalen Divergenzanteil V - ¢ V' und einem vertikalen Anteil daw/0p.
Der Flussvektor (aV,aw) in Druckkoordinaten ist ein Pseudovektor, den man nur
dem Divergenzoperator in p-Koordinaten aussetzen darf. Seine Komponenten sind die
mafsgebenden Transportkomponenten der Haushaltsgrofe a.

Horizontale Fliisse

In horizontaler Richtung ist der Beitrag der advektiven Flusskomponenten, insbeson-
dere also a V', der dominante Anteil bei allen Haushaltsgrofen; die Horizontalkompo-
nenten der konduktiven Anteile spielen so gut wie keine Rolle. Auch subskalige Korre-
lationsanteile von a V' spielen gewohnlich keine Rolle. Praktisch gesagt: Eine aktuelle
Messung von a und von V', die in Wirklichkeit stets mindestens ein 5-Minuten-Mit-
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tel reprasentiert, kann ohne besonderen Fehler zum Horizontalfluss ¢ V' kombiniert
werden.

Vertikale Fliisse

In vertikaler Richtung ist dies anders. Hier spielt der Korrelationsfluss, vor allem in
der Grenzschicht, eine grofse, vielfach die ausschlaggebende Rolle. Insbesondere gilt fiir
das Zeitmittel

aw=aw+a w (24.24)

Bei konvektiv aktiven Lagen dominiert der Korrelationsfluss.

Advektion und Konvektion

Die Horizontalkomponente a V' wird gewohnlich im engeren Sinne als advektiver Fluss
bezeichnet. Im Unterschied dazu heifst der vertikale Korrelationsanteil a’ w’ im engeren
Sinne konvektiver Fluss.

24.4 Konduktive Fliisse

Der wichtigste Transportmechanismus der Zustandsgrofe a ist der advektive Fluss. Es
gibt jedoch auch nicht-advektive Mechanismen des Transports von a, die das Windfeld
nicht benétigen. Die beiden wesentlichen konduktiven Fliisse sind:

Strahlung

Der wichtigste nicht-advektive Fluss ist die Strahlung. Der Strahlungsflussdichtevektor
r habe eine vertikale Komponente r, = —rp. Als Vorzeichenkonvention verwenden wir
die selbstverstiandliche Verabredung, dass r, positiv sein soll, wenn die Strahlung nach
oben gerichtet ist. Dadurch wird r, bei nach oben gerichteter Strahlung von selbst
negativ. Das entspricht der Konvention, Flusskomponenten in der Richtung der jeweils
verwendeten positiven Koordinatenrichtung als positiv anzusehen.

Der molekulare Warmefluss

Der molekulare Warmefluss w ist die im Abschnitt 11.4.2 besprochene Warmeleitung.
Er ist durch den lokalen Temperaturgradienten gegeben und tritt in jedem Medium auf.
Verglichen mit dem turbulenten Warmefluss ist er in der Atmosphére ohne praktische
Bedeutung. Im Erdboden jedoch ist er als vertikaler Temperaturfluss wichtig fiir den
Energiehaushalt und muss daher in Energieflussbilanzen beriicksichtigt werden. Der
molekulare Warmefluss wird nicht durch Wind hervorgerufen.
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In diesem Kapitel behandeln wir ausgewédhlte Haushalte der allgemeinen Zirkulation
der Atmosphére aus der globalen Perspektive. Dazu geht man allgemein von hydrosta-
tischen Verhéltnissen aus. Eine quantitative Darstellung atmosphérischer Haushalts-
grofen fiir hydrostatische Verhiltnisse beruht auf der lokalen Haushaltsgleichung in
der auf Druckkoordinaten transformierten Form. Diese verschaffen wir uns im ersten
Abschnitt.

25.1 Die Haushaltsgleichung in Druckkoordinaten

Die Haushaltsgleichung wird gewthnlich nicht in der Form (24.9) oder (24.10) des all-
gemeinen Transporttheorems verwendet. Insbesondere verwendet man nicht die vek-
torielle Schreibweise, weil die Anisotropie der globalen Atmosphére praktisch immer
eine Komponentendarstellung erzwingt. Auch die Datensituation ist gewOhnlich so,
dass man die Vektorschreibweise nicht verwenden kann, sondern eine Komponenten-
darstellung braucht. Fiir das Windfeld verwendet man vorzugsweise nicht kartesische
Koordinaten, sondern hydrostatische oder generalisierte meteorologische Koordinaten.

25.1.1 Transformation auf Druckkoordinaten

Gleichung (24.9) lautet nach Division durch p:

da 1
4= .J = 25.1
dterVJ Q (25.1)
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Wenn man da/dt in p-Koordinaten entwickelt:

da Oa Oa Oa
TR =Rl lv.7=¢ (25.2)

und die mit a multiplizierte Massenkontinuitatsgleichung (10.29) in hydrostatischen

a @+ 1 8cosg0v+37w70
Or cosp Oy op

Koordinaten:

(25.3)

zu (25.2) addiert, so kann man entsprechende Terme zusammenfassen und kommt zu

da  Odau 1 Odacospv  Odaw 1

2 SV.J= 25.4

8t+8w+cos<p dy 8p+pVJ @ (25.4)
:V-aV

Die beiden unterklammerten Glieder fasst man zur Horizontaldivergenz von a V zu-
sammen; beim Bilden der Divergenz darf man den durch cos ¢ ausgedriickten Einfluss
der Meridiankonvergenz nicht vergessen.

Gleichung (25.4) ist die in Druckkoordinaten geschriebene Version der Flussform
(24.10). Der Vorteil der Schreibweise (25.4) gegeniiber (24.10) liegt im Wegfall der
Dichte, sodass die gleich zu bildenden Korrelationsfliisse einfach werden.

Eine weitere Umformung nehmen wir mit der Divergenz des Flusses J dadurch vor,
dass wir nur seine vertikale Komponente J, = —J, beriicksichtigen. Mit der statischen
Gleichung ergibt das

1 1 9J, 0J,
-V Ir-—- Pxyg L 25.5
p v p 0z o Op (25.5)
Damit nimmt (25.4) diese Form an:
Oa Jdaw OJp
= huthnhad = 25.
o V-aV + ap +g ap Q (25.6)

Das ist der Prototyp der Gleichung fiir die quantitative Darstellung globaler Haushalte.

25.1.2 Gemittelte Formen der Haushaltsgleichung

Wenn man die oben definierten Mittelwertoperatoren (24.14), (24.15) und (24.21) auf
(25.6) anwendet, so ergeben sich die nachfolgend erlduterten Besonderheiten.

Zeitmittelung

Das zeitliche Mittel wird durch Uberstreichung sowie durch einen Strich geméf Formel
(24.14) ausgedriickt. Dementsprechend wird Gleichung (25.6) zu
oa Jaw Odw' 0Jp

= - = P _ 0O 25.
5 TV aV 4+ == o o 9o Q (25.7)
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Dabei haben wir im vertikalen Transport a w den Korrelationsfluss explizit geschrieben,
im horizontalen jedoch nicht. Der Grund hierfiir liegt darin, dass die zeitlich gemittelten
Fliisse a’w’ an der Erdoberfliche gewohnlich eine Sonderbehandlung erfordern, die
entsprechenden Horizontalfliisse jedoch nicht.

Zonale Mittelung

Das zonale Mittel wird durch eckige Klammern geméaf (24.15) notiert. Damit lautet

Gleichung (25.6)

dla] daw]  0OlJp]
W—FV-[CLV]—&-TP-FQTP:[Q} (25.8)

Wenn man den zweiten Term explizit ausschreibt, so sieht man, dass das zonale Mittel
der Zonalkomponente des Gradienten verschwindet. Aus (25.8) wird daher

O[a] 1 9cosplav] n Oaw] +g O Jp)

Ot | cosg Oy Op Op = [@] (25.9)

Man vergleiche das mit (25.4). Diese dramatische Vereinfachung ist einer der Griinde
fiir die Beliebtheit der zonalen Mittelbildung.

Zonal gemittelte Haushalte sind in den Anwendungen immer auch zeitlich gemittelt.
Dadurch wird Gleichung (25.9) zu

dla) 1 Ocosy [av] n 0la w] N dla’ '] ey [ Jp)

& =[0Q 25.1
ot cos ¢ oy Op Op Op @] (25.10)

Dabei haben wir wie vorher das zeitliche Mittel beim Fluss in vertikaler Richtung in
seine beiden Bestandteile (mittleren Fluss plus Korrelationsfluss) zerlegt, beim Fluss
in horizontaler Richtung jedoch nicht.

Vertikale Mittelung

Hier starten wir sogleich mit dem zeitlichen Mittel der Haushaltsgleichung, weil vertikal
gemittelte Haushalte in den Anwendungen immer auch zeitlich gemittelt sind.

o{a) — daw da’ W' aJp —
. — ) = 25.11
5 TV (aV>+<ap>+< o >+g<ap (@) (25.11)
Fiir das vertikale Mittel einer vertikalen Ableitung df/dp gilt aber

of\ _ f(ps) — f(0)
<8p> = o (25.12)

Das wirkt sich auf die drei letzten Terme der linken Seite aus. Beim ersten kommt
null heraus, weil @ fiir p = 0 und p = ps verschwindet. Beim zweiten verschwindet
zwar w’ ebenfalls fiir p = 0 und p = ps. Dennoch kommt nicht null heraus, weil
a’w’ an der Erdoberfliche in den zugehorigen molekularen Fluss iibergeht und daher

als wichtiger Grenzfluss beriicksichtigt werden muss (wir schreiben o’ w’|p, und sagen,
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dass dieser Fluss fiir p gegen ps den molekularen Fluss als Grenzwert hat). Und J,
hat unter Umsténden in beiden Niveaus p = 0 und p = ps nicht-verschwindende Werte
(insbesondere bei der Strahlung). Also gilt

@+v.<w>+pim

ot p. — JIplo) =(Q) (25.13)

g —_
ps T e (Jp
Der dritte und der vierte Term links stellen Fliisse senkrecht zur Erdoberflache dar;
der fiinfte ist der Fluss durch den oberen Rand der Atmosphére hindurch.

Schliefslich kénnen wir das vertikale Mittel auch noch im zonalen Mittel betrachten.

Dazu miissen wir (25.13) zonal mitteln:

0[(a)] 1 Ocosp[(av)] 1
ot +cos<p Jy +pis

@], + (], — [F],) = (@)

(25.14)
Die Bedeutung dieses Formelapparats zeigt sich in den Anwendungen.

Ohne Herleitung fiigen wir noch einen wichtigen Haushaltsgedanken hinzu: Wenn
man die in den geographischen Breiten verschieden grofen Flachen in Gleichung (25.14)
richtig beriicksichtigen und ferner dem Umstand Rechnung tragen will, dass a eine mas-
senspezifische Grofe ist (z. B. die kinetische Energie), so muss man die ganze Gleichung
(25.14) mit dem Faktor 27 a cos ¢ ps/g multiplizieren; dabei ist a der Erdradius (nicht
mit der Zustandsgrofe a zu verwechseln!).

25.1.3 Praktische Umsetzung

Zur praktischen Umsetzung hat man nacheinander folgende Entscheidungen zu treffen,
die naturgeméf von der Verfiigbarkeit der Daten abhédngen:

m Um welche Grofe a handelt es sich? Daraus ergeben sich der nicht-advektive Ver-
tikalfluss F}, und die lokale Quelle Q.

m  Welches Zeitmittel ist von Interesse? Wir wollen uns hier auf das Jahresmittel und
die extremen Jahreszeiten (Winter, Sommer) beschrénken, also den Klimastand-
punkt einnehmen. Auf der hochauflosenden lokalen Skala der Wetterprognose ist
das Zeitmittel demgegeniiber ein 1- bis 6-Stunden-Mittel.

m  Welches Raummittel ist gewiinscht? Die den Feldern zugrunde liegenden Daten wer-
den als Punktwerte oder Gitterwerte aufgefasst, obwohl sie in Wirklichkeit Raum-
mittel iiber horizontale Abstdnde von 20 bis 200 km présentieren. Dabei liegt die
hochauflésende lokale Skala der Wetterprognose eher am unteren Ende, die Klima-
skala eher am oberen Ende des Bereichs. Auch hier wollen wir den Klimastandpunkt

einnehmen, was zu den folgenden zweidimensionalen Darstellungen fiihrt:

— Zonales Mittel; das liefert die zweidimensionale so genannte zonal symmetri-
sche Darstellung. Diese Darstellung bezeichnet man auch als Vertikal-Meridio-
nal-Schnitt durch die Atmosphére. Prominentes Beispiel ist die globale Massen-
zirkulation (Abb. 25.9).
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— Vertikales Mittel; das liefert eine zweidimensionale Weltkarte, die so genannte
barotrope Komponente der Zirkulation. Prominentes Beispiel ist die Weltkarte
des horizontalen Feuchteflusses (Abb. 25.3).

m Die Mittelung iiber zwei Raumkoordinaten erbringt folgende praktisch wichtige
Kombinationen:

— Horizontales Flachenmittel; das ergibt ein eindimensionales Vertikalprofil als
Funktion des Drucks (Beispiel: Vertikalprofil der potenziellen Temperatur).

— Vertikal-zonales Mittel; das ergibt eine eindimensional horizontale Darstellung
als Funktion der geographischen Breite (Beispiel: Meridionaler Feuchtetransport,

Abb. 25.5).

m Man kann auch iiber alle drei Raumkoordinaten mitteln, was einem so genannten
nulldimensionalen Modell der Atmosphére entspricht; der Haushalt der verfiigbaren
potenziellen Energie ist ein prominentes Beispiel fiir diese Denkweise.

m Schliefflich muss man sich entscheiden, ob man ein Prognosemodell betreiben will
— dann 16st man Gleichung (25.6) nach der Tendenz da/dt auf. Oder man will ein
diagnostisches Modell betreiben — dann hat man sich nach der Datenlage zu richten.

In den folgenden Abschnitten werden die vier wichtigsten Partialhaushalte der atmo-
sphérischen Zirkulation auf der globalen Skala besprochen: Die Haushalte von Was-
serdampf, Zonalimpuls, Gesamtmasse und Gesamtenergie. Diese Darstellung ist, an-
ders als die anderen Kapitel in diesem Buch, weniger grundlagenorientiert als viel-
mehr anwendungsorientiert. Wir zeigen damit, wie eine konsequente Anwendung der
Haushaltstheorie weit in die quantitative Klimatologie hineinfiihrt. Die Daten fiir die
Abbildungen sind der umfangreichen Auswertung von Kottek und Hantel (2005) ent-
nommen; Datengrundlage sind die ERA-Daten der Jahre 1991 bis 1995.

25.2 Der globale Wasserhaushalt

Die Verteilung der spezifischen Feuchte [g] im Vertikal-Meridional-Schnitt zeigt Abb.
25.1. Die Tendenz dieses Feldes ist der erste Term in der Haushaltsgleichung (25.10).
Man sieht den starken Abfall der Feuchte in vertikaler Richtung ebenso wie in Richtung
der Pole. Das globale Feuchtemaximum findet sich in der untersten Atmosphére in
den Tropen. Zwecks Flachentreue verwenden wir als meridionale Achse nicht ¢, son-
dern sin .
Als Néchstes wenden wir die vertikal integrierte Form (25.13) der Haushaltsgleichung
auf die spezifische Feuchte ¢ an:
(@)
ot

_ 1 _

+V - GV)+ — Ty + L Tglp, =0 (25.15)
2z Ps

Darin représentiert ¢ vom gesamten Wassergehalt der Luft nur die gasférmige Feuchte

(den Wasserdampf), nicht aber den Kondensatanteil; jedoch spielt dieser nur im Verti-
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Abb. 25.1 Zonal-zeitliches Mittel [g] der spezifischen Feuchte im Vertikal-Meridional-Schnitt,
Einheit: g/kg. Mittel der Jahre 1991-1995. Vertikale Achse: Druck; horizontale Achse: Sinus der
geographischen Breite.

kaltransport eine Rolle. Der Vertikaltransport ¢’ w’ enthilt nur den Feuchteanteil, kein
Kondensat. J; ist der vertikale Fluss von Kondensat, anschaulich gesagt der Nieder-
schlagsfluss. Er stammt aus der Feuchtequelle Qq, vgl. (11.61).

Man sieht hier, was nicht-advektiver Fluss bedeutet: Der Niederschlagsfluss ist der
Vertikalfluss von kondensiertem Wasser. Er ist nicht bedingt durch die Advektion,
sondern durch die Sinkgeschwindigkeit der Kondensatteilchen. Die Einheit von Jg ist

2 s71. Der Bodenwert von Jq ist der Niederschlag im gewohnlichen Sinne. Ent-

kg m™
sprechend ist der turbulente Feuchtefluss am Boden als Verdunstung zu interpretieren.

Wir haben also:

Verdunstung: qwlp, =F Niederschlag: Jg|p, = P (25.16)

Q |

Die Einheiten von E und P sind gleich, das Vorzeichen wird positiv nach unten ge-
rechnet. Daher ist P stets positiv (der Regen fallt nach unten), aber E negativ (die
Feuchte verdunstet nach oben). Wenn E > 0 ist, so liegt Feuchtefluss nach unten
vor. Das geschieht beispielsweise bei Nacht (Taufall): Die nach unten flieRende Feuchte
kondensiert an der Erdoberflache.

Wenn man (25.15) mit ps/g durchmultipliziert, so folgt

gt(l;s<q>)+v.<1’gs (qV)>+E+P:O (25.17)

Das ist die Formel fiir den zeitlich und vertikal gemittelten Wasserhaushalt. Das ge-
samte in der Sdule befindliche Wasser ist das niederschlagsfihige Wasser oder kurz

Niederschlagswasser: VAP = bs @) (25.18)
g
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Ann 9195 Precip water above sfc [mm]
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Abb. 25.2 Niederschlagswasser VAP in der Atmosphire in mm; Mittel der Jahre 1991-1995.

Dieses ist in Abb. 25.2 dargestellt. Es ist im Jahresgang schwach, aber merklich verén-
derlich (hier nicht demonstriert). Wenn man die in der Abbildung aufgetragene Nieder-
schlagshdhe (in der Einheit mm) mit der Wasserdichte multipliziert, kommt man auf
die physikalisch korrekte Einheit kg/m? fiir das Niederschlagswasser. Die Zahlenwerte
sind also in mm und in kg/m? gleich.

Die néachste Grofie ist der Horizontalfluss. Das Feld dieses Vektors zeigt Abb. 25.3.

1's71 riihrt, moge der

Woher die dort angegebene, recht ungewohnte Einheit kg m™
Leser selbst herausfinden. Man erkennt im Bild den ostwérts gerichteten Fluss in den
Aufsertropen und den westwérts gerichteten Fluss in den Tropen. Die intensivsten
Feuchtefliisse treten iiber den tropischen Meeren und den warmen Strémungen der
Aufsertropen auf, die schwéchsten iiber den Kontinenten; zudem kann man den blo-
ckierenden Einfluss der Topographie erkennen. Wesentlich ist die starke Zonalitét des
Flussvektors, der eine nur schwach ausgeprigte Nord-Siid-Komponente hat.

Nun kommen wir zur einer weiteren Grofe, dem Niederschlag (Abb. 25.4). Seine
Einheit mm/d kann man in kg m~2 s~* umrechnen. Im Ganzen nimmt die Nieder-
schlagsrate von den Tropen in Richtung der Pole ab, doch treten (beispielsweise {iber
dem Golfstrom) auch noch weit polwirts hohe Werte auf. Uber den Kontinenten lassen
sich lokale Minima im Landesinneren wie in Nordafrika, Australien oder Zentralasien
ausmachen, aber auch Luv- und Lee-Effekte bei den grofsen Gebirgsziigen erkennen.

In den Abbildungen 25.2, 25.3 und 25.4 sind (mit Ausnahme der Verdunstung) alle in
der Haushaltsgleichung (25.17) auftretenden Grofien dargestellt. Die zonal integrierte

Version von Gleichung (25.17) lautet
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Ann 9195 Moisture flux [kg/(m s)]

Source: ERA-40 72.45, min = 0.03, max = 426.86
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Abb. 25.3 Vertikal integrierter Vektor ps (qV')/g des horizontalen Feuchteflusses (Einheit
kg m~t s71); Mittel der Jahre 1991-1995.

2wacos g % @ + pj c% 2macos p[(gU)] + 2macosp ([E]+[P]) =0 (25.19)

Das ist die fiir die Haushaltsgréfie a = q spezialisierte Form der allgemeinen Beziehung
(25.14). Die GroRe a ist der Erdradius. Der Faktor 27 a cos ¢ sorgt fiir die Berticksich-
tigung des polwiérts kleiner werdenden Fliachenanteils der Breitenkreise. Als wichtigste
Komponente dieser Gleichung betrachten wir den totalen nordwértigen Fluss von Was-
ser im zonalen Mittel (Abb. 25.5). Dargestellt ist das zonale Integral von Abb. 25.3.
Durch die Integration ist die zonale Komponente des Flussvektors von Abb. 25.3 ver-
schwunden, und nur die meridionale Komponente ist geblieben.

Diese meridionale Komponente in Abb. 25.5 zeigt den Wassertransport der Atmo-
sphére zwischen den Breitenkreisen. Man erkennt einen polwértigen Wassertransport
polwirts von 30° Breite und einen dquatorwirtigen Wassertransport dquatorwérts von
30° Breite auf beiden Hemisphéren. Das bedeutet anschaulich: Sowohl in die Polarge-
biete hinein wie in die innere Tropenzone hinein transportiert die Atmosphire Was-
ser. Dieser horizontale Wassertransport speist die Regengebiete der Aufertropen (also
z. B. den Regennachschub fiir Europa) ebenso wie die Regengebiete der inneren Tropen
(Zentralafrika, Indien, Amazonasgebiet).

Die klimatologischen Regengebiete sind die Konwvergenzgebiete des meridionalen
Feuchteflusses. Und zwar konvergiert der Fluss polwérts von etwa 50° Breite zum Pol
hin auf beiden Halbkugeln; auflerdem konvergiert er in der Tropenzone zwischen etwa
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Ann 9195 Precipitation [mm/d]
Source: GPCP-V2 Statistics: mean = 2.59, rms = 3.17, std = 1.83, min = 0.02, max = 9.85
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Abb. 25.4 Niederschlag (Einheit mm/d), Mittel der Jahre 1991-1995.

10°S und 10°N. Man differenziere die in Abb. 25.5 dargestellte Kurve in meridionaler
Richtung und iiberzeuge sich davon, dass die Ableitung in den Konvergenzgebieten
negativ ist.

Der Wasserverlust in den Konvergenzgebieten wird durch Wassergewinn in den Di-
vergenzgebieten ausgeglichen; hier ist die meridionale Ableitung positiv. Die Divergenz-
gebiete des Horizontalflusses (etwa zwischen 10° und 40° Breite auf beiden Halbkugeln)
sind die Breiten des Verdunstungsiiberschusses, also die Subtropen.

25.3 Der globale Impulshaushalt

Der Wind v ist im Sinne der Physik der massenspezifische Impuls. Der Impuls ist eine
konservative Grofe, und das Verstédndnis des globalen Windsystems beginnt mit der
Analyse des globalen Impulshaushalts.

Das dreidimensionale Windfeld zeigt klimatologisch (Monatszeitmittel) eine starke
Anisotropie. Die bei weitem dominante Komponente ist der zonale Wind u; er wird in
positiver z-Richtung, also nach Osten, positiv gerechnet (das ist dann ein Westwind).
Mehr als eine Ordnung kleiner ist (jedenfalls im zonal-zeitlichen Mittel) die meridionale
Komponente v; sie wird in positiver y-Richtung, also nach Norden, positiv gerechnet
(das ist dann ein Stidwind). Noch einmal um mehr als eine Ordnung kleiner ist die
vertikale Komponente. Dafiir wird gewthnlich die Darstellung in Druckkoordinaten mit
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Abb. 25.5 Zonal-zeitlich gemittelter und vertikal integrierter meridionaler Feuchtefluss (positiv
nach Norden, negativ nach Siiden). Aufgetragen ist die GroBe (ps 2ma cos¢ [(gv)]/g)/p. Die
Division durch die Dichte p des Wassers transformiert die eigentlich korrekte Einheit kg/s in die
hier verwendete Einheit m3/s.

w = dp/dt gewahlt; ihre positive Richtung zeigt nach unten. Mit der hydrostatischen
Gleichung kann man einen angenéherten Zusammenhang zwischen w und w herstellen:

W —gpw (25.20)

Man betrachtet im allgemeinen den Haushalt der zonalen Windkomponente, der mit
der Erdrotation in Wechselwirkung steht, aus der Perspektive des Impulses bzw. des
Drehimpulses. Im Unterschied dazu betrachtet man die zonal gemittelten Komponen-
ten der Meridional- und der Vertikalgeschwindigkeit gewShnlich gemeinsam, und zwar
aus der Perspektive der globalen Massenzirkulation.

25.3.1 Die zonale Windkomponente

Die Verteilung des Zonalwindes in der globalen Atmosphére ist in Abb. 25.6 gezeigt.
Dominant ist der Westwind in den Aufertropen. Man erkennt das Starkwindband, das
in etwa 200 hPa und in etwa 40° Breite auf beiden Hemisphéren zentriert ist. Die ib-
liche Bezeichnung als Strahlstrom ist in dieser Darstellung etwas ungenau, denn der
eigentliche Strahlstrom ist das aktuelle Starkwindband, das sich mé&andrierend von
West nach Ost um die Erde herum erstreckt und viel schérfer (mit hoheren Geschwin-
digkeiten und rdumlich weit enger begrenzt) ausgeprigt ist. Im Bild sieht man den
klimatologischen Mittelwert dieses Strahlstroms.

In der Tropenzone herrscht Ostwind vor; hier ist der Zonalwind negativ. Die harmlos
aussehenden Ostwindmaxima in Ndhe der Erdoberflache représentieren die klimatisch
wichtigen Passatgebiete iber den Weltmeeren in den Subtropen und in die Tropen hin-
ein. Strahlstromstérke erreicht der Ostwind nur in der Stratosphére. Dieser jahreszeit-
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lich variierende tropische Oststrahlstrom (¢ropical easterly jet) steht in Zusammenhang
mit der dquatorialen Kelvinwelle; er ist jedoch in der Druckkoordinaten-Darstellung
von Abb. 25.6 gerade noch am Oberrand sichtbar.

Die Superrotation der Erdatmosphare

Wenn wir das auffillige Maximum des Zonalwindes von Abb. 25.6 jetzt einfach als
,otrahlstrom® auffassen, so zeigt das Bild einen merkwiirdigen Sachverhalt: Das welt-
weite Massenmittel des Zonalwindes (mit dem Betrag 6.7 m/s) in der globalen Atmo-
sphire ist positiv, dank der iiberwiltigenden Wirkung der Strahlstrome beider Hemi-
sphéren. Dieser global gemittelte Westwind bedeutet, dass die Atmosphére um diesen
Wert schneller rotiert als die feste Erde. Man bezeichnet das als Superrotation.

Abb. 25.6 Zonal-zeitliches Mittel [u] der zonalen Windkomponente im Vertikal-Meridional-
Schnitt, Einheit m/s. Mittel der Jahre 1991-1995. Vertikale Achse: Druck; horizontale Achse:
Sinus der geographischen Breite.

Auf den ersten Blick scheint die Superrotation unmoéglich zu sein, denn wiirde die
Atmosphére schneller von West nach Ost rotieren als die Erde, so miisste sie doch die
feste Erde im Laufe der Jahrmillionen infolge der Reibung allmé&hlich beschleunigen,
d. h. die Erde miisste immer schneller rotieren, oder? Dieser scheinbare Widerspruch
erklart sich durch die Besonderheiten der Reibungsiibertragung zwischen Atmosphére
und Erde, die wir weiter unten besprechen.

Elementare Strahlstromtheorie

Am einfachsten lasst sich der Strahlstrom mit der Kombination aus hydrostatischer
und geostrophischer Néherung erklaren. Dazu driicken wir die Gleichung (22.30) im
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Abschnitt iiber den thermischen Wind in ihren Komponenten aus und betrachten die
Komponente in z-Richtung:

Olug) _ R O[T]

= 25.21
0 logp fo Oy ( )

Hier haben wir beim geostrophischen Wind und bei der Temperatur sogleich die zonal-
zeitliche Mittelung angebracht, die ja der Darstellung von Abb. 25.6 zugrunde liegt.
Weil nun der meridionale Gradient von [T] negativ ist (,zum Nordpol hin wird es
kilter), so ist klar, dass [ug] nach unten hin abnehmen, also nach oben zunehmen
muss. Nun weiff man, dass der Bodenwind schwach ist. Also muss der Héhenwind
stirker, gewissermafien westlicher sein als der Bodenwind. Das ist die Aussage von
Gleichung (25.21).

Diese qualitative Erklarung gilt nur in Breiten mit ausgeprégtem meridionalem Tem-
peraturgradienten, also nicht in den Tropen, denn diese sind fast isotherm. Sie zeigt,
dass es ein maximales Westwindband in der Breite mit maximalem meridionalem Tem-
peraturgradienten geben sollte, d. h. einen Strahlstrom in 40° Breite und keinen in den
Tropen. Und dieser Effekt sollte auf beiden Halbkugeln die gleiche Wirkung haben;
denn die Vorzeichenumkehr des Temperaturgradienten in der Polarfront auf der Sid-
halbkugel wird ja durch die Vorzeichenumkehr des Coriolis-Parameters ausgeglichen.
Aber wie viel macht das aus?

Integriert man Gleichung (25.21) vertikal vom Boden bis zum Niveau p, so ergibt

sich
R o
[ug(ps)] — [ug(p)] = o oy / ] dlogp (25.22)
P
Erweitern mit [dlogp bringt das in Formel (24.17) definierte barometrische Mittel ins
Spiel:
Ps _
R 8 J[T]dlogp ».
g ()] = [uy ()] = 7= 7 L [dlogp (25.23)
[ dlogp 3
P

Auflésen nach dem zonalen geostrophischen Wind im Niveau p liefert

—

N e B 1oe (P2 2T
o)~ — 1o (22) %L (25.20)

Hier haben wir den Wind ug(ps) an der Erdoberfliche gegeniiber dem Hohenwind
ug(p) vernachlassigt.

Mit dieser Formel wollen wir den geostrophischen Wind als Funktion der Héhe ab-
schétzen und nehmen dafiir an, dass die mittlere Temperatur auf der Nordhalbkugel
nach Norden hin um 10 K pro 1000 km abnimmt:

AT 10K

ab R 25.2
Ay 1000 km (25.25)
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Fiir den Faktor am Differenzial in (25.24) ergibt sich (fiir ein Druckniveau von
500 hPa):

R 287 J s

Ds
- log=— = ———— (0.7 25.26
;o log 2 = BT (07) (25.26)
Wenn man alles einsetzt, kommt man auf
(Ug)(p=500nPa) &~ 20 m/s (25.27)

Diese Abschétzung fiir den aufertropischen Strahlstrom hat eine Genauigkeit von né-
herungsweise 80 %.

25.3.2 Komponenten des Impulshaushalts

Wir begniigen uns hier mit der Betrachtung des Impulshaushalts in zeitlich und vertikal
gemittelter Form.

Der Windschub an der Erdoberfliche

Der vertikale Mittelwert der zeitlich gemittelten Impulserhaltungsgleichung ist gegeben
durch

o(w) +V-(uV)+ u'W'|ps — @)+ 9(0)

— 2 .2
ot Ps ox 0 (25.28)

Im zonalen Mittel verschwindet der letzte Term. Aber auch der vorletzte verschwindet
im zonalen Mittel. Denn die vertikal und zonal gemittelte Meridionalgeschwindigkeit
[(v)] ist proportional zum gesamten Massentransport der Atmosphére senkrecht zu
einem Breitenkreis. Dieser muss im Klimamittel gleich null sein, sonst wiirde netto
Masse polwarts oder dquatorwérts von einer Breite zur anderen flielten, was natiirlich
unmoglich ist.

Der dritte Term links in (25.28) ist der vertikale Impulsfluss durch die Erdoberfldche
nach unten. Wie bei der Feuchte ist der Grenzwert fiir ps nicht durch Korrelation,
sondern durch molekulare Prozesse bedingt, hier durch Reibung. Man bezeichnet beide
horizontale Komponenten gemeinsam als

Windschubvektor: V'wlps =7 = (o, 7y) (25.29)

Q=

Der dritte Term links in (25.28) ist also das zonale Mittel [7;] der ersten Komponente
des Vektors (25.29). Formal ist (25.29) ebenso aufgebaut wie der Ansatz (25.16) fiir
die Verdunstung. Der Vektor T reprasentiert den vertikalen Transport von horizonta-
lem Impuls durch Reibung an der Erdoberfliche — eine wichtige Grofe beim globalen
Impulshaushalt wie auch als Antrieb fiir die Meeresstréomungen.

Fiir den zonalen Mittelwert von (25.28) gilt
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[u]) | dcosp(fuv])  [r]
ot + cos ¢ Jy ty pis

=0 (25.30)

Das ist die zonal, zeitlich und vertikal gemittelte Haushaltsgleichung des Zonal-
impulses.

Die physikalische Einheit von 7 ist Pa = N/ m?, also die Einheit des Drucks. Aber es
ist ein Flachendruck, der tangential zur Oberflaiche wirkt und durch einen zur Flache
senkrechten Impulstransport bewirkt wird.

Abb. 25.7 zeigt die globale Verteilung von 7. Im allgemeinen iiberwiegt die zonale
Komponente. Man erkennt zwei, durch den 30°-Breitenkreis getrennte Zonen. In den
niedrigen Breiten dominiert die 6stliche Komponente des Windschubs. Das bedeutet,
dass dort Ostimpuls (also von Ost nach West gerichteter Impuls) nach unten fliefét.
Dies ist gleichbedeutend mit einem Fluss von Westimpuls nach oben in den Tropen.

Ann 9195 Wind stress [10? N/m?]

Source: ERA-40
9ONF————
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Statistics: mean =7.18, rms = 9.13, std = 5.63, min = 0.02, max = 91.46
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Abb. 25.7 Windschubvektor an der Erdoberflache, Mittel der Jahre 1991-1995. Der Mittelwert
ist das Mittel iiber den Absolutbetrag des Vektors.

In den héheren Breiten dominiert die westliche Komponente von 7. Das bedeutet,
dass dort Westimpuls (also von West nach Ost gerichteter Impuls) nach unten fliefét.
Wir haben also einen Fluss von Westimpuls nach unten in den Aufertropen.

Der Ostwind in den Tropen versucht sozusagen, die Erde zu bremsen: Die Erde gibt
Westimpuls an die Atmosphére ab. Andererseits bemiiht sich der Westwind in den Au-
Rertropen, die Erdrotation zu beschleunigen. Beides ist konsistent mit der Konvention,
dass die zonale Komponente [r;] des Windschubs am Aquator negativ ist und in den



25.3 Der globale Impulshaushalt 375

Aufertropen positiv. Da die Flachen zwischen 0° und 30° sowie zwischen 30° und 90°
gleich grof sind, heben sich die beiden entgegen gesetzten Schubspannungen auf.

Beim Meer handelt es sich im Gegensatz zur festen Erde nicht um einen starren
Korper, sodass dieser Windschub das Wasser im Ozean lokal antreiben kann.

Der globale Impulskreislauf

Fiir den Vertikalfluss von Zonalimpuls im globalen Mittel finden wir also: Der Auf-
wdrtsfluss von Westimpuls in den Tropen und der Abwartsfluss von Westimpuls in den
Aupertropen balancieren sich im Rahmen der Messgenauigkeit. Daraus ergeben sich
zwei wichtige Konsequenzen:

m Der Impulskreislauf der globalen Atmosphére beginnt in den Tropen mit einem
Aufwirtsfluss von Westimpuls. Dieser wird durch die allgemeine Zirkulation aus
den Tropen heraus horizontal polwérts transportiert. In den Aufsertropen schliefst
sich der Kreislauf durch Abwértsfluss von Westimpuls.

m Der Netto-Impulsaustausch zwischen Atmosphére und fester Erde ist gleich null.
Weder gewinnt noch verliert die feste Erde iiber langere Zeitrdume hinweg Impuls
durch die Reibung der Atmosphére.

Wo in der Haushaltsgleichung steht eigentlich der gerade behauptete polwéartige Im-
pulstransport aus den Tropen in die Aufertropen? Im zonalen Mittel ist die Divergenz
des horizontalen Flusses von u gegeben durch cos ™' d(cos ¢ [(wo)])/y. Die Antwort
auf unsere Frage lautet also: Der polwértige Impulstransport ist der Meridionalfluss
von Zonalimpuls, ausgedriickt durch die Flussgrofe [(ww)], die in Gleichung (25.28) ver-
steckt ist (diese Flussgrofe ist im Bild nicht dargestellt). Die meridionale Divergenz die-
ses Flusses balanciert den vertikalen Windschub. In den Tropen ist d(cos ¢ [(wD)])/dy
positiv; dort divergiert der Meridionalfluss und balanciert die Negativwerte von [7].
In den Aufertropen ist die Divergenz negativ, dort konvergiert der Meridionalfluss und
balanciert die Positivwerte von [7].

Die wichtigste Komponente in diesem Meridionalfluss ist die Korrelation von u und
v auf ein und demselben Breitenkreis. Fiir das zonal-zeitliche Mittel von uv gilt nach
Formel (18.12)

[wo] = [u] [0] + [u®ve] (25.31)

Der erste Term dieser Zerlegung kann gegeniiber dem zweiten vernachlissigt werden.
Der horizontale Korrelationsfluss [u®v€] ist maximal im Niveau des stirksten Windes,
also bei etwa 200 hPa; man nennt ihn den meridionalen Eddy-Impulsfluss. Seine Ent-
deckung durch die ersten weltumspannenden Radiosondendaten in 30°N war in der
Mitte des 20. Jahrhunderts eine wissenschaftliche Sensation.
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25.4 Der globale Massenhaushalt

Den globalen Massenhaushalt wollen wir in der Horizontalebene und in der Vertikal-
Meridional-Ebene betrachten. Beide Komponenten der globalen Zirkulation lassen sich
einheitlich mit der Massenkontinuitétsgleichung in Druckkoordinaten behandeln:

ow
. - = 25.32
VV—i—ap 0 (25.32)

Das ist eine besonders einfache Haushaltsgleichung, denn sie ist stationédr. Die Néahe-

rung liegt in der zugrunde liegenden hydrostatischen Gleichung.

25.4.1 Die Horizontalzirkulation

Das vertikale Mittel von (25.32) lautet

V-(V)=0 (25.33)
Das Feld von (V') ist in Abb. 25.8 dargestellt. Auffallig ist, dass ein nennenswerter ho-
rizontaler Massenfluss nur in den Aufertropen stattfindet. Er ist vorwiegend von West

nach Ost gerichtet, entsprechend der oben gefundenen Superrotation der Atmosphére.

Ann 9195 Atmospheric mass flux [103 kg/(m s)]

Source: ERA-40 Statistics: mean = 81.96, rms = 101.59, std = 60.01, min = 0.08, max = 262.11
9ON—= b ——— — — 50 90N
60N — 60N

30N

o

350 5 -

30S 7 ‘
= NN e = Y ; =V
R e NN e D e b
OO I NN - 5 > > K> > 1 05 7
e e N e O e s _
[T 450t—=> = > == > - > > > > F

605~ > > > > > > > > > > o i N - = 160S

e S S S e == =

180W 150W 120W 90w 60W 150E 180E

Abb. 25.8 Totaler horizontaler Massenfluss, Einheit 10% kg m~! s~!, Mittel der Jahre
1991-1995. Isolinienabstand 25 Einheiten, giiltig fiir den Betrag der Vektoren.

Weiterhin ist bemerkenswert, dass nach Gleichung (25.33) die Divergenz von (V)
iiberall verschwindet. Das ldsst sich in Komponenten so ausdriicken: Die zonale Ablei-
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tung von (u) wird iiberall durch die meridionale Ableitung von (v) balanciert, obwohl
(v) selbst ja mindestens eine Grofenordnung kleiner ist als (u).

Die Dominanz der Zonalzirkulation in Abb. 25.8 wird verstdndlich, wenn man be-
denkt, dass die meridionale Komponente des Vektorfeldes (V) in Abb. 25.8 im zona-
len Mittel verschwinden muss; denn es darf keinen Nettofluss von Masse iiber einen
Breitenkreis hinweg geben. Ein solcher wiirde zusédtzliche Masse in der entsprechenden
Breitenzone aufstauen, was im Klimamittel ausgeschlossen ist. Méglich sind kurzzeitige
schwache Massenverschiebungen zwischen den Breitenkreisen bei synoptischen Stérun-
gen (Zeitskala von Stunden bis Tagen) sowie (noch schwéchere) Massenverschiebungen,
die mit dem Temperaturwechsel zwischen Sommer und Winter zusammenhéngen.

25.4.2 Die Meridionalzirkulation

Wenn mittlere Massentransporte iiber die Breitenkreise hinweg unmoglich sind, wie
kann es dann iiberhaupt einen Nord-Siid-Austausch von Luft geben? Die erste Mog-
lichkeit dazu wurde in Abb. 25.8 gezeigt: In ein und derselben Breite kann der Mas-
senflussvektor in einer bestimmten geographischen Lénge nach Norden und in einer
anderen Lange nach Siiden gerichtet sein, solange nur das Breitenmittel von (V') keine
Nord-Siid-Komponente hat — das ergibt einen Austausch in der Horizontalebene.

Der Austausch kann sich aber auch in der Vertikal-Meridional-Ebene vollziehen. Um
das zu erkennen, schreiben wir Gleichung (25.32) in Komponenten an und fithren die
zonale Mittelung durch:

[&q Ocospo] | O] _ (25.34)

Oz cos ¢ Oy Op

Der erste Term ist das zonale Mittel der Ableitung nach der zonalen Koordinate; dieser
Mittelwert verschwindet auf dem geschlossenen Breitenkreis. Gleichung (25.34) wird
dadurch zu

1 dcosp[v]
cos ¢ dy Op

=0 (25.35)

Diese Beziehung (25.35) stellt einen unmittelbaren Zusammenhang zwischen der zonal
gemittelten meridionalen und der zonal gemittelten vertikalen Windkomponente dar.
Beide Komponenten gemeinsam lassen sich als Ableitungen einer Massenstromfunktion
U in der meridional-vertikalen Ebene ausdriicken:

=9 9 W=-—— 9 o (25.36)

_27Tacos3087p _27racos<p87y
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Abb. 25.9 Massenstromfunktion in der Vertikal-Meridional-Ebene (Jahresmittel, Winter, Som-
mer). Dargestellt sind Isolinien von ¥ gemiR Gleichung (25.36) in der Einheit 10'° kg/s. Iso-
linienabstand 5 Einheiten; zusatzlich ist die einzelne Stromlinie bei 2.5 Einheiten aufgetragen.
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Der Faktor 27 acos ¢ mit dem Erdradius a darin entspricht dem Umfang des Breiten-
kreises, iiber den gemittelt wird.

Wenn man in den beiden vorstehenden Gleichungen die Vorzeichen vertauscht, so
erhélt ¥ ebenfalls ein anderes Vorzeichen; auf die Vorzeichen von [v] und [w] hat dies
keinen Einfluss. Diese Willkiir in der Definition von W ldsst sich bis zur Helmholtz-
schen Vektorzerlegung (28.69) zuriickverfolgen. Die Faktoren in (25.36) sind so gewé&hlt,
dass ¥ den wahren Massentransport in meridionaler (positiv nach N) bzw. vertikaler
Richtung (positiv nach unten) angibt.

Diese Stromfunktion ist in Abb. 25.9 dargestellt. Im Jahresmittel gibt es je zwei
entgegengesetzt umlaufene Zirkulationsrdder in jeder Hemisphére. Wichtiger jedoch
ist der Jahresgang.

Die Hadley-Zelle

Das Zirkulationsrad in der Nihe des Aquators bezeichnet man als Hadley-Zelle. In un-
mittelbarer Aquatornshe befindet sich die innertropische Konvergenzzone, in der die
Luft aufsteigt, in der Héhe polwérts stromt und dort absinkt. An der Erdoberfliche
schlieft sich dieser Kreis. Die Hadley-Zelle stellt eine so genannte thermisch direkte
Zirkulation dar: Warmes Fluid steigt im Schwerefeld auf, kaltes sinks ab. Diese Zirku-
lation vollzieht sich vor dem Hintergrund der viel starkeren Ost-West-Strémung, wie
auch aus Abb. 25.8 mit der globalen Verteilung des Massenflusses hervorgeht.

Die Hadley-Zelle variiert stark im Jahresrhythmus. Das Jahresmittel der Zirkulation
entsteht durch die Mittelung iiber zwei grofe, einander stark ausgleichende jahreszeit-
lich wechselnde Zirkulationsrader. Zwei symmetrische Hadley-Zellen liegen nur fiir eine
kurze Zeitspanne im Frithling und im Herbst vor. Das Aufstiegsgebiet der Hadley-Zelle
wandert im Nordsommer nach Norden, sodass sich auch die Regengebiete nach Norden
ausdehnen.

Die Ferrel-Zelle

Bei der Ferrel-Zelle (polwérts von etwa 30° Breite) handelt es sich um ein Absinken
in wiarmeren Gefilden und ein Aufsteigen in kiihleren Breiten. Man nennt dies im
Unterschied zur Hadley-Zelle eine indirekte oder erzwungene Zirkulation. Das ist eine
thermische Zirkulation, bei der Kaltluft (mit niedrigem Auftrieb) aufsteigt und Warm-
luft (mit hohem Auftrieb) absinkt. Wie Abb. 25.9 zeigt, ist der Massentransport in der
Ferrel-Zelle viel schwécher als in der Hadley-Zelle. In Polndhe erkennt man schlieftlich
noch die Andeutung einer weiteren ganz schwachen Hadley-Zelle.
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25.5 Der globale Energiehaushalt

Als wir den Strahlungshaushalt der Erde behandelt haben, konnten wir an die Materie
gebundene Warmefliisse noch nicht beriicksichtigen. Diese Fliisse behandeln wir jetzt,
um zu einem vollstdndigen Energiehaushalt der Atmosphére zu gelangen.

25.5.1 Energieformen

In der Atmosphére setzt sich die spezifische Gesamtenergie folgendermafien zusammen:
e=cT+P+k+Lyg (25.37)

Dabei ist ¢, T die spezifische innere Energie, ® die spezifische potenzielle Energie, k
die spezifische kinetische Energie und L q die spezifische latente Wirmeenergie.

Der Vektor e p v ist der advektive und J der zusédtzliche Energieflussvektor; dieser
ist es, der fiir massenméfiig abgeschlossene Volumina dennoch einen Energieaustausch
senkrecht zur Oberfliche ermdglicht. In J beriicksichtigen wir keine molekularen An-
teile durch Reibung oder Warmeleitung; die Komponenten fiir das vollstéandige J sind
in Formel (11.59) angegeben. Damit lautet der zusétzliche Energieflussvektor hier

J=pv+r=papv+r (25.38)
r ist der Vektor der Strahlungsflussdichte. Wir setzen ¢* = ¢ + p « und erhalten

e =k+®+cT+Lg+pa=k+P+c, T+ Lq (25.39)
~—~
RT

Von der Divergenz des Strahlungsflusses V-7 kénnen die horizontalen Anteile vernach-
ldssigt werden. Der verbleibende vertikale Anteil wird auf Druckkoordinaten transfor-
miert:
or
Vorxg 2 25.40
avVerrg G (25.40)
rp ist der vertikale Strahlungsfluss (nach unten positiv), und die Groke —g drp/9p ist
die Strahlungserwdarmung der Atmosphére, konsistent mit Gleichungen (1.32), (1.36).
Damit erhdlt man die lokale Haushaltsgleichung fiir die atmosphdrische Gesamtenergie
in Druckkoordinaten:
Oe oe*w+grp)

— +V- "V +

= 25.41
ot op 0 (25.41)

Dabei ist V wie zuvor der horizontale Divergenzoperator, und die vertikalen Anteile
befinden sich in den runden Klammern. Die Frage, woher der Faktor a in (25.40)
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Abb. 25.10 Zonal-zeitliches Mittel [O©.] der dquivalentpotenziellen Temperatur im Vertikal-
Meridional-Schnitt, Einheit K. Mittel der Jahre 1991-1995. Vertikale Achse Druck, horizontale
Achse Sinus der geographischen Breite.

kommt und warum nach dem Ubergang zu p-Koordinaten die Dichte in den ersten
beiden Termen von (25.41) verschwunden ist, beantworte der Leser selbst.
Wir kénnen auch Gleichung (25.41) zonal-zeitlich und vertikal mitteln. Das ergibt

8((5]) + aciifsﬁ[g;w + p% (ISH] + [LH] + [ry]) = 0 (25.42)

Das ist die zonal, zeitlich und vertikal gemittelte Haushaltsgleichung der Gesamtener-
gie; SH und LH sind die Vertikalfliisse fiihlbarer bzw. latenter Energie an der Erd-
oberflache (positiv nach unten).

Die wichtigsten massenspezifischen Energieformen der Atmosphére sind in der nach-
folgenden Tabelle aufgelistet. In der letzten Spalte steht jeweils die auf die Einheits-
flaiche bezogene Energie der planetaren Atmosphére.

Energieform Formel planetare Atmosphire (J/m?)
Kinetische Energie | k = V?2/2 1

Potenzielle Energie ® =gh 693

Thermische Energie cp T 2496

Chemische Energie Lgq 64

Man sieht, dass die thermische Energie (Enthalpie, fiihlbare Warme, proportional zur
inneren Energie) in der Atmosphéare den groften Anteil stellt; die kinetische Energie
spielt dabei kaum eine Rolle. Wahrend die kinetische Energie vom Wind getragen wird,
ist die chemische Energie an den Wasserkreislauf gebunden.
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Der nicht-advektive Fluss

Der wichtigste nicht-advektive Fluss ist die Strahlung; nur sie haben wir hier beriick-
sichtigt. Der molekulare Warmefluss stellt den Bodenwert des vertikalen Eddy-Anteils
beim konvektiven Fluss dar und spielt nur als Randbedingung eine Rolle (dabei jedoch
die entscheidende).

25.5.2 Komponenten des globalen Energiehaushalts

Die dquivalentpotenzielle Temperatur [©.] im Vertikal-Meridional-Schnitt ist in Abb.
25.10 gezeigt. Die Grofe O, ist ndherungsweise proportional zu a¢ und damit eine
brauchbare Naherung fiir die Gesamtenergie. Ihre Tendenz ist also eine Naherung fiir
den ersten Term in der Haushaltsgleichung (25.41).

Ann 9195 Sfc heat balance [W/m?]
Source: ERA-40 + ISCCP Statistics: mean = 0.00, rms = 31.76, std = 31.76, min = -214.45, max = 151.05
90N T = ==Fe ~ = —— T 90N
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Abb. 25.11 Gesamte Wirmebilanz an der Erdoberfliche, Mittel der Jahre 1991-1995. Man
beachte die aufgrund fehlender Transportmechanismen ausgeglichene Warmebilanz auf dem
Festland, wahrend die Stromungen des Meeres in der Lage sind, Warme aus den tropischen
Gewassern polwarts zu transportieren. Einmal mehr sticht der Golfstrom heraus. Wie zu erwarten,
weist dieser eine stark negative Warmebilanz auf.

Abb. 25.11 zeigt den Fluss e*w+ g Ry, durch die Erdoberfliche hindurch, der sich aus
Strahlungsfluss (nach unten, also positiv) und sensiblem plus latentem molekularem
Fluss (nach oben, also negativ) zusammensetzt. Die Summe nennt man die ,, Wérme-
bilanz“ der Erdoberflache (eine ebenso ungliickliche wie weit verbreitete Bezeichnung).
Diese Grofe hat iiber Land relativ kleine Werte (teilweise Messfehler), denn die Spei-
cherung von Energie im Boden der Kontinente ist sehr gering und reicht nur einige
Meter weit in die Erde. Nahezu die gesamte Energie wird als latente und als fiihlbare
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Ann 9195 Horiz energy flux div [W/m?]

Source: ERA-40 Statistics: mean = 0.00, rms = 55.85, std = 55.85, min = -219.96, max = 256.57
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Abb. 25.12 Vertikal integrierte horizontaler Energiefluss, dargestellt als Vektorpfeile, sowie zu-
gehorige Divergenz (Isolinien). Mittel der Jahre 1991-1995.

Wirme wieder abgegeben. Die Warmebilanz hat grofie Werte iiber den Ozeanen. Dort
ist sie positiv bevorzugt im Tropengiirtel, am stérksten im tropischen Ostpazifik; hier
nimmt der Ozean netto Energie auf, die er dann durch Meeresstrémungen wieder weg-
transportieren muss. Hohe negative Werte der Warmebilanz sieht man im Bereich von
Golfstrom und Kuroshio; dort gibt der Ozean Energie vertikal an die Atmosphére ab.

Im Ozean wird sehr viel Energie gespeichert. Dennoch treten am Boden des Ozeans
keine Warmefliisse in den Untergrund ein. Weder am Land noch am Grunde des Ozeans
fliefst Energie in die Erde. Der gesamte ankommende Energiefluss kann zu horizontalen
Transporten beitragen.

Den Vektor des horizontalen Energieflusses zeigt Abb. 25.12. Wiahrend es in den
Tropen nur geringe Energiefliisse gibt, ist in Richtung der Pole ein Gradient zu ver-
zeichnen. Dieses Feld kann man mit Abb. 25.3 fiir den Feuchtefluss vergleichen. Anders
als der Feuchtefluss ist der Energiefluss stark in den Aufertropen und schwach in den
Tropen, weil beim Energiefluss nicht die Feuchte, sondern der Massenfluss dominiert.
Der Energiefluss divergiert am stéarksten iiber Golfstrom und Kuroshio.

Am oberen Rand der Atmosphéire wird der vertikale Fluss nur durch Strahlung
bewirkt (hier nicht gezeigt). Dieser Fluss ist mit der Wéarmebilanz an der Erdoberflache
und der horizontalen Energieflussdivergenz im Gleichgewicht und schlieftt das Bild. Wir
konnen also folgende Aussagen festhalten:

m Die Energie, die man in den Aufertropen durch vertikale Divergenz verliert, erhélt
man horizontal aus Richtung des Aquators durch Konvergenz.
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m In den Tropen liegen die Verhéltnisse umgekehrt: Vertikal liegt eine Konvergenz des

Strahlungsflusses vor, was eine Divergenz horizontal in Richtung des Pols bedingt.

25.5.3 Der Energiehaushalt im zonalen Mittel

Den nordwérts gerichteten Energiefluss, aufgeschliisselt fiir die Atmosphére und den
Ozean, zeigt Abb. 25.13. Man erkennt darin, wie auf der Nordhalbkugel die Energie
nach Norden und auf der Siidhemisphére nach Siiden transportiert wird.

90°S  60°S 30°S 0° 30°N 60°N  90°N
! T
Total Energy Fluxes RAD | severeeas ATM
- = =.0CE ——— RES
5 ]
= I 7 Ot s S —e
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Abb. 25.13 Meridionaler Energietransport (nach N positiv) in der Atmosphare (punktiert), im
Ozean (gestrichelt) sowie der aus Satellitendaten erforderliche Transport in beiden Fluiden zu-
sammen (schwarz) als Funktion des Sinus der geographischen Breite; ferner aufgetragen ist das
Residuum aus der Satellitenkurve und der Summe von Atmosphare und Ozean (strichpunktiert).
Im tropisch-subtropischen Giirtel von 35°S bis 35°N ist der Transport divergent, polwarts davon
konvergent.

Den weitaus groften Anteil am Energietransport hat die Atmosphére. Der ozeanische
Transport kann trotz der 1000-fach groferen Dichte des Wassers und dem dadurch
naturgemaft hohen Gewicht jedes Beitrags der Wasserteilchen nicht mithalten, weil
die Geschwindigkeit im Wasser viel geringer ist als in der Atmosphére und weil die
Kontinente den Ost-West-Austausch im Ozean wirksam behindern.

Die Kurve ,RES* in Abb. 25.13 ist die Summe der drei anderen gemessenen Kurven
und sollte im Idealfall Null sein; sie stellt daher den Messfehler dar (Messdaten aus
1991-1995; Auswertungen wurden 2005 abgeschlossen).
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Die Vorstellung, dass nicht die gesamte in der Atmosphére gespeicherte Energie ver-
fligbar ist, geht auf die Erfahrung der frithen Thermodynamiker zuriick, die wussten,
dass man Warmeenergie nicht ohne weiteres in mechanische Energie umwandeln kann.
Nun ist in der Atmosphére ja Wind vorhanden, also kinetische Energie, und einiges an
Energie lasst sich aus der Atmosphére auch gewinnen. Aber wie viel? Wenn man sich
den riesigen thermischen Energievorrat der Atmosphére vor Augen halt, so entsteht
die Frage, warum die kinetische Energie nicht viel grofer ist, d. h. warum der Wind
eigentlich so schwach ist. Der Wind in der Atmosphére kénnte, rein aus dem Energie-
vorrat der Luft betrachtet, iiberall starker sein als ein Hurrikan. Warum ist der Wind
gewoOhnlich so schwach?

Dieses Problem behandelte Margules vor iiber 100 Jahren in seiner heute klassischen
Arbeit ,,Die Energie der Stiirme®. Lorenz bearbeitete 1955 die Frage erneut und stellte
das Prinzip der verfiigbaren potenziellen Energie auf. Diese available potential energy
— APEFE nach Lorenz ist der Anteil der potenziellen Energie, der fiir die Nachfiillung
des Reservoirs der kinetischen Energie verfiigbar ist. Die kinetische Energie wird dann
ihrerseits durch Reibung in Wéarme umgewandelt und damit gewissermafsen ,,vernich-
tet®.

Wir behandeln das Thema in zwei Abschnitten. Im ersten betrachten wir ein inkom-
preesibles Fluid (Wasser) in einer barotropen Konfiguration (vertikal konstante Dichte)
und in einer baroklinen Konfiguration (vertikal variable Dichte). Fiir die erste zeigen
wir, dass die APFE nur von der Form der Wasseroberflaiche abhéngt. Fiir die zweite
zeigen wir, dass APFE durch Mittelung des Geopotenzials auf Dichteflichen ermittelt
werden kann.

Im zweiten Abschnitt wird das Konzept dann auf das kompressible Fluid der Atmo-
sphire angewendet. Hier geben wir eine Zusammenfassung der klassischen Lorenzschen
Theorie. Dabei nutzen wir den Grundgedanken der Mittelung auf Dichteflichen. Die-
se Mittelung fithren wir in der Atmosphére auf Flachen potenzieller Dichte durch,
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was dquivalent zur Mittelung auf ©-Flachen ist und den Lorenzschen Gedanken der
isentropen Umschichtung verwirklicht.

26.1 Die potenzielle Energie eines inkompressiblen
Fluids

Die potenzielle Energie eines Korpers der Masse M ist gegeben durch
P=gMz (26.1)

Wiederum ist g die Schwerebeschleunigung, und z, ist die vertikale Koordinate des
Schwerpunkts. Diese Formel ,;weift nicht“, ob der Korper fest ist oder ob es sich um
eine Fluidschicht (aus einer Fliissigkeit oder einem Gas) handelt.

Wie ist der Schwerpunkt definiert? Der Vektor x zeige zu einem Punkt im Inneren
oder am Rand des Kérpers; dort herrsche die Dichte p(z, y, z). Dann ist der Ortsvektor
des Schwerpunkts wie folgt definiert:

JzpdV )
o= o = | [ [ #oarava: 0
Vv

Ty z

Die Integration ist {iber das Volumen V des Kérpers zu erstrecken. Der Schwerpunkt
ist also das Massenmittel des Ortsvektors, erstreckt iiber das Volumen des Koérpers.
Die Horizontalposition des Schwerpunkts ist fiir die potenzielle Energie gleichgiiltig,
und es zahlt nur die Vertikalkomponente von x:

Zs = % ///zpdmdydz (26.3)

Ty z

Wenn man das in die Definition (26.1) einsetzt, so kiirzt sich die Masse heraus, und es

P:///q)pda:dydz:/@dM (26.4)

Ty z M

ergibt sich

Hier haben wir gz = ® gesetzt. Die totale potenzielle Energie P eines Korpers ist
also gleich der massenspezifischen potenziellen Energie ®, integriert iiber die Masse
des Korpers. Die Definitionen (26.1) und (26.4) sind identisch. Die rechte Schreibweise
zeigt den eigentlichen Zusammenhang, und die mittlere Schreibweise in (26.4) ist die
praktisch verwendete.

26.1.1 Potenzielle Energie in einem barotropen Fluid

Als einfachste Anwendung von (26.4) in der Form von (26.3) betrachten wir ein Fluid
konstanter Dichte (Abb. 26.1); man denke an Wasser mit konstanter Dichte p in einem
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Schwimmbecken. Bei der Ableitung der entsprechenden Formeln stellen wir zunéchst
den Aspekt des Schwerpunkts in den Vordergrund.

Die Rolle der Fluidoberflache

Fiir die Konfiguration a) lautet Gleichung (26.3):

A / 1 [ﬁr‘H H
2e=— [ zdz= = |=— == (26.5)
v H|2|,_, 2

Hier haben wir p = M /V nach vorn gezogen und gekiirzt sowie aufierdem die In-
tegration liber x und y ausgefiihrt, wobei die Fliche A herauskommt. Dann haben
wir die Integration zwischen 0 und H ausgefiihrt. Das Ergebnis am Ende kann nicht
iiberraschen: Der Schwerpunkt liegt bei der Hélfte der Wasserhohe.

Jetzt erlauben wir der Wasseroberfliche eine Stérung, dargestellt durch die Funktion
h(z,y) mit dem horizontalen Mittelwert

h= % // h(z,y)dzdy mit A= // dx dy (26.6)
zy Ty

Damit kann man die Stérung in der folgenden Form schreiben:
h(z,y) = h+ h'(z,y) mit h =0 (26.7)
Gleichung (26.3) lautet also fiir die Konfiguration b):

z=h(z,y)
1 1 h2(z,y)
ZS_V// / zdz dxdy—ﬁ// (2 da dy (26.8)
Ty z=0 Ty

Diese Formel lésst sich vereinfachen, indem man die Mittelwertsdefinition (26.6) auf

h? anwendet und dabei H = h beachtet:
1 h?
Zs == —

h 2

Aber der quadratische Mittelwert lautet =" —|—W, wie schon frither gezeigt; dabei
ist h’? die Varianz der Funktion h. Damit nimmt (26.9) die folgende Form an:

7 vl
2e = g (1 + };L2> (26.10)

(26.9)

Einsetzen in (26.1) liefert

P:%gAp(EQJriT?) (26.11)
Dieses Ergebnis ist sehr aussagekréftig. Danach ist die niedrigste Lage des Schwer-
punkts unseres Fluids diejenige mit verschwindender Varianz, d.h. mit strikt horizon-
taler Oberfliche. Wenn die Oberflache schief liegt (beispielsweise bei der Konfigura-
tion b) in Abb. 26.1) oder Wellen hat — selbst wenn diese Stérung im Mittel gleich null
ist —, so steigt der Schwerpunkt und damit auch P entsprechend an.
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TPE =

H — H
— = gM2

Abb. 26.1 Zur potenziellen Energie eines
barotropen Fluidvolumens. M = Gesamt-
masse, A = horizontale Grundfliche, H =
mittlere Hohe. a) Horizontale Oberfliche;
b) gestorte Oberfliche h(z) = h + W/ (x);
c) Fluid im rechten Teil des Beckens auf
doppelte Héhe aufgestaut.

H
gM2(1+1)

Gleichung (26.10) reproduziert offensichtlich das Ergebnis der Konfiguration a). An-
gewendet auf die Konfiguration c¢) in Abb. 26.1 bilden wir die Varianz von h, wenn die
Wasseroberflache in der rechten Hélfte des Beckens aufgestaut ist. Dann ist im linken
Becken h' = —h, und im rechten ist ' = +h. Also ist die Varianz gleich h'2 = 7"
Dadurch ist der in (26.10) eingeklammerte Zusatzterm gleich 1, und der Schwerpunkt
erhalt den Wert zs = H, wie die Anschauung unmittelbar bestétigt.

Barotrope verfiighbare potenzielle Energie

Die potenzielle Energie P® der Konfiguration a) in Abb. 26.1 ist offensichtlich nicht
verfiigbar. Aber die Konfiguration b) enthélt einen verfiigharen Anteil. Dieser entsteht
durch die Anhebung des Schwerpunkts aufgrund der Stérung der Wasseroberflache. Er
wird verfiigbar gemacht durch Horizontalstellung der Wasseroberfléche, d. h. dadurch,
dass die Konfiguration b) zum Referenzzustand der Konfiguration a) zuriickkehrt. Das
entspricht einer isentropen Umschichtung der Wassermasse.

Wir definieren daher als verfiigbare potenzielle Energie A PE (available potential

energy):
APE® = P* — P = g M (2% — 29) (26.12)

Durch Kombination der Gleichungen (26.1) und (26.10) ergibt sich also die allgemeine
Formel, die wir geméf (26.11) formulieren:

APE = %gApW (26.13)
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Das ist die verfiighare potenzielle Energie im barotropen F'WM. Die entscheidende Grofie
in dieser Formel ist die Varianz der Wasseroberflache. Die APFE ist bei gegebener Dichte
und Grundfldche von der Wassertiefe unabhéngig.

26.1.2 Potenzielle Energie in einem baroklinen Fluid

Jetzt betrachten wir, immer noch fiir inkompressible Verhaltnisse, die Situation mit
Dichteschichtung. Dabei nehmen wir von vornherein an, dass die Schichtung statisch
stabil sein soll, d. h. die Dichte soll nach unten hin zunehmen.

Zwei-Schichten-Konfiguration

Im einfachsten Fall setzen wir ein Zwei-Schichten-Modell an; vgl. die Konfiguration a)
von Abb. 26.2. Der Schwerpunkt der oberen Schicht (Index T') mit der konstanten
Dichte pr ist gegeben durch

_ vadV ZETTQ—}'LBQ
JodV T2 hr—hs

Zs (26.14)
Der Leser iiberpriife selbst die Richtigkeit dieser Formel. Bei dieser Gelegenheit iiber-
zeuge er sich von der Zweckméfigkeit der Schreibweise mit Mittelwerten. Diese Metho-
de gestattet nicht nur eine einfache Uberpriifung der Dimensionsrichtigkeit, sondern
ist in der Regel auch viel {ibersichtlicher als die Schreibweise mit Integralen.

Wenn wir, wie bisher, die Grundfliche des Beckens mit [ fy dz dy = A bezeichnen,
so liefert der allgemeine Ansatz (26.1) mit (26.14) und (26.10) fiir die potenziellen
Energien der oberen und der unteren Schicht:

1 —5 3 1 s
PTzigApT (hT27h32) und PB:§gApB hB2 (26.15)

Das ergibt mit der Dichtedifferenz Ap = pp — pr fiir die gesamte potenzielle Energie
beider Fluidschichten zusammen:

P:PT+PB:%gA (pT he? 4+ Ap hBQ) (26.16)

oder
P= %gA (pTEQ+ApEQ) —|—%gA (pTTf+ApT;) (26.17)
Nach unserer obigen Voraussetzung ist Ap > 0. Der niedrigste Wert von P wird
erreicht, wenn beide Trennflachen dieses Zwei-Schichten-Modells strikt horizontal sind,
d.h. wenn gilt: hiT2 = EQ und TBQ = EQ. Dann bleibt nur das erste Glied in (26.17)
iibrig, denn dieser Ausdruck kann sich nicht &ndern; er stellt also auch den Referenzwert
von P dar.
Die verfiigbare potenzielle Energie dieser Konfiguration ist gleich dem zweiten Glied:

APE = %gApT h’TQ—i—%gAAp h'y? (26.18)
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Beide Ausdriicke sind gleich aufgebaut. Der erste Term in (26.18) reproduziert (26.13);
er stellt den barotropen Beitrag zu APE dar. Der zweite Term in (26.18) ist neu; er

a)
b)
2
Abb. 26.2 Zur potenziellen Energie eines
c) baroklinen Fluidvolumens. a) Barokline

& Konfiguration, bestehend aus 2 barotropen
o Schichten; b) Konfiguration mit hori-
zontaler Wasseroberflache und stetiger
Dichteschichtung; ¢) Zustand niedrigster
potenzieller Energie, entstanden aus b)

— ™ xy durch isentrope Umschichtung.

R

o

ist der barokline Beitrag zu APE. Eindrucksvoll am baroklinen Beitrag zu (26.18) ist
die Einfachheit der Formel: APF ist positiv definit bei irgendeiner Stérung der Trenn-
fliche. Gleichgiiltig, wie hp im einzelnen aussieht: Ausschlaggebend ist die Varianz
der Trennfliche zwischen den Dichteschichten. Auflerdem ist wegen Ap/p < 1 der
barokline Beitrag viel kleiner als der barotrope.

Stetige Dichteschichtung

Nach dem Zwei-Schichten-Modell betrachten wir nun die Konfiguration b) in Abb.
26.2. Wir gehen wie bisher vor und berechnen die totale potenzielle Energie. Dann ist
die verfiighbare potenzielle Energie gleich der Differenz zwischen der aktuellen und der
durch Umschichtung erreichbaren minimalen Energie.

Nach dem Ansatz (26.4) gilt

P:g///zpdxdydz (26.19)

Ty z
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Die Integrationen iiber z und y sollen sich wie vorher iiber die horizontale Fliache A
erstrecken, die wir nicht néher spezifizieren. Das Problem ist jetzt die Dichte, die eine
Funktion von allen drei Koordinaten ist.

Wir betrachten zuerst das vertikale Integral

_/H / a2 =

z=0 p(2=0)

p(2=H)
22 dp (26.20)

|
—
hS)
N
N
—_
N
Il
T
I
N | =

Hier haben wir mit partieller Integration umgeformt. Fiir den ersten Term rechts ergibt
sich

=H)

1 017=H 1 s 1 /P(Z 5 1 /P(Z_H) 5
g[pZLZO =5pH =5 - Hdp=35 - [z(z,y,p)]" dp  (26.21)

Bei der letzten Umformung haben wir angenommen, dass z = z(z,y, p) den gleichen
Wert H hat fiir alle p, die kleiner sind als im Niveau H. Damit kann man die beiden
Summanden rechts in (26.20) zusammenfassen zu

i p(z=0)
/ = / z“dp (26.22)
— p=0

Das kénnen wir wieder durch das Flichenmittel 22 = ffz2 dzdy/[[dz dy sowie auch
[[ dzdy = A ausdriicken. Einsetzen in (26.19) liefert

p(z=0) p(z= 0)
gA/ 22:dp= = gA/ zZ +z’2) dp (26.23)
p

=0

P:

N | —

Die Storung 2z’ = 2'(z,y, p) ist die Abweichung von z auf der Dichtefliiche. Bei dieser
Schreibweise liegt auf der Hand, welches hier die verfiigbare potenzielle Energie ist:

1 p(z=0)
APE = 3 gA/ 22 dp (26.24)

p=0

Die wverfiigbare potenzielle Energie des baroklinen Modells (stetige Dichteschichtung
eines inkompressiblen Fluids der Konfiguration c¢) in Abb. 26.2) ist also gleich der
mittleren Varianz von z auf der Dichteflache.

26.2 Die Lorenzsche verfiigbare potenzielle Energie

In der klassischen Theorie der verfiigbaren potenziellen Energie nach Lorenz werden
in ihrer einfachsten Form die folgenden Annahmen getroffen:

m Durchgehende Giltigkeit der hydrostatischen Gleichung.
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m Flache Erdoberfliche (d.h. keine Orographie, Lage der Erdoberfliche tiberall bei
z=0).

m Trockene Atmosphére, d. h. Wasserdampf und latente Warme werden in der Ener-
getik nicht beriicksichtigt.

Diese Vereinfachungen kann man leicht fallen lassen, ohne den dahinter steckenden
fruchtbaren Grundgedanken &ndern zu miissen.

26.2.1 Das Konzept

Bei einer trockenen Atmosphére gibt es drei Formen lokaler Energie: die kinetische
Energie k, die potenzielle Energie ® = g z und die innere Energie ¢, T. In der Physik
ist es tiblich, k 4+ ® als mechanische Energie zu kombinieren und diese mit der inneren
Energie austauschen zu lassen. Das haben wir beispielsweise weiter oben im Abschnitt
11.2.3 getan.

Wir haben aber dort schon betont, dass es zwar verschiedene Energieformen (aufier
den eben drei genannten noch weitere), aber nur eine Energie gibt. Die eben vorgenom-
mene Zerlegung ist willkiirlich, und die Betrachtung des Austauschs zwischen verschie-
denen Energieformen ist nicht eindeutig. Es gibt keine absolut ,,richtige Kombination
von Energieformen; verschiedene Kombinationen sind grundsétzlich gleich richtig, und
ihre Wahl ist der Vorliebe des Betrachters iiberlassen.

Man kann also ebenso die innere und die potenzielle Energie zur totalen potenziellen
Energie kombinieren und jetzt den Austausch dieser Energieform mit der kinetischen
Energie untersuchen. Im Wesentlichen dies tut Lorenz, und hier wollen wir ihm folgen.
Dazu gehen wir in folgenden Schritten vor:

m Wir zeigen, dass die so definierte totale potenzielle Energie gleich der fiihlbaren
Wirme ist (beides im globalen Mittel).

m  Wir nehmen durch isentrope Zustandsdnderungen eine Umschichtung der globalen
Atmosphére vor, bei der am Ende Isentropen- und Druckflachen parallel zueinander
sind. Die totale potenzielle Energie dieses Referenzzustands ist die kleinste, die die
Atmosphére haben kann.

m  Als verfiigbare potenzielle Energie definieren wir die Differenz zwischen dem aktu-
ellen Zustand und dem Referenzzustand. Diese Energie ist zur Varianz der Tempe-
ratur auf Isobarenflichen proportional (im globalen Mittel).

m Aus den Gleichungen fiir die thermische und die kinetische Energie gewinnen wir die
Raten von drei Umwandlungen: der , Erzeugung® verfiigbarer potenzieller Energie,
der Konversion verfiigbarer potenzieller in kinetische Energie und der ,, Vernichtung“
kinetischer Energie durch Dissipation.

Die Schreibweise mit Anfiihrungszeichen soll darauf aufmerksam machen, dass die
suggestiven Namen dieser Grofen fragwiirdig sind. Denn bekanntlich kann Energie,
auch verfiigbare potenzielle, weder erzeugt noch vernichtet werden. Sie kann aber aus
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anderen Energieformen oder in solche umgewandelt werden — und das ist es, was hier
tatséchlich geschieht.

26.2.2 Die totale potenzielle Energie

Als gesamte potenzielle Energie einer Luftsdule definierte Lorenz:

Ps
Jo é/(cv T+ ®)dp (26.25)
0

Das Integral ist sogleich iiber die Massenkoordinate p ausgefiihrt; damit haben wir
implizit die hydrostatische Gleichung verwendet. Durch partielle Integration lasst sich
der zweite Teil von E wie folgt umformen:

Ps p=p: Ps

/<I>dp = [®p)h — / pd® = R/po (26.26)
——

0 =0 p=0 0

Der erste Ausdruck im Mittelteil verschwindet, weil an der Obergrenze der Atmosphéa-
re p = 0 und an der Untergrenze ® = 0 ist (an dieser Stelle haben wir den Einfluss der
Topographie vernachlassigt); der zweite Ausdruck im Mittelteil wird mit der Gasglei-
chung und der statischen Gleichung zum Ausdruck rechts umgeformt. Wenn man das
Ergebnis in (26.25) einsetzt, so folgt mit ¢, + R = c¢p:

Ps

E = 1 /cppo (26.27)
g
0

Hierin ist E das Massenintegral der fithlbaren Warme und damit eine flichenspezifische
Energie (Einheit J/m?). Diese Grofe ist zuniichst nur fiir die lokale Séule definiert, d. h.
E ist eine Funktion von ¢, z und y. Beim Vergleich von (26.25) und (26.27) erkennt
man einmal mehr, dass fiir die Atmosphére nicht die spezifische innere Energie ¢, T die
ausschlaggebende Grdfse ist, sondern die spezifische Enthalpie ¢, T', die man allgemein
als fiihlbare Wirme bezeichnet.

Wir eliminieren nun im Integranden die aktuelle mithilfe der potenziellen Tempera-
tur:

Tdp= <p) Odp= L 0 (p"dp) (26.28)
Po Po

Nun ist der eingeklammerte Ausdruck rechts das Differenzial von p'™* /(1 + ). Das
Integral (26.27) lasst sich mit diesem Trick und anschlieRender partieller Integration
wie folgt umformen:

Ds 1 Ds 1t 1 O(ps)
p 1+k Ps / 1+k
Tdp= — [©d - S - de | (26.29
/ P pc':/ <1+n> & (L+r) [ P L,:o p (26.29)
0 0 e(p=0)
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Der erste Summand in der Klammer liefert nur an der Erdoberflache einen Beitrag

und l&sst sich folgendermafen schreiben:

O(ps)
x| Ps K K
[®p1+ L:O O(ps) ps" = / pstde (26.30)
e=0

Mit ©(ps) ist natiirlich der Wert von © an der Stelle p = ps gemeint. In (26.30) haben
wir ausgenutzt, dass ps eine Konstante, also gar keine Funktion von © ist, sodass man
den ganzen Ausdruck als Integral iber © zwischen 0 und ©(p,) schreiben kann. Dazu
muss man fiir alle © < O(ps) setzen: p = ps, was wir hiermit so verstehen wollen. Mit
dieser Definition kann man am Ende den Index bei ps; weglassen.

Das Ergebnis dieser raffinierten Umformung von Lorenz lésst sich mit dem zweiten
Summanden in Gleichung (26.29) zusammenfassen (wobei man zuerst die Integralgren-
zen umkehren muss). Dadurch wird Gleichung (26.29) zu

Ps O(ps) ©(p=0) ) ©(p=0)
14k 14k 1+k
[ran= s [ #ae [ atrae )= e [ e
0 ©=0 (ps) ©=0
(26.31)

Wenn man nun fir ©(p = 0) den groften in der Erdatmosphére vorkommenden Wert
als O definiert, so haben wir das einfache Ergebnis (vergleiche dazu Abb. 26.3):

Ds oo

/po _ L CATS (26.32)
p& 1+ kK

0 =0

PSK

[@P1 +K] ::jo

0 t —= Abb. 26.3 APE-Formel, trickreich nach
Lorenz.

(ps) 8(p=0) Og,

Wozu machte Lorenz das so, und warum ist das ein einfaches Ergebnis? Die gerade
vorgenommene Umformung liefert zunéchst nur die vertikal integrierte Energie, d.h.
die Gesamtenergie einer lokalen atmosphirischen Saule. Die totale potenzielle Energie
der globalen Atmosphére erhdlt man nun, indem man die Energie (26.25), unter Ver-
wendung von (26.27) und (26.32), iiber die Erdoberfliche integriert oder, was dasselbe
ist, horizontal mittelt (dartiber gesetztes Dach) und mit der Fliache A multipliziert:

O ——
-~ 1+~
A~E:é%/p 40 = M - {c, T + &} (26.33)
9 po I+k —_——

=0 TPE
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Diese Gleichung stellt das Massenintegral von ¢, T' + ® iber die globale Atmosphére
dar; die Einheit dieser Grofe ist J. Was wir ab sofort als totale potenzielle Energie TPFE
bezeichnen wollen, ist also die massenspezifische totale potenzielle Energie, gemittelt
iiber die Masse der globalen Atmosphére (geschweifte Klammern, Einheit J/kg).

Hier haben wir fiir eine beliebige Funktion f = f(\, ¢, ) den Mittelungsoperator
auf der isentropen Flédche eingefiihrt:

/2 27raCOSLp tar/2
=1 / / f(A cp,@)acoscpd)\adtp—z / / f(z,y,0©)dzdy
A=0 o=—m/2 =0 y=—am/2
(26.34)
mit
/2 2racosp 4am/2
/ / acose dhady = / / dx dy (26.35)
A=0 @=-—m/2 =0  y=—ar/2

Ebenso haben wir das globale Massenmittel eingefiihrt:

/2

{f}—M / / /f()\ ©,p acosgod/\adgod— (26.36)

A=0 p=—7n/2 p=

wobei fiir die Gesamtmasse der Atmosphére gilt:

A
M=2%p (26.37)
g

Bei der Definition (26.34) wurde angenommen, dass der Parameter © konstant ist
(d. h. die Mittelung soll auf der Isentropenflache geschehen) und dass die Fliache fur
alle praktisch vorkommenden Fille stets den gleichen Inhalt A hat (Modell der flachen
Atmosphére). Bei der Mittelung, die wir wahlweise iiber A, ¢ oder iiber die Pseudoko-
ordinaten z,y ausfiihren, ist aufferdem zu beachten, dass Isentropenflichen unter den
Erdboden geraten konnen; jedoch macht das nichts aus, wenn man in diesem Fall (wie
vorher bei p) einfach den Bodenwert des Integranden nimmt, bis die ©-Flache wieder
auftaucht.

Bei der Anwendung des Mittelungsoperators ~ auf den Bodendruck wird explizit
keine Riicksicht auf den Umstand genommen, dass die ps-Fliche keine Isentropenfla-
che ist, obwohl die Definition (26.34) das doch verlangt. Der Leser 13se selbst diesen
scheinbaren Widerspruch.

Jedenfalls folgt aus (26.33) jetzt:

de (26.38)
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Wenn man nun zu (26.27) zuriickgeht und mit Lorenz den eben eingefiihrten Operator
{ } des globalen Massenmittels verwendet, dann lasst sich das auch so ausdriicken:

a5)

Das ist eine besonders einfache Schreibweise fiir die totale potenzielle Energie.

26.2.3 Verfiigbare potenzielle Energie

Der grofite Teil der in den Gleichungen (26.38) oder (26.39) niedergelegten Energie
der globalen Atmosphére ist nicht verfiighbar. Wie grof$ ist dieser Teil? Nicht verfiigbar
wéare die Energie einer Atmosphére, in der weltweit der Druck auf den Isentropen-
flichen {iberall gleich wire bzw. in der Druck- und Isentropenflachen iiberall parallel

verliefen.

Isentrope Umschichtung

Diese virtuelle Konfiguration kann man sich aus der aktuellen Konfiguration durch
isentrope Umschichtung entstanden denken. Formal erhdlt man sie, indem man in
(26.38) den Druck auf der Isentropenfliche mittelt, also p durch p ersetzt:
O
1

c ﬁl-&-n
UPE = 2 — / de (26.40)
& P 1+k

©=0
Das ist der methodische Schliissel in der Lorenz-Theorie: Die isentrope Umschichtung
dadurch formal durchzufiihren, dass man das Mittel p/1+\"”° durch p'** ersetzt. p ist
definitionsgeméaf nur eine Funktion von ©.

Die unverfiigbare potenzielle Energie UPE dient uns als Referenzzustand fiir die
totale potenzielle Energie TPE. Aber UPE ist praktisch genauso groft wie TPE. Das
ist ja das Problem dieser energetischen Betrachtung: Wir haben es mit einem riesigen
Schatz an Energie zu tun, den man leider nicht heben kann.

Die Differenz der aktuellen und der unverfiigbaren Energie ist die gesuchte verfiig-

bare potenzielle Energie APE (available potential energy):

O , ——
cp 1 plts  pite
APE = T} — T}ret = TPE —UPE = 2 — - de (26.41
{ep T} = {cp Ther p(,;ps/(lJrK 1+ r ( )

©0=0

Dieses Integral wirkt recht erschreckend, und wir wollen es uns niher ansehen.

Die Lorenzschen Formeln

Um zu erkennen, dass (26.41) wenigstens positiv ist, kann man nach Lorenz zunéchst
die Zerlegung p = p+p® mit p¢ = 0 vornehmen; hier ist p¢ die Eddy-Abweichung des
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Drucks vom Mittel p auf der Isentropenfliche. Damit lautet die Differenz im Integran-
den

—

Trn Al4s _ ~14 P/?m ~1+ pe) "
pl—i-f-c —p [ D K <A) -1l =p o <]_ + A) -1 (2642)
p p

Nun setzen wir fiir positives s und kleines, aber ebenfalls positives x eine binomische
Entwicklung an: (1+z)* =1+sz+s(s—1)z?/2! 4 ---. Diese brechen wir nach dem
quadratischen Glied ab. Damit wird Gleichung (26.42) zu

—

—

. )
bk Atk e 1+ ¢
prtr —p T =5 1+ (14 k) <%>+(2f)“<1%> +o =1 (26.43)

In den eckigen Klammern heben die erste und die letzte Eins einander auf. Der zweite
Term verschwindet wegen der Eigenschaft p¢ = 0. Nur der dritte Term bleibt iibrig
und liefert nach Einsetzen in (26.41) sowie einigen weiteren rein algebraischen Umfor-
mungen:

o}

SN1+K 7 oN2
(£> <pA> 40 (26.44)
Po p

Das ist die Lorenzsche ,exakte* Formel fiir die verfiigbare potenzielle Energie. Der

K Po
APE:Cpff
2 ps

=0

Grundgedanke ist der gleiche wie bei der barotropen APE: Dort haben wir die Varianz
von z auf der Fliche konstanter Dichte gemittelt. Hier mitteln wir die Varianz von p
auf der Fldche konstanter potenzieller Dichte, die mit der Isentropenfliche identisch
ist.

Zunichst sieht man, dass die verflighare potenzielle Energie offensichtlich positiv
definit ist. Die entscheidende Grofse im Integranden ist das Quadrat der Druckstorung
p©. Wegen der weltweiten Mittelung ist das zu interpretieren als die Varianz dieser
Druckstérung auf der Isentropenfliche. Wenn es keine Fluktuationen des Drucks auf
der Isentropenfliche gibt, so verschwindet APFE.

Das kann man schlieflich in Temperaturfluktuationen auf der Druckfliche umrech-
nen. Das Ergebnis ist die folgende von Lorenz angegebene Néherung, die wir hier ohne
Ableitung notieren:

_ T 2
APE ~ % T %’Vj - (7%) (26.45)

Der Operator ~ bezeichnet die Mittelung auf der Druckfliche und der Doppelstrich die
zugehorige Abweichung, d. h. es ist speziell T = T + T". Ferner ist v ist das aktuelle
und 4 das trockenisentrope Temperaturgefille; vgl. dazu Gleichung (13.23).
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Dieses Ergebnis besagt: Die verfiigbare potenzielle Energie ist proportional zur Va-
rianz der Temperatur auf der Druckfliche, giiltig fir das globale Massenmittel. Das ist
ein fundamental barokliner Ansatz. Wenn die Temperatur auf der Druckfliche keine
Varianz hat, ist ja die T-Flache der p-Fliache parallel, und das haben wir als Baro-
tropie definiert. Um APE zu erzeugen, muss man also Baroklinitit erzeugen, und das
geschieht durch differenzielle Aufheizung.

26.2.4 Der Haushalt der verfiigbaren potenziellen Energie

Die Enthalpiegleichung der Atmosphére folgt aus der Gibbsschen Form (6.74):

dep, T
dt

—aw+Q (26.46)

Hier ist w = dp/dt, und fiir die Aufheizung der Atmosphére gilt folgende Definition:

T do

Diese beiden Gleichungen nutzen wir zuerst fiir den Referenzzustand.

Der Haushalt des Referenzzustands

Wegen der Barotropie des Referenzzustands ist & = a(p), woraus mit der Gasgleichung
auch T' = T'(p) folgt. Da im Referenzzustand p = p(0) ist, gilt fiir die Temperatur
weiterhin: T' = T'(©). Damit wird Gleichung (26.46) zu

dep, T alp)dp | ¢ T(©)dO/O
a - At dt (26.48)

Im Zé&hler jedes der drei Ausdriicke steht jetzt jeweils ein totales Differenzial, sodass

wir mit geeigneten Stammfunktionen f und g schreiben kénnen:

de, T df
— 4+ = 26.4
dt +5 n (26.49)

Das globale Massenmittel irgendeiner dieser Ableltungen7 z.B. der ersten rechts, ist

()

Hier haben wir den Operator d/d¢ in Druckkoordinaten in Flussform entwickelt. Aber

gegeben durch

das globale Mittel einer horizontalen Divergenz verschwindet natiirlich ebenso wie das
einer vertikalen Divergenz, sodass der zweite und der dritte Term rechts gleich null
sind. Im ersten kann man Zeitableitung und Massenmittel vertauschen. Also lautet
das globale Massenmittel von (26.48):

%{cp T}et = %{f} + %{g} (26.51)
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Nun ist klar, dass die Massenmittel {c, T'}, {f} und {g} zeitlich konstant sein miissen
(von Klimaschwankungen abgesehen); das diirfte schon fiir den aktuellen Referenz-
zustand gelten, noch viel mehr aber fiir das Jahresmittel. Das bedeutet: Jeder der
einzelnen Terme in der Energiegleichung (26.51) verschwindet fiir sich. Das ist Aus-
druck der anschaulichen Tatsache, dass der Referenzzustand ein totes Energiereservoir
ist, in dem keine Energieumwandlungen stattfinden. Damit l4sst sich (26.51) unter
Bezug auf (26.46) auch so schreiben:

%{CP T}ref = {aw}ref + {Q}ref (2652)
=0 =0

Das nutzen wir nun zur Gewinnung der Tendenzgleichung fiir die APFE.

Der Haushalt der APE

Die Gleichung fiir die verfiigbare potenzielle Energie verschaffen wir uns aus der Ener-
giegleichung (26.46) durch Differenzbildung zwischen dem aktuellen Zustand und dem
Referenzzustand sowie anschliefende Massenmittelung:

D tery = 2oy Theor = {00} — {awher +{Q) — {Qher (26.58)

Die linke Seite ist gleich 9APE/Ot. Man vergleiche dazu mit Gleichung (26.41). Auf
der rechten Seite beachten wir {aw}ret = 0. Den Massenmittelwert von avw kann man
mit der statischen Gleichung sowie unter Beachtung von

0P w
) ininlhadi QU 26.54
{V V + ap } 0 (26.54)
umschreiben zu
|C = —{aw}=—{V -V} (26.55)

Das ist die Konversionsrate zwischen APE und KE. Fiir die Aufheizungsdifferenz gilt

{Q} — {Q}rer = {cp <§O>K (f} = {cp (}i)ﬁ ‘f} (26.56)

Das lasst sich umformen zu

{Q} — {Q}ret = {1 - (g) H} [cp (i)n f] (26.57)
Q

oder

(NQ} =G (26.58)
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Das ist die Erzeugungsrate oder Generationsrate von APE. Damit lautet die Gleichung

fiir die verfiigbare potenzielle Energie:

OAPE
o

G-C (26.59)

Die Konversionsrate von der verfiigbaren potenziellen zur kinetischen Energie be-
schreibt die Wechselwirkung zwischen APE und KE. Die Erzeugungsrate G ist die

Korrelation zwischen dem Lorenzschen efficiency factor

N=1- <5)H (26.60)

p

und der Heizungsrate Q). Wegen Q..f = 0 gilt natiirlich

{NQ} ={Q} (26.61)

Die Heizung der Atmosphére ist also gleich der Erzeugung von APE (wohlgemerkt nur
im Mittel, denn trotz (26.61) ist im Allgemeinen NQ # Q).

Der Haushalt der KE

Die Gleichung fiir die globale kinetische Energie verschafft sich Lorenz aus der hori-
zontalen Bewegungsgleichung in Druckkoordinaten, z.B. aus (II1.3)=(8.40):

av?
dt 2

Hier ist R ein zusétzlicher unspezifizierter Reibungsvektor. Mit den Definitionen

()= o o

fiir die globale kinetische Energie KE bzw. fiir die Dissipation D gilt fiir den Massen-

=-V.V®+V-R (26.62)

mittelwert von (26.62) iiber die globale Atmosphire:

OKE

—c_ 26.64
5 =C-D (26.64)

Die Gleichungen (26.59) und (26.64) sind die globalen Haushaltsgleichungen fiir den
Lorenz-Zyklus. Durch G wird APE erzeugt, und durch C' wird in KFE konvertiert. Das
auf diese Weise stindig nachgefiillte Reservoir von KE wird durch D laufend wieder
entleert. Im stationdren Klimamittel sind alle drei Konversionsraten gleich:

G=C=D (26.65)

Damit ist unsere Betrachtung der Theorie fiir den klassischen Lorenzschen Energie-
zyklus abgeschlossen.
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26.2.5 Die subskalige Komponente im APE-Zyklus

Die Theorie hat den Formalismus des Energiezyklus bereitzustellen, aber sie kann
keine Aussagen dariiber machen, wie groff die Umwandlungsraten sind, d. h. wie stark
der globale Energiezyklus wirklich ist. Dazu muss man die Daten der allgemeinen
Zirkulation heranziehen.

Dazu eine Bemerkung zu den Einheiten. Die Umwandlungsraten (26.65) haben die
Einheit von @ oder von aw, also W /kg. Es hat sich jedoch eingebiirgert, die Umwand-
lungsraten nicht als massenspezifische Leistung, sondern als fldchenspezifische Leistung,
also im Grunde als Fliisse anzugeben; das ist so dhnlich wie beim Niederschlag, den

2 g7! sondern durch Division mit der Was-

man gewohnlich nicht in der Einheit kg m™
serdichte in der Einheit mm/s angibt. Man multipliziert dazu die Umwandlungsraten
(26.65) mit der flachenspezifischen Masse M /A der globalen Atmosphére geméf Formel

(26.37) und kommt zu den Grofen
(G*,0*,D*) = % (G,C, D) (26.66)

Diese haben die Einheit W/m?. Die Abb. 26.4 zeigt ein Beispiel fiir eine solche neue-
re Auswertung. Die konkrete Auswertung der Gleichungen (26.59) und (26.64) des
globalen Energiezyklus ist bis heute mit einer hohen Fehlerrate behaftet. Die von Lo-
renz und nachfolgenden Bearbeitern angegebenen Werte der Konversionsfliisse (26.66)
liegen zwischen 2 und 3 W/m?.

i oid — _f5 s rid
ngd I orid C - '{(X,(D} grid Dg
g K e
3.1) APE 2.5) © 0)
T 1
1 1
| :
sub : sub :
Chop 1(0.6) Cie 1(25)
i i
v| 1
------------------------- sub ]
sub Cc = -{a’ [0) } Dsub
G o sub o _____ sub —
(1.6) APE (2.2) (4.7)

Abb. 26.4 Energiezyklus der globalen Atmosphire, Konversionsraten G (Erzeugung), C' (Um-
wandlung), D (Dissipation) in der Einheit W/m?. Oberer Index ,grid": Gitterskalige Konver-
sionsrate; ,,sub": subgitterskalige Konversionsrate (nach Haimberger und Hantel, Tellus 52 A,
2000, p. 75-92, Fig. 13, modifiziert).
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Bei diesen frithen Auswertungen wurden jedoch stets nur sehr grofiraumige Felder
herangezogen. Die urspriingliche horizontale Auflésung dieser heute als gitterskalige
Daten bezeichneten Auswertungen war gréber als 1000 km. Die heutigen gitterskaligen
Felder beispielsweise der Routineanalysen des Européischen Zentrums fiir Mittelfrist-
Wettervorhersagen (EZMW) in Reading, Grofibritannien, haben eine Auflésung von
unter 100 km.

Die Prozesse unterhalb der Gitterskala produzieren jedoch auch Umwandlungsraten.
Thre Auswertung kann nicht, wie die der gitterskaligen Fliisse, aus den vorliegenden
Feldanalysen vorgenommen werden, sondern muss indirekt ausgefiihrt werden. Dabei
zeigt sich, dass die subgitterskaligen Prozesse Beitrage von etwa gleicher Hohe leisten
wie die gitterskaligen. Die frither angegebenen Werte fiir C' (typisch 2.5 W /m?) miissen
also in Richtung auf etwa den doppelten Wert korrigiert werden.

Ein gewichtiges Argument fiir die Notwendigkeit der Analyse der Subskala ergibt
sich aus dem Dissipationsprozess. Die ,,Vernichtung* von Energie durch Reibung, also
die Konversion kinetischer Energie in thermodynamische Energie durch Dissipation,
geschieht sicher nicht auf der Gitterskala, sondern tief auf der Subgitterskala durch
molekulare Prozesse (D" in Abb. 26.4).
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Héiufig gebrauchte mathematische Formeln

Totales Differential von f(z,y): df = 5
Y
d(fg) _ df 449
fg g
i=3
Kartesischer Vektor: = = Z T € = T;e;
i=1

Relative Ableitung:

Vektorprodukt: x X y = €51 T Yj €k
Antisymmetrie des Vektorprodukts: = Xy = —y X x

Spatprodukt: (x X y) -z = €51 Ti Yj 2k

Gradientoperator: V = eii und e;j- V= 9
81,‘1‘ 81’]'
. . d 0
Operator der totalen Zeitableitung: Frialis +v-V
Gradient des Vektors v(z): Vv =e; i(v ej) = Ovj e; ej
' S 0z T O
d Ov;

Divergenz des Vektors v(z): V-v=e¢;- a—xi(vj e;) = o
. 0
Rotation des Vektors v(x): V X v = g 9. Vi €k
Xy

Gaufischer Integralsatz fiir F": /F -ndX = /V -FdV

Stokesscher Integralsatz fiir v: %v cods = /(V X v)-ndX

2
Weber-Transformation: (v -V)wv = V% +¢xwv

vektons v (X0, (0x  ovY
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Oz Oz
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27.1 Das totale Differenzial

Die klassische Ableitung einer Funktion f(z) nach z ist gegeben durch
Af _ et Ar) - f(2)

dx =~ Az—o0 Ax

(27.1)

Die Verallgemeinerung auf mehrere unabhéngige Argumente, z. B. x, y, besteht in der
partiellen Ableitung, beispielsweise 9 f(x,y)/dx. Durch das besondere Differenziations-
symbol 0 wird lediglich darauf hingewiesen, dass die anderen Argumente, von denen f
auch noch abhingt (im Beispiel y), bei der Bildung der Ableitung konstant zu halten
ist, sodass sich die partielle Ableitung auf den Prototyp (27.1) reduziert.

Demgegeniiber ist das totale Differenzial einer Funktion mehrerer Variabler definiert
durch (hier fiir zwei Variable: z und y):

_ 0f(z,y) do + of (z,y) dy (27.2)

df ox dy

Dabei sind die Differenziale dx und dy der unabhéngigen Argumente durchaus endliche
Groflen, ebenso wie df selbst. Mit der gebrauchlichen Bezeichnung ,,unendlich kleine®
oder ,infinitesimale” Grofen fiir diese Differenziale wird jedoch auf einen wichtigen
Punkt aufmerksam gemacht: Die Differenziale miissen klein genug gewahlt werden,
damit die durch (27.2) definierte Ebene eine geniigend gute Naherung fiir die Funktion
f(z,y) bleibt. Denn f(x,y) ist ja im Allgemeinen selbst keine Ebene, sondern ge-
kriimmt. Mit ,,unendlich klein“ driickt man aus, dass die Naherung von f(z,y) durch
das Differenzial (27.2) stets so genau gemacht werden kann, wie man will, indem man
die Differenziale dz und dy nur klein genug wéahlt.
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27.2 Wechsel der Funktionsargumente

Wir betrachten eine Funktion z = f(z,y) zweier Variablen. Der funktionale Zusam-
menhang besteht darin, dass die unabhdangigen Argumente x und y auf das abhdngige
Argument z abgebildet werden. Wir nehmen an, dass man f eindeutig nach den unab-
héngigen Argumenten auflosen kann, sodass wir die unabhéngigen Argumente beliebig
wéahlen kénnen und zu diesen vollstindig symmetrischen Funktionen kommen:

x=2x(y, 2) y=y(z,z) z=z(x,y) (27.3)

Obwohl die jeweils gewéhlten Argumente beliebig sind, hdngen die drei Funktionen
x,y, z doch miteinander zusammen. Aber wie? Das wollen wir hier ohne Bezug auf die
Thermodynamik ganz allgemein angeben und spéter bei den Anwendungen nutzen.

Bei den folgenden partiellen Ableitungen sollen die Argumentlisten von Gleichung
(27.3) streng gelten, sodass beispielsweise Jz/0z als Kurzschreibweise fiir 0z(z,y)/0z
zu betrachten ist; dabei darf insbesondere die Reihenfolge der in Klammern stehenden
unabhéngigen Argumente nicht vertauscht werden. Wenn man diese Regeln einhalt,
16sen sich manche Probleme der vielen Formeln der Thermodynamik in Wohlgefallen
auf. Wir finden nun fiir die totalen Differenziale von x und y:

Oz oz oy oy
e — = — —_ 2 .4
dx By dy + 9% dz dy 55 dz + o dx (27.4)

Die Grofe dy im ersten Differenzial kann man durch das zweite Differenzial eliminieren:

_ 9z 9y dz+@@dx+@dz (27.5)

dx_ny& oy Ox 0z

Umordnen und Ausklammern liefert

Jox Oy Oor 0y Oz
1— == 2 )de=(==24+Z2)d 27.6
< Jy 835) v <8y 0z * 82) z (27.6)
Dabei sind die dx und die dz beliebig, so dass die Klammerausdriicke links und rechts
jeweils fiir sich verschwinden miissen. Der erste liefert

oz Oy Oz(y,z) Oy(z,z)
— 2 =1 =
0y Ox oder oy ox

1 (27.7)

In der zweiten Formulierung haben wir die obigen Argumentlisten explizit in die Formel
hineingeschrieben. Es handelt sich um das Produkt zweier partieller Ableitungen. Also
kann man auf beiden Seiten durch den zweiten Faktor dividieren und findet (wobei
wir in der Schlussversion die Argumentlisten wieder weglassen):

Ox(y,z) 1 Ox 1

oy  Oy(z,2)/0x oder dy ~ Oy/ox (27.8)

Der zweite Klammerausdruck von (27.6) liefert (jetzt konsequent ohne Argumentlis-
ten):

9z dy _ 0= 9z Oy 9z _ _
oy 0z 0Oz oder Oy 0z 0z ! (27.9)
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Das ist ein ebenso unerwartetes wie praktisch niitzliches Ergebnis. Man probiere es
mit der Gasgleichung aus.

In der ersten Formulierung von (27.7) scheint man die partiellen Differenziale einfach
kiirzen zu kénnen (das stimmt), in den Formulierungen von (27.9) dagegen nicht (auch
das stimmt). Worin liegt der Unterschied? Das mdge der Leser selbst herausfinden.

27.3 Die relative Ableitung

Fiir zwei Funktionen f (x) und g(z) lautet die Produktregel der Differenziation:
dg(z df(x

L 1@ @) = ) 2 [

Das lasst sich ohne Bezug auf das Argument x emfacher als Differenzial schreiben:

|dUg):fdg+gdf| (27.11)

Diese kiirzere Schreibweise hat zusitzlich den Vorteil, dass man sich nicht festlegen

+9g(z)

(27.10)

muss, von welchem Argument f und g abhéngen; es konnen auch mehrere sein. Divi-
dieren durch fg liefert weiter:

d(fg) _df  dg
7 7 4 d . (27.12)

Das ist die elementare Form der relativen Ableitung. Sie wird auch, etwas vornehm,
logarithmische Ableitung genannt, ist jedoch nichts weiter als eine andere Form der
wohlbekannten Produktregel.

Warum brauchen wir dann die relative Ableitung, wenn wir die Produktregel schon
haben? — Weil die relative Ableitung die Beitrége der verschiedenen Funktionen zur
Gesamtableitung optisch trennt und dadurch besser sichtbar macht. Dies zeigt der
Vergleich der Schreibweisen (27.11) und (27.12).

Diesen Zusammenhang kann man auch durch Bezug auf die Logarithmusfunktion
log finden, denn fiir diese gilt ja

d(alog f) = adlog f =« % (27.13)

neben einer hierzu analogen Gleichung fiir g. Damit, und stidndig unter Ausnutzung

der Rechenregeln fiir den Logarithmus, konnen wir nun sogleich die relative Ableitung
von Funktionen des Typs f®¢” bilden, wobei o und 3 beliebige reelle Zahlen sind:

d(£*9")
fogP

Die Zusammenfassung von (27.14) und (27.13) ergibt die ,, Wahnsinnsformel* fiir die

= dlog (f*¢”) = d[log (f*) + log (9°)| = d(alog f + Flogg) (27.14)

relative Ableitung eines Potenzprodukts aus beispielsweise drei solcher Faktoren:

d(f*g° n) _ df+6 dh
h

e 5 (27.15)
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Die Vereinfachung auf der rechten Seite, zu der hier der Logarithmus verhilft, kann
man am besten wiirdigen, wenn man das Differenzial der Funktion f®¢® hY auf die
ibliche Weise bildet. Jeder Anfanger kann das, und natiirlich funktioniert es auch.

Mit (27.15) dagegen bildet man zuerst die relative Ableitung und multipliziert dann
das Ergebnis mit der gesamten Funktion f®g¢” h”. Das geht schneller und ist umso
iibersichtlicher, je mehr solcher Potenzfaktoren man hat.

Eine historische Bemerkung zum Logarithmus. Die Eigenschaften des Logarithmus
bei der Umrechnung von Potenzprodukten sind so vorteilhaft, dass vor dem Computer-
zeitalter das Rechnen mit Logarithmen Allgemeingut war. Da man den Logarithmus
zu jeder Grundzahl definieren kann, wére es wenig geschickt, mit dem ,natiirlichen®
Logarithmus zur Grundzahl e, wie er in der Mathematik definiert ist und wie wir ihn
hier verwenden, numerische Rechnungen auszufiihren. Das tut man lieber mit dem
Logarithmus zur Grundzahl 10, weil man hier die Zehnerpotenzen ganz leicht bilden
kann. Fiir die Umrechnung fiihrt man allgemein den Logarithmus log, zur Grundzahl
a (beispielsweise a = 10) ein:

& =log, x mit der Eigenschaft — a° =2 (27.16)

Ferner verschafft man sich eine konstante Zahl m, fiir die gilt:

a" =e oder m

= =log, e ~ 0.434 (27.17)
loga

Die Umrechnung zwischen log, und dem natiirlichen Logarithmus log lautet damit:
log, r = m logx (27.18)

Beim praktischen Zahlenrechnen mit Potenzprodukten braucht man diese Umrechnung
gar nicht, sondern arbeitet man gleich mit log,, = lg. Das Rechnen mit diesem deka-
dischen Logarithmus oder Zehnerlogarithmus gehorte fiir die Naturwissenschaftler bis
in die zweite Héalfte des 20. Jahrhunderts hinein zum unerlésslichen Handwerkszeug.
Dafiir gab es Logarithmentafeln, die man schon in der Schule verwendete; die Kon-
stante m hief Modul. Und da war es nun sehr praktisch, fiir den Zehnerlogarithmus
einen eigenen Namen zu haben, eben ,Ig“. Wenn man dann ausnahmsweise einmal mit
dem natiirlichen Logarithmus rechnen musste, nannte man diese ,,In“. Aulerdem gibt
es mittlerweile fiir das duale System den bindren Logarithmus ,,1b“ mit der Grundzahl
(oder Basis) 2.

Diese Methoden und Abkiirzungen haben sich beim praktischen Zahlenrechnen
durch den Einsatz von Computern und Tachenrechnern im Grunde iiberlebt, auch
der Zehnerlogarithmus (aufer wenn man viel mit Zehnerpotenzen arbeitet, da ist ,1g*
manchmal noch praktisch). Erhalten hat sich aber u. a. die Sonderbezeichnung ,,In“ fiir
den natiirlichen Logarithmus. Wir verwenden zwar in diesem Buch ausschliefilich den
natiirlichen Logarithmus, benutzen jedoch nicht die Sonderbezeichnung, sondern das
in der Mathematik fiir den natiirlichen Logarithmus iibliche Symbol log.
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In diesem Buch kommen folgende Typen von Gréfen vor:

m Skalare. Das sind reelle Zahlen mit einer physikalischen Einheit. Beispiele sind der
Druck p oder die Temperatur 7.

m Vektoren. Das sind gerichtete Grofen, ebenfalls mit einer physikalischen Einheit.
Beispiele sind die Kraft F' (in diesem Buch manchmal auch K) oder die Geschwin-
digkeit v. Vektoren gehorchen den Gesetzen der Vektoraddition, wofiir die Zerle-
gung in Komponenten nicht notwendig ist. Ein Vektor ist etwas Ganzheitliches,
auch wenn man ihn nicht als eine einzige reelle Zahl darstellen kann, sondern drei
reelle Zahlen bendtigt. Wir schreiben hier, wie iiblich, Vektoren mit fett gesetzten
Buchstaben.

m Tensoren. Hier braucht man, beispielsweise fiir den Schubspannungstensor (7;;) =
T, neun reelle Zahlen. Aber auch ein Tensor wie T ist etwas Ganzheitliches (eigent-
liche Tensoren sind gegen Koordinatentransformationen invariant).

Diese Liste kann man fortsetzen. In der Algebra kann man zeigen, dass Skalare, Vekto-
ren, Tensoren gemeinsam als Tensoren aufgefasst werden kénnen: Skalare sind Tensoren
nullter Stufe, Vektoren sind Tensoren erster Stufe, und die zweistufigen Tensoren wie
der Schubspannungstensor sind sozusagen nur die Spitze eines Eisbergs, denn es gibt
Tensoren beliebig hoher Stufe.

Fiir die Grundlagen der theoretischen Meteorologie geniigt aber die elementare Vek-
torrechnung als wichtiger Spezialfall der allgemeinen Tensorrechnung. Wir beschranken
uns in diesem Buch und daher auch in den folgenden Abschnitten auf dreidimensio-
nale Vektoren in einem kartesischen Raum sowie auf die Einfiihrung der elementaren
Tensoren und insbesondere auf die zugehdrige iibersichtliche Indexrechnung.
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28.1 Vektoralgebra

Abb. 28.1 illustriert die Grundoperationen von Vektoren: Man kann sie durch Multi-
plikation mit Skalaren verkiirzen oder verldngern, und man kann Vektoren addieren.
Durch Anwendung beider Operationen kann man Linearkombinationen bilden, z. B.

folgendermafsen:
=n
aa=2>b aa+pb=c C:Zaiai:aiai (28.1)
i=1

Die dritte Gleichung entspricht der Summationskonvention: In einem Produkt ist tiber
gleiche Indizes zu summieren. Fiir Operationen des Typs (28.1) gelten folgende Gesetze
(hier sind Vektoren mit fetten und Skalare mit gewohnlichen Buchstaben bezeichnet):

Kommutativgesetz: z+y=y+x (28.2)
Assoziativgesetz der Addition von Vektoren: x + (y+2)=(x+y)+2z (28.3)
Existenz des Nullvektors: +0==« (28.4)
Existenz eines beziiglich der Addition inversen Vektors: @ + (—x) =0 (28.5)
Assoziativgesetz der Multiplikation mit Skalaren: a(8x) = (af) (28.6)
Distributivgesetz der Addition: a(x+y)=ax+ay (28.7)
Distributivgesetz der Multiplikation: (a+ S8)x =ax + Sx (28.8)
z (Zenit)
| Abb. 28.1 Der Vektor x zeige von A
nach B. Der zugehérige Vektorraum
A sei durch die kartesischen Koordinaten
x,y, z definiert. In ihm ist die Lage
X . .
von x unbestimmt: Man kann x im
B ¥ (Norden) Vektorraum unter Beibehaltung seiner
\ Lange und seiner Richtung an jede Stelle
verschieben; das ist die Voraussetzung
fiir das Parallelogrammgesetz der Ad-
dition. Fiir die Anwendungen mag man

sich vorstellen, dass die Koordinaten in
x die geographischen Richtungen (z nach
Osten, y nach Norden, z nach oben)
zeigen.

X (Osten)
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28.1.1 Basis und Skalarprodukt

Fiir Vektoren im dreidimensionalen Raum definieren wir die Basis. Dies sei sogleich
eine Orthonormalbasis e1, ez, e3, mit der sich jeder Vektor darstellen lasst:!

=3
xr = sz €e;, = T; €; (28.9)
i=1

Die reellen Zahlen z; sind die kartesischen Komponenten von x. Die Summationskon-
vention hat zur Folge, dass der Buchstabe 4 in Gleichung (28.9) ein gebundener Index
ist, weil {iber ihn summiert wird. Also folgt weiter, dass man ihm auch einen anderen
Namen geben kann, beispielsweise

Ti€; =Tje€j =Tq €q (28.10)

Diese Methode, den gebundenen Index willkiirlich zu wechseln, ist ein oft bendtigtes
Werkzeug bei Umrechnungen von Tensorausdriicken.

Mit der Basis definieren wir das Skalarprodukt durch den Operator - als Abbildung
zunéchst nur zweier Basisvektoren auf einen Skalar:

e;-e;=1 e -e; =0 fir i#j Zusammengefasst: e;-e; = d;; (28.11)

Das Kronecker-Symbol 6;; bezeichnet den 3x3-Tensor, der in der Hauptdiagonalen
Einsen und iiberall sonst Nullen hat (daher auch Einheitstensor). Das Skalarprodukt
zweier beliebiger Vektoren ist dann

x-y = (viei) (yjej) = (riy;)(ei-ej) = xiy;j0ij = iyi = v1y1+r2y2+a3ys (28.12)

Man sagt auch, dass man x auf y projiziert. Fiir das Skalarprodukt gelten folgende

Regeln:
Kommutativgesetz: = -y =1y (28.13)
Distributivgesetz: z-(y+2) = (z-y)+ (z - 2) (28.14)
Quadrat des Betrages: @ -z =’ = |z|* =27 z=/|z|? (28.15)
Einheitsvektor in Richtung von z: e = z/|z| (28.16)
Komponenten von z: x-e; = (zjej)-e; =zj(ej-e) =xj0j =z; (28.17)

Wenn es zweckmiRig ist, schreiben wir die Orthonormalbasis auch als i, j, k oder e, ey, e, oder
o,V, Kk (zur letzteren Bezeichnung siehe weiter unten bei natiirlichen Koordinaten).



412 28 Werkzeuge der elementaren Vektorrechnung

Das Kommutativgesetz besagt, dass das Skalarprodukt ein symmetrischer Operator
ist. Die letzte Zeile der Regeln driickt aus, dass man die Komponenten eines Vektors
erhélt, indem man ihn auf die Einheitsvektoren projiziert. Mit dem Kronecker-Symbol
kann man eine indizierte Grofe (z. B. die Komponenten a; eines Vektors) zu anderen
Indizes hin erweitern und quasi beliebig , aufblasen*:

a; = (52']' a; = 5ij 5jk ar = ... (28.18)
In umgekehrter Richtung geht dies natiirlich auch (das nennt man Verjingung):
5ij 5jk = (51]C 5ij 5jk 6kl = (51‘1 . (28.19)

Aufierdem darf man wegen der Symmetrie von d;; auch stets die Indizes im Einheits-
tensor vertauschen.

28.1.2 Der Permutationstensor

Der Permutationstensor ist wie folgt definiert:

€0 =1 fir ijk =123, 231 oder 312 (gerade Permutationen)
€k = —1 fir ijk =321, 213 oder 132 (ungerade Permutationen) (28.20)

€;5 =0 sonst (falls zwei Indizes gleich sind)

Er besteht aus 27 Elementen. Den Wert 1 haben drei davon, und drei weitere haben
den Wert —1; die restlichen 21 sind gleich null. Die Grofie €;; &ndert sich nicht, wenn
man die Indizes zyklisch vertauscht (d.h. ohne Anderung der Permutation):

|6ijk = €kij = €5ki (2821)

Der Permutationstensor dndert jedoch das Vorzeichen, wenn man zwei Indizes ver-
tauscht (was die Permutation andert; dies ist die Eigenschaft der Antisymmetrie):

€ijk = —€ikj €ijk = —€kji €ijk = —€jik (28.22)

Das Produkt zweier Permutationstensoren mit einem gleichen Index lasst sich mit dem
Einheitstensor wie folgt verjiingen (Graffmann-Identitdt):

€ijk €itm = 051 Okm — Ojm Okl | (28.23)

Der Beweis ergibt sich aus der Uberlegung, dass die linke Seite gleich 1 ist fiir j = I,
k = m und gleich —1 fiir j = m, k = (nach Dutton). Die Gleichung (28.23) benétigt
man fiir den tensoriellen Beweis von Vektorformeln mit doppelten Kreuzprodukten.
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28.1.3 Das Vektorprodukt

Mit der Basis definieren wir das Vektorprodukt (auch Kreuzprodukt) durch den Ope-
rator X als Abbildung zweier Basisvektoren auf einen Vektor. Das liefert die speziellen

Kreuzprodukte:
e1xe1 =0 e] X ey =e3s e] X ez = —e2
ex X e1 = —e3 ez xex =0 ex X e3 = e (28.24)
e3 X ey =e e3 X ea = —eq ez xe3=0

Mithilfe von (28.20) kann man die Gleichung (28.24) kompakt so schreiben:
€; X €5 = €k €k (28.25)

Damit lasst sich allgemein das Vektorprodukt fiir zwei Vektoren formulieren:

T XY= €k TiYj €k | (28.26)

Man {iberzeuge sich von der Richtigkeit dieser Formel, indem man & und y gemaf
(28.9) nach Komponenten entwickelt und dabei Gleichung (28.25) beachtet. Die Ei-
genschaft des Permutationstensors, bei Indexvertauschung das Vorzeichen zu wechseln,
kann man in der entsprechenden Regel fiir das Vektorprodukt wieder erkennen:

TXY=-yxex (28.27)

Das Kommutativgesetz gilt also hier nicht, denn das Vektorprodukt ist ein antisym-
metrischer Operator.

Eine weitere Anwendung ist die oft benotigte Formel fiir das Spatprodukt dreier
Vektoren, beispielsweise x, y, z:

(zxy) - z=(@yxz) z=(zxz) y=x-(yxz)=y-(zxz)=2z (rxy) (28.28)

Das beweist man z. B. mithilfe von Gleichung (28.26):

| (x X Y) -z =€ijpTi Yj 2k | (28.29)

Die anderen Formeln ergeben sich durch zyklische Vertauschung.

28.2 Vektoranalysis

Tensoren kann man als Funktionen der Raumkoordinaten und der Zeit betrachten.
Wenn dabei Ableitungen bendtigt werden, betreten wir das Gebiet der Tensorana-
lysis, im einfachsten Fall das der Vektoranalysis. Wir beginnen mit der wichtigsten
tensoriellen Verallgemeinerung der Ableitung, dem Gradienten eines Skalars.
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28.2.1 Gradient eines Skalars

Die Abbildung des horizontalen Ortsvektors @ auf einen Skalar f lasst sich folgender-

mafien schreiben:
f(x) = f(z1e1 + 22 €2) = f(z1,22) (28.30)

Bei f denken wir an Grofen wie Druck oder Temperatur, die z. B. von den Koordinaten
in der Ebene abhidngen. Wir betrachten in Abb. 28.2 die Verschiebung von & um
sa, wobei @ = a1 + a2 ein beliebiger Einheitsvektor und s ein beliebiger Skalar ist;
die Hilfsvektoren a1 und a2 zeigen in die Achsenrichtungen und sind natiirlich keine
Einheitsvektoren. Die Ableitung von f nach dem unabhingigen Argument x setzen

wir nun wie folgt an:

Fsa

Abb. 28.2 Die Lage der im Text er-
wahnten Vektoren zur Motivation des
Gradientenbegriffs. Neben dem Ortsvektor
x wird dessen Verschiebung um den Vektor
s a (gestrichelt eingezeichnet) betrachtet.
Dabei ist a ein Einheitsvektor und s ein
e Skalar.

X2€;

flx+sa) - f(z)

G = lim sal
~ lim [f(w+sa)—f(w+sa23)]+[f(w+sa2)—f(w)] (28.31)

Das Subtrahieren und Addieren des speziellen Funktionswerts f(x + s a2) dient dazu,

die Ableitung in Richtung von a in zwei Teile zu zerlegen: zuerst Ableitung in Richtung

von az, also in Richtung von x2, und anschliefend in Richtung von a1, also von x;.
Die Grofse G hangt von Vektoren ab, ist aber selbst ein Skalar. Wir erweitern den

ersten Klammerausdruck von (28.31) mit a1 und den zweiten mit as:

f(a:+sa1+sa2)ff(:c+sa2)+ f(x+saz2) — f(x)

G = a1 lim a lim (28.32)
s—0 Sai s—0 s az
Mit (28.30) ergibt sich
G = a lim flx1+sar,z2 +sa2) — f(x1,22 + sa2)
s—0 sai
b g lim LELT2F502) = f(@1,22) (28.33)

s—0 saz
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Im ersten Term ist das zweite unabhéngige Argument von f konstant, aber im zweiten
Term das erste. Das entspricht zwei verschiedenen partiellen Ableitungen:

G=a %;’1”) +as %;;m) (28.34)

Diese skalare Grofe ist die gewbhnliche Ableitung in Richtung von a. Wir multiplizieren
den ersten Summanden mit 1 = e; - e; und den zweiten mit 1 = ez - e2, was G nicht

G=(are)- (el gi) +(azes) <eQ ggi) (28.35)

Weil e1 und ez orthogonal sind, lasst sich das auch so schreiben:

G:(alel—l—ageg)-(ela]c—&—ega]t):a-(e 4 ) (28.36)

verandert:

8x1 8x2 ‘ axi

Hier ist es nun ein Leichtes, durch die Definition

— =V (28.37)

den Gradientoperator einzufithren. Damit erhalten wir am Ende:

G:a-szaiﬁ

28.
o (28.38)

Das Symbol V wird ,,Nabla“ ausgesprochen und gelegentlich auch als ,,del-Operator®
bezeichnet. GG lasst sich also als Projektion des Gradienten auf den Einheitsvektor a
darstellen. Weil aber a beliebig ist, hat dieser Vektor keine Bedeutung, er verhilft nur
dem Gradienten zu einem Skalar und wirkt als Empfangervektor.

Fiir die j-te Komponente des Gradientenvektors ergibt sich wie vorher durch Pro-
jektion auf e;:

0

0
eV =er g =g,

(28.39)

Die vorstehende Betrachtung haben wir in zwei Dimensionen durchgefiihrt, aber sie
gilt natiirlich fiir beliebige Dimensionen, insbesondere fiir unseren dreidimensionalen
Raum.

28.2.2 Anwendung des V-Operators

Mit dem Nabla-Operator kann man nun verschiedene Ausdriicke der Tensoranalysis als
Vektorgrofen schreiben. Angewendet auf f, definiert in Gleichung (28.30), sowie auf
den Vektor v (dabei denken wir meist an den Geschwindigkeitsvektor) werden folgende
Begriffe verwendet:
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m  Gradient der skalaren Funktion f(x):

Oz f
_e Of _of, of . Of
Vf=e; pr 5‘xz+3y‘]+azk_ Oy f (28.40)
O f

In der Mitte haben wir, statt wie bisher nach den e;, nach den Einheitsvektoren

1, J, k entwickelt, sogleich in den kartesischen Koordinaten x, ¥y, z. Rechts haben wir

den Gradienten als Spaltenvektor geschrieben. Auerdem haben wir die unmittelbar

versténdliche Abkiirzung 0/90x = 0, (entsprechend auch fiir y und z) verwendet.
m Totales Differenzial der skalaren Funktion f(x):

|df = f(z +dz) - f(z) = V] - da| (28.41)

m Der Operator der totalen Zeitableitung lautet in Vektornotation

d 0
= == . 28.42
il vl s v (28.42)
m Gradient des Vektors v(x):
0 Ov;
Vv = €; 37% (’Uj ej) = ijl €; €j (28.43)

Der Nabla-Operator ldsst sich nicht nur auf Skalare, sondern allgemein auf Tensoren
anwenden. Dabei erzeugt er einen Tensor hoherer Stufe. Hier ist es die Dyade e; e;,
ein Tensor zweiter Stufe. Die Formel (28.43) kann man auch auf die Koordinaten
x,y, z oder auf die Windkomponenten u, v, w umschreiben.

m Divergenz des Vektors v(x):

e P e = (e e i Ovi_ Oui
V.v=e¢; 0z: (vj e;) = (e ej)axi = 4y 0z, — Oz, (28.44)

Hier haben wir einmal die ganze Kette der Indexumrechnungen ausgeschrieben. In
kartesischen Koordinaten gilt

|V~v:8xu+8yv+82w (28.45)

m Rotation des Vektors v(x):

o}
V xv= Eijk 67% Vj ek (28.46)
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Das entspricht der obigen Formel (28.26) fiir das Kreuzprodukt. Statt der tenso-
riellen Schreibweise ist auch die Determinantenschreibweise zweckmafig:

i j k
Vxv=|08, 9, 0. (28.47)

U vow
Damit erhalten wir fiir die fertig ausgerechnete Determinante:
Vxv=0yw—0;v)i+ (0:u—0zw)j+ (0zv—0yu)k (28.48)

Als Spaltenvektor formuliert lautet sie

Oyw — 0,0
Vxv=| d,u—8dsw (28.49)
Oz v —0yu

Die hier aufgefiihrten Werkzeuge der dreidimensionalen Vektoranalysis sind fiir den
Einstieg in die theoretische Meteorologie grundlegend und weitgehend auch ausrei-
chend. Fiir spitere Vertiefungen des formalen Apparats sei auf Pichler (1997) oder
Zdunkowski und Bott (2003) sowie auf Standardwerke der mathematischen Physik
(z.B. Lang und Pucker, 2005) verwiesen.

28.2.3 Spezielle Vektorformeln

Fiir beliebige Skalare ® und ¥ sowie Vektoren A und B gelten folgende Regeln:

V(@®4+T) = VO 4+ VT (28.50)
V- (A+B) = V-A+V-B (28.51)
Vx(A+B) = VxXA+VxB (28.52)

V(@U) = TVO+ PV (28.53)
V- (PA) = A-VO+DV-A (28.54)

Vx(®PA) = (VO) x A+ d(V x A) (28.55)
V. (AxB) = B-(VxA)—A-(VxB) (28.56)
Vx(AxB) = (B-V)A-B(V-A) —(A-V)B+A(V-B) (28.57)

V(A-B) = (B-V)A+(A-V)B+ B x (VxA)+Ax(V x B) (28.58)

VXxVd =0 (28.59)
V- (VxA) =0 (28.60)
Vx(VxA) = V(V-A)-V’A (28.61)

V- (AB) = (V-A)B+(A-V)B (28.62)

V(A-B) = (VA)-B+(AV)-B (28.63)
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Besonders wichtig sind die Formeln (28.59) und (28.60): Die erste besagt, dass Gradi-
entenfelder wirbelfrei sind, und die zweite, dass Wirbelfelder gradientenfrei sind. Das
Skalarprodukt V2 von Nabla mit sich selbst wird auch als A-Operator geschrieben
und als Laplace-Operator bezeichnet.

28.2.4 Die Weber-Transformation

Einen Spezialfall von Gleichung (28.58) erhélt man im Fall A = B:
V(A-A)=2(A-V)A+2Ax (V x A) (28.64)

oder

(A-V)A = % VA4 (VxA)x A (28.65)

Das ist die Weber-Transformation; man kann sie mit Hilfe der obigen Tensorformel
(28.23) beweisen. Die Weber-Transformation ist von Bedeutung, wenn wir A mit der
Geschwindigkeit v identifizieren. Die linke Seite entspricht dann der Advektion von

Impuls im Euler-Operator:

2
(v~V)v:V%+va (28.66)

Der erste Term rechts ist der Gradient der spezifischen kinetischen Energie, der zweite
das Vektorprodukt von Vorticity und Wind.

28.2.5 Die Helmholtzsche Vektorzerlegung

Fiir einen beliebigen Vektor v (den wir uns sogleich als Windvektor vorstellen kénnen)
lasst sich stets ein Vektor P finden, der diese Poisson-Gleichung 16st:

v=V°’P (28.67)
Fiir P gilt (bei Anwendung der passenden Formel aus der vorstehenden Sammlung):
V’P=V(V-P)-V x(V xP) (28.68)

Kiirzen wir V - P mit y und V x P mit ¥ ab, so folgt

v=Vx+(-V x¥) (28.69)
~ —
u w
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Man kann also jeden Vektor in den Gradienten eines skalaren Potenzials x (diese
Komponente ist wirbelfrei) und die Rotation eines Vektorpotenzials ¥ aufspalten (diese
Komponente ist divergenzfrei). Das negative Vorzeichen in der Definition von w sieht
auf den ersten Blick kiinstlich aus, ist aber doch zweckméfig. Ein Geschwindigkeitsfeld,
dessen Vektorpotenzial iiberall verschwindet, bezeichnet man in der Fluidphysik als
Potenzialstromung. Das skalare Potenzial isoliert man aus einem vorgelegten Vektor v
durch Divergenzbildung, das Vektorpotenzial durch Rotationsbildung:

V. v=V3 V xv=Vw¥ (28.70)

Durch Losen von Poisson-Gleichungen lassen sich x und ¥ bestimmen.

28.2.6 Komponenten des horizontalen Windes

Ein wichtiger Spezialfall ist die Zerlegung eines horizontalen Vektors. Wir behandeln
das anhand des Horizontalwindes V' = wues; + vey. Dieser formal dreidimensiona-
le Vektor hat die Vertikalkomponente null. Dementsprechend braucht das zugehorige
Vektorpotenzial ¥ nur eine vertikale Komponente zu haben:

0
=\|0|=vk (28.71)
(U
Hier haben wir k = es gesetzt. Die skalare Funktion ¢ = ¢(z,y) nennt man Strom-

funktion. Damit erhdlt man geméaf der Zerlegung (28.69) den folgenden horizontalen
Vektor:

i j k =0y /oy
w=-Vx¥=—|09,09, « |[=]| ooz |=kxVy (28.72)
0 0 ¥ 0

Fir die Umformung von links bis nach ganz rechts haben wir die obige Vektorfor-
mel (28.55) sowie die Tatsache verwendet, dass V x k = 0 ist. Wir interpretieren den
Vektor (28.72) als Rotationskomponente des Horizontalwindes. Das Symbol * in der
zweiten Zeile besagt, dass die vertikale Operatorkomponente nicht spezifiziert werden
muss, weil sie sowieso nur auf verschwindende Komponenten von ¥ wirkt. Das recht-
fertigt, den 3D-Nabla-Operator V durch seine 2D-Komponente V zu ersetzen, bei der
die vertikale Ableitung nicht aktiv ist. Der Potenzialanteil von V' lautet

u=Vyx (28.73)

Der horizontale Windvektor ist also gegeben durch

(28.74)

ox oY Ix , O\ .
or Oy oy Ox J

V:VX+kzxv¢:<—)i+(+

=Uu =v
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Im ersten Ausdruck sind divergente und rotierende Komponente getrennt geschrieben.
Im zweiten Ausdruck sind beide in der z- und der y-Komponente des Windvektors
zusammengefasst. Potenzial x und Stromfunktion ¢ fiir einen gegebenen Windvektor
V (z,y) gewinnt man als Losungen der Poisson-Gleichungen:

V.V =V’ (VXV) - k=V* (28.75)

Die Divergenzbildung bildet auf einen Skalar ab. Daher enthélt die linke Gleichung in
(28.75) rechts und links Skalare. In der rechten Gleichung liefert die Rotationsbildung
zundchst einen Vektor, der jedoch nur eine vertikale Komponente hat; um diese zu
isolieren, haben wir ihn auf k projiziert.



29 Weiterfuhrende Literatur

Die meisten in diesem Buch behandelten Themen haben ihre klassische Form langst
gefunden. Allerdings setzt jeder Autor andere Akzente. Aufierdem sind die Meteorolo-
gie und die Klimatologie in die Geofluiddynamik eingebettet, und dieses Feld ist seit
einem halben Jahrhundert in stiirmischer Entwicklung. Hinzu kommt, dass in diesem
Buch manche Gebiete nur stiefmiitterlich oder gar nicht dargestellt werden, obwohl
sie begrifflich eigentlich auch dazu gehdren; ein Beispiel dafiir ist die Statistik (siehe
Taylor), ein anderes die Chemie (siehe Graedel und Crutzen).

Der Leser sei daher ermutigt, beim Studium der theoretischen Meteorologie auch an-
dere Autoren (nicht nur deutschsprachige) zu befragen. Im Folgenden wird eine kurze,
subjektive Bibliographie dazu gegeben. Dabei sind auch einige Werke aufgenommen,
die teilweise weit aus dem vorliegenden Buch herausfiihren; ein Beispiel ist die Da-
tensammlung von Kottek und Hantel, ein anderes das Buch von de Groot und Mazur
iber irreversible Thermodynamik. — Am néchsten verwandt mit dem vorliegenden
Werk sind die Biicher von Etling, Holton, Lange, Pichler und Satoh.

m Benoit Cushman-Roisin and Jean-Marie Beckers: Introduction to Geophysical
Fluid Dynamics. Elsevier (2011), 828 ff. Umfassende moderne Einfiihrung in die
Dynamik der Geofluide Atmosphére und Ozean, im Fachjargon als GFD bezeichnet.
Die GFD wird verstanden als Dynamik von Geofluiden angesichts von Rotation und
Schichtung. Gehort zu den Standardwerken im englischsprachigen Raum.

m Andreas Bott: Synoptische Meteorologiec — Methoden der Wetteranalyse und -pro-
gnose. Springer Spektrum (2012), 485ff. Neues deutschsprachiges Lehrbuch der
theoretischen Synoptik.

m S.R. de Groot and P. Mazur: Non-Equilibrium Thermodynamics. Dover Publica-
tions (1984), 510ff. Klare, geschlossene Darstellung der Theorie irreversibler Pro-
zesse, trotz der Tiefe der Abhandlung gut verstindlich. Im Mittelpunkt steht der
Zusammenhang der Haushaltsgleichungen fiir Masse, Energie und Impuls mit dem
Haushalt der Entropie und der irreversiblen Entropiequelle.

m Dieter Etling: Theoretische Meteorologie — FEine FEinfihrung. Springer Verlag
(2002), 354 ff. In Stoffumfang dem vorliegenden Buch am ehesten dhnlich, jedoch
weniger begriffsbezogen und stérker anwendungsbezogen orientiert, auflerdem we-
niger die globalen Aspekte und mehr die lokale Skala betonend.
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m G. Falk und W. Ruppel: Energie und Entropie — Fine Einfiihrung in die Ther-
modynamik. Springer Verlag (1976), 408 ff. Didaktisch gelungene Darstellung der
physikalischen Thermodynamik mit Konzentration auf die zentralen Grofien Ener-
gie und Entropie. Axiomatische Begriindung der Gibbsschen Fundamentalgleichung
fir das Energiedifferenzial.

m T.E. Graedel und Paul J. Crutzen: Chemie der Atmosphdre — Bedeutung fiir
Klima und Umwelt. Spektrum Akademischer Verlag (1994), 511 ff. Einfiihrung in
die chemischen Prozesse der Atmosphére, insbesondere die Chemie der Schadstoffe.
Crutzen erkldrte das 1985 entdeckte Ozonloch (Nobelpreis fiir Chemie 1995).

m James R. Holton: An Introduction to Dynamic Meteorology. Academic Press
(1992), 511 f. Verbreitetes Standardlehrbuch der dynamischen Meteorologie im eng-
lischsprachigen Raum, hervorgegangen aus der Theoretikerschule an den Universi-
tdten im Osten der USA. Keine Strahlungs- und kaum eine thermodynamische
Komponente behandelt, sehr kompakt.

m Josef Honerkamp und Hartmann Romer: Klassische Theoretische Physik — Fi-
ne Einfihrung. Springer Verlag (1993), 335 ff. Zusammenhéngende iibersichtliche
Darstellung der Hauptgebiete der klassischen theoretischen Physik. Lesenswert das
Kapitel ,,Elemente der Stromungslehre®.

m Markus Kottek and Michael Hantel: Global climate maps 1991-1995. Kapitel 17
in: M. Hantel (Ed.): Observed Global Climate, Landolt-Bornstein, Numerical Da-
ta and Functional Relationships in Science and Technology, New Series, Vol. V /6.
Springer Verlag (2005), 567 ff. Klimakarten der globalen atmosphérischen Zirkula-
tion; Beispiele daraus wurden in Kapitel 25 des vorliegenden Buches verwendet.

m Helmut Kraus: Grundlagen der Grenzschichtmeteorologie — Einfiihrung in die Phy-
sik der atmosphdrischen Grenzschicht und in die Mikrometeorologie. Springer Verlag
(2008), 211 ff. Knappe, physikalisch orientierte Darstellung der wesentlichen Kon-
zepte von Grenzschicht- und Mikrometeorologie durch einen erfahrenen Praktiker.

m Christian B. Lang und Norbert Pucker: Mathematische Methoden in der Physik.
Spektrum Akademischer Verlag (2005), 713 ff. Gut geschriebener Zugang zu den im
vorliegenden Buch angewandten mathematischen Methoden.

m Hans-Joachim Lange: Die Physik des Wetters und des Klimas — Ein Grundkurs
zur Theorie des Systems Atmosphdre. Dietrich Reimer Verlag (2002), 625 ff. Aus-
fiihrliche Behandlung der Thermodynamik, vornehmlich aus der Perspektive der
theoretischen Berliner Schule. Mathematisch anspruchsvoll, dennoch anschaulich
und gut zu verstehen, iiber weite Strecken geradezu ein Lesebuch.

m  Helmut Pichler: Dynamik der Atmosphdre. Spektrum Akademischer Verlag (1997),
572ff. Inhaltsreiches und umfassendes Standardlehrbuch im deutschsprachigen
Raum, konzentriert auf das Gesamtgebiet der dynamischen Meteorologie. In der
Anlage dhnlich wie Holton, jedoch formal konsequenter. Durchgehende Verwendung
der Vektor- und der Tensorschreibweise.

m Wilhelm Raith: Bergmann-Schifer — Lehrbuch der Ezperimentalphysik (Erde und
Planeten). Band 7 der Lehrbuchs der Experimentalphysik von Bergmann-Schéfer,
Walter de Gruyter (2001), 727 ff. Zusammenstellung der Einzelfdcher, die sich mit
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der Erde beschiftigen: Geophysik, Ozeanographie, Meteorologie, Planetologie. Bie-
tet in den Kapiteln Meteorologie und Klimatologie die Grundlagen fiir die wichtigs-
ten Phanomene dieser Disziplinen.

Masaki Satoh: Atmospheric Circulation Dynamics and General Circulation Mo-
dels. Springer Verlag (2004), 643 ff. Umfangreiches und vollstédndiges, jedoch beson-
ders gut balanciertes und kompaktes Lehrbuch der gesamten theoretischen Meteo-
rologie bis hinein in die Klimatologie. Frische und robuste Darstellung aus Sicht
eines fiihrenden Theoretikers globaler Klimamodelle.

John R. Taylor: An Introduction to Error Analysis — The Study of Uncertainties in
Physical Measurements. University Science Books(1982), 270 ff. Uberlegen klare und
einfache Darstellung der Grundgedanken der Statistik. Fiihrt von der Interpretation
von Messdaten hin zur linearen Regression und zur Bewertung der Anpassungsgiite.
Philip D. Thompson: Numerical Weather Analysis and Prediction. The Macmil-
lan Company, New York (1961), 170 ff. Eine der frithen Darstellungen des barotro-
pen und des baroklinen Modells, in Klarheit und Einfachheit uniibertroffen. Das
schlanke Buch ist geeignet zum Grundstudium linearer Wellen, der Vorticity, des
Zwei-Schichten-Modells und der numerischen Lésung der Vorticity-Gleichung.
Wilford Zdunkowski and Andreas Bott: A Coursein Theoretical Meteorology.
Cambridge University Press (Dynamics of the Atmosphere (2003), 719 ff.; Thermo-
dynamics of the Atmosphere, 2004, 251 ff.; Radiation in the Atmosphere (2007),
496 ff. Letzteres zusammen mit Thomas Trautmann). Dreibdndiges Lehrbuch,
umfassende Gesamtdarstellung der theoretischen Meteorologie im Stil der Hinkel-
mannschen Mainzer Schule. Uberzeugende Verwendung der Vektor- und der Tensor-
schreibweise. Vielfach ausfiihrlicher als das vorliegende Buch, auch mathematisch
deutlich anspruchsvoller.
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