Kapitel 3

Hydrodynamik, Strahlungstransport
und Magnetohydrodynamik

3.1 Die hydrodynamischen Gleichungen

3.1.1 Bedingungen fiir eine hydrodynamische Beschreibung

Ein System von N freien Teilchen 1&8t sich als ein Kontinuum beschreiben, wenn

a) das mikroskopisches Verhalten einzelner Teilchen vernachléssigbar ist:

A (3.1)

Hier ist A\ die mittlere freie Weglénge der Teilchen und [/ die charakteristische makro-
skopische lineare Dimension des Systems.

Das Konzept des Fliissigkeitselements (lineare Dimension [f) ist sinnvoll, falls

A< < (3.2)

In diesem Fall ist die Anzahl der Teilchen im Fliissigkeitelement grof, d.h. mittlere
Grofen sind sinnvoll definierbar, z.B. die Dichte p und die Geschwindigkeit eines
Fliissigkeitselements ¢. Die Geschwindigkeit eines Teilchens

U, = U+ 0, (3.3)

setzt sich demnach aus einer statistischen Komponente w, und der mittleren Ge-
schwindigkeit ¢ des Fliissigkeitselements zusammen.
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Abbildung 3.1: In einem Fliissigkeitselement ¢ ist die Geschwindigkeit @, jedes Teilchens
gleich der Summe einer zufilligen Komponente 4, und der mittleren Geschwindigkeit
aller Teilchen. Ist die mittlere freie Weglédnge A klein gegen die Ausdehnung des Fliissig-
keitselements, so bleibt das Fliissigkeitselement erhalten.

Da A < [, besitzen die Teilchen des Fliissigkeitselements eine kleine zuféllige Ge-
schwindigkeitskomponente (“random walk”) zusétzlich zur mittleren Stréomungsge-
schwindigkeit, d.h. das Fliissigkeitselement bleibt wiahrend der Entwicklung “erhal-
ten” bis auf einen geringen Teilchenaustausch an seinem Rand, der sich als Diffusi-
onsprozef beschreiben 148t (Abb.[3.1] und [3.2).

b) Die Wechselwirkung zwischen den Teilchen séttigt. Die Wechselwirkung muf} also
kurzreichweitig sein, da sonst kollektive Effekte beriicksichtigt werden miissen. Formal
heifit dies

E
lim (N) = const, (3.4)

N—o0
wobei F/N die Energie pro Teilchen ist.

e Energiedichte und Druck (auf die “Wénde” des Fliissigkeitselements) sind dann
wie folgt definerbar:

E(B)), o

0 (%) . (3.6)

(siehe auch [1.8)), wobei n = N/V und V das Volumen des Fliissigkeitelements ist.

p
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uit

Abbildung 3.2: Ist die mittlere freie Weglinge A grof§ gegen die Ausdehnung des Fliissig-
keitselements (wie z.B. fiir die Sterne in einer Galaxie), so ist eine hydrodynamische Be-
schreibung nicht méglich, da sich in diesem Fall das Fliissigkeitselement auflost.

e Beispiel fiir nicht-sittigende Krifte: Gravitation und (falls nicht abgeschirmt)
Coulombkraft (beide ~ 1).

r

E N? Bosonen

N N4/3 Fermionen

Die fiir viele astrophysikalische Systeme wichtige Gravitationskraft mufl daher als
aulere makroskopische Kraft in der Hydrodynamik beschrieben werden.

3.1.2 Hydrodynamische Gleichungen

Die hydrodynamischen Gleichungen stellen Erhaltungssitze fiir Masse, Impuls und
Energie in einem kontinuierlichem Medium dar. Sie lassen sich sowohl mathematisch
streng herleiten als auch phédnomenologisch begriinden.

e Zur strengen Herleitung der hydrodynamischen Gleichungen geht man von einer
statistischen Beschreibung eines physikalischen Systems von N Teilchen (N > 1) im
Phasenraum aus.

Die zeitliche Entwicklung des Systems ist durch die Liouville— Gleichung fiir die N-
Teilchen— Verteilungsfunktion des Systems gegeben, die (fiir kanonische Systeme)
aus dem Liouvilleschen Satz folgt.

Durch sukzessive Integration der Liouville-Gleichung iiber die Koordinaten der N—
Teilchen-Verteilungsfunktion resultieren gekoppelte Integro—Differentialgleichungen
mit einer zunehmenden Ordnung von Teilchenkorrelationen (siehe z.B. G.Ecker,
Theory of Fully Ionized Plasmas, Academic Press, New York, 1972; E. Schmutzer,
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Grundlagen der Theoretischen Physik (Teil1l), Kap.10.1, 10.2, 12.1, 12.2, BI Wis-
senschaftsverlag, Mannheim, 1989).

Falls die Wechselwirkung zwischen den Teilchen

— (i) nur auf geschwindigkeitsunabhéngigen Kraften kurzer Reichweite (die nur
vom Abstand zwischen den Teilchen abhéngen) beruht,

— (ii) die Wirkung von &ufleren Kréften wihrend des Stofivorgangs vernachléassigt
werden kann,

— (iii) die Dichte des Systems nicht “allzu hoch” ist (nur Zweierstofie) und

— (iv) molekulares Chaos herrscht (d.h. die durch einen Stof§ erzeugte lokale Ord-
nung wird vor dem néchsten Stoff wieder vollig verwischt),

1483t sich das System als verdiinntes, neutrales Gas beschreiben. Seine Dynamik ist
in diesem Fall durch die Boltzmann—Gleichung gegeben.

e Mehrere Verfahren existieren (z.B. Methode von Chapman und Enskog), um ma-
kroskopische Transportgleichungen fiir mittlere Groflen aus der Boltzmanngleichung
abzuleiten, wobei das Hauptproblem der Stofiterm ist, der die Wechselwirkung den
Teilchen (Zweierstofie) beschreibt.

Basis dieser Verfahren ist die Definition makroskopischer Groéflen als
Geschwindigkeits- bzw. Impulsmomente der Verteilungsfunktion. Dies fiihrt zu
den Maxwell-Boltzmann—Transportgleichungen, die ein hierarchisches System
von Gleichungen darstellen (das r-te Moment héngt vom (r+1)-ten Moment ab, da
der Stofiterm nicht auf eine Funktion des r-ten Moments reduzierbar ist). Daher ist
eine unabhéngige SchlieBbedingung erforderlich.

Die hydrodynamischen Gleichungen folgen aus den Transportgleichungen fiir die drei
niedrigsten Momente und aus einer Zustandsgleichung fiir das 3. Moment als Schlief3-
bedingung (siehe z.B. http://www.mpa-garching.mpg.de/lectures/HYDRO).

e Die phinomenologische Herleitung der hydrodynamischen Gleichungen basiert
auf ihrer Figenschaft als Erhaltungssétze.

Betrachten wir dazu zum Bespiel die Massenerhaltung, die besagt, dall Masse we-
der erzeugt noch vernichtet werden kann, sondern nur von einem Ort zu einem ande-
ren Ort bewegt werden kann (diese Newtonsche Sichtweise 1a8t sich auf die Erhaltung
der Massen-Energie im relativistischen Fall verallgemeinern; siche Kap..

Fiir eine eindimensionale Stromung (alle Stromungsvariablen hédngen nur von einer
raumlichen Koordinate z.B. x sowie der Zeit t ab und die Fliissigkeit bewegt sich nur
in diese Richtung #(z,t) = (vs,0,0)T = (u,0,0)7) in einem Raumgebiet [a, b] folgt
aus der Massenerhaltung:

Die Anderung der Gesamtmasse im Raumgebiet [a, b] wihrend des Zeitintervalls
[t1,ts] = Netto-Masse, die die Rander von [a,b] wihrend des Zeitintervalls [ty, to]
durchstromt.
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In mathematischer Schreibweise lautet diese Aussage:

b t2

[ tasts) = stz = = [ lotb.u(bt) = e, tula. )it 1)
a t1

wobei p(z,t) die Dichte, u(z,t) die Geschwindigkeit und p(z, t)u(z,t) der Massenflufl

sind.

Unter der Annahme, dafi die Dichte zeitlich und der Massenflufl rdumlich differen-
zierbar sind, folgt aus dem Fundamentalsatz der Differentialrechnung

p(z,ts) — p(x,t) = /t g’; dt (3.8)
und
p(b, (b, t) — pla, tu(a, t) = /b ' 82’);) dz | (3.9)

Ist die rdumliche Integration mit der zeitlichen vertauschbar, gilt demnach

A

Da das Integral fiir beliebige Werte von a, b, t; und ¢, verschwindet, mufl der Integrand
Null sein, d.h. es gilt die (eindimensionale) Kontinuitétsgleichung

] dt dz =0, (3.10)

dp . 0(pu)
_0. 11
o " or 0 (3.11)

e Fiir mehrdimensionale Strémungen 1t sich durch analoge Uberlegungen die all-
gemeine Form der Kontinuitidtsgleichung herleiten. Sie lautet

dp
E—kdlv( i) = 0 (3.12)

bzw. unter Verwendung der Vektoridentitét

div WA = A grad ¥ + W divA (3.13)

Dp
— = .14
Dt +pdive=0. (3.14)
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wobei
D o
D= % + ¥ grad (3.15)

die sogenannte substantielle Ableitung ist. Sie beschreibt die totale zeitliche Ande-
rung einer Fliissigkeitsgrofie entlang der Bewegung eines Fliissigkeitselements (mit-
bewegte oder Lagrange’sche Zeitableitung).

e Fiir eine eindimensionale, reibungsfreie Stromung in einem Raumgebiet [a, b]
folgt aus der Impulserhaltung:

Die Anderung des Gesamtimpulses im Raumgebiet [a, b] wihrend des Zeitinter-
valls [t1,ts] = Netto—Impulsflufl iber die Rinder von [a,b] wihrend des Zeitin-
tervalls [t1,ts] + Netto-Impulsinderung durch Druckkrdifte auf die Réinder von
la,b].

In mathematischer Schreibweise lautet diese Aussage:

/ [p(x, to)u(z, ta) — p(x, t))u(z, t1)] de = — /2 [p(b, t)u?(b, t) — pla, t)u’(a,t)] dt

t1

t2

= [ oo -stenia @)

t1

Da das Integral fiir beliebige Werte von a, b, t; und t5 verschwindet, muf3 der Integrand

Null sein, d.h. es gilt die (eindimensionale) Bewegungsgleichung
pu) _dpu?)  Op

=——. 3.17

ot ox ox (3.17)

e Fiir mehrdimensionale, viskose, selbstgravitierende Stromungen folgt aus der
Impulserhaltung die Navier—Stokes—Gleichung (Bewegungsgleichung der Hydro-
dynamik; siehe z.B. Landau & Lifschitz, Bd.6). In kartesischen Koordinaten lautet
diese fiir die kartesische Impulskomponente pv; (i = 1,2, 3)

] L9 )
5 (PYi) + > 5. PUivk) + > =Ty = —p (grad @), |, (3.18)

wobei ® das (durch die Poisson—Gleichung A® = 47Gp gegebene) Gravitationspoten-
tial und II;; die Komponenten des Drucktensors II sind. Letzterer wird iiblicherweise
in der Form

=pI—= (3.19)

geschrieben, wobei I der Einheitstensor, p der isotrope Gasdruck und 7 der Vis-
kositatstensor sind.
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e Fiir reibungsfreie Gase gilt die Euler—Gleichung

3
)
PG Za— pvivy) + (gradp), = —p (grad @); i=1,2,3 |, (3.20)

die sich auch in der (analytisch, aber nicht fiir numerische Zwecke) dquivalenten
nicht—konservativen Form

ov 1
D (v grad) v+ — gradp = —grad ® (3.21)
ot p
schreiben 148t. Mit Hilfe der substantiellen Ableitung folgt daraus
Dy 1
thj + - p gradp = —grad ®. (3.22)

Im hydrostatischen Fall D/Dt = 0 ergibt sich daraus die bereits frither diskutierte
Gleichung des hydrostatischen Gleichgewichts:

1
— gradp = —grad ®. (3.23)
p

e Fiir mehrdimensionale, wirmeleitende, zihe (viskose), selbstgravitierende
Stromungen folgt aus der Energieerhaltung die Energiegleichung

8815 (pe) + div [(pe + p)v] + div ¢ — div(wd) = —p¥ grad @ |, (3.24)

wobei die spezifische Gesamtenergiedichte e [erg/g| durch

1 2
—|v - 3.25
1+ (3.25)

gegeben ist; die innere Energiedichte ¢ wurde in definiert. Die Energieglei-
chung besagt, daB8 die zeitliche Anderung der Gesamtenergiedichte pe [erg/cm®]
durch die Divergenz des Energiestroms (pe + p)v' (der mit der einfachen Verschie-
bung der Fliissigkeitsmasse wéihrend der Stromung zusammenhéngt), die Divergenz
der Warmestromdichte ¢ und durch die Divergenz des Energiestromdichte infolge
der Prozesse der inneren Reibung 7o gegeben ist und gegengleich dem Gradienten
entlang des Massenflusses ist.

Die zwei letzten Beitrdge zum Energiestrom sind im Spezialfall einer adiabati-
schen Stréomung gleich Null. Die Gleichung fiir die spezifische Gesamtenergiedichte
lautet dann

0
at(pe) + div [(pe + p) U] = —pvi grad ®. (3.26)
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e Einen phdanomenologischen Ansatz fiir die Energiestromdichte durch Wirmelei-
tung (direkter molekularer Energieiibertrag bei Vorhandensein eines Temperaturgra-
dienten innerhalb der Fliissigkeit, der auch in einer ruhenden Fliissigkeit stattfindet)
erhélt man im Falle nicht allzu grofler Temperaturgradienten durch eine Taylor—
Entwicklung bis zur 1. Ordnung im Temperaturgradienten (der konstante Term ver-
schwindet, da ¢ zusammen mit grad 7' verschwinden muf)

¢=—rgrad T, (3.27)

wobei k > 0 der Wirmeleitungskoeffizient [erg/K/sec/cm?] ist.

e Die allgemeinste Form des Viskositétstensors lautet (siche z.B., Landau und Lifs-
hitz):

8vi 81) 2 N RN
T =1 (axk + 81,’]: — §5ik div U) — (i, div 7, (3.28)

wobei 7 > 0 und ¢ > 0 die beiden Zahigkeitskoeffizienten [g/(sec cm)] sind.

Man beachte, dafl der erste Term spurfrei ist und dafl im Falle einer inkompressiblen
Fliissigkeit (d.h. wenn dive’ = 0 gilt) die Viskositdt nur durch den Koeffizienten 7
beschrieben wird.

Der Koeffizient n wird als dynamische Zihigkeit bezeichnet und das Verhéltnis
v =mn/p [em?/sec] heiBt kinematische Zihigkeit.

e Die relative Bedeutung der Tragheits- und Reibungsterme in der Navier—Stokes—
Bewegungsgleichung (3.18)) wird durch den Wert der dimensionslosen Reynoldszahl

Re = Pub _ub (3.29)
n 14

bestimmt, wobei u die Stromungsgeschwindigkeit und L die lineare Abmessung der
Fliissigkeit sind.

— Fiir kleine Reynoldszahlen Re < 1 dominieren viskose Effekte die Bewe-
gung. Die Stromung ist laminar und in guter Ndherung durch eine lineare
Bewegungsgleichung beschreibbar.

— Fiir grofle Reynoldszahlen Re > 1 dominiert die Tragheit die Bewegung. Die
Stromung ist turbulent und nichtlineare Effekte (durch den vgradv’ Term)
sind entscheidend.

Fiir jede Stromung existiert aufgrund experimenteller Befunde eine kritische
Reynoldszahl oberhalb der die Stromung gegeniiber infinitesimalen Storungen
instabil ist und turbulent wird. Die kritischen Reynoldszahlen liegen gréfSenord-
nungsméfig zwischen 1000 und 10 000.
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o Fiir fast alle astrophysikalischen Systeme, die sich hydrodynamisch beschreiben
lassen, sind die typischen Reynoldszahlen extrem grof3:

Re > 10" (3.30)

Dies liegt an den auftretenden hohen Geschwindigkeiten und den groflen linearen
Abmessungen der Systeme (im Vergleich zu irdischen Systemen oder Laborexperi-
menten).

Daher sind nahezu alle in der Astrophysik vorkommenden Strémungen stark turbu-
lent und zu ihrer Simulation werden fast ausschlielich die (reibungsfreien) Euler—
Gleichungen (]3.20)) verwendet.

3.1.3 Relativistische Hydrodynamik

e Annahme: Ideales Gas charakterisiert durch 4-Geschwindigkeit (dimensionslos!)

dx*
wh =" (3.31)

cdr’

wobei = 0,1,2,3, (wie auch alle anderen griechischen Indizes) und dr das Eigen-
zeitintervall ist. Der Energie-Impuls—Tensor eines idealen Gases lautet

T = (e + p)uru” + pgh” . (3.32)

Hierbei ist € = pc? + ¢ die Gesamtenergiedichte [erg/cm?], p der Druck, p die
Eigenruhemassendichte bzw. die Baryonenanzahldichte (alle Gréfien gemessen
im lokalen Bezugssystem der Fliissigkeit!), ¢ die Lichtgeschwindigkeit und ¢** die
Raumzeit—Metrik (symmetrisches Tensorfeld 2. Stufe).

e Mit Hilfe der Relation

e+p=p+e+p=ph,

wobei
h=c+ £tp
p
die spezifische Enthalpie [erg/g] ist, 1a8t sich der Energie-Impuls—Tensor auch in
der Form
T" = phutu” + pg"” (3.33)

schreiben.
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e Die Bewegung der Fliissigkeit ist bestimmt durch zwei Erhaltungssatze:

— Teilchenzahlerhaltung

V" =0 (3.34)

(J# = put ist der Teilchenstrom)

— Emnergie-Impuls—Erhaltung

vV, " =0 (3.35)

Man beachte, dal hier und im folgenden die Einsteinsche Summenkonvention ver-
wendet wurde bzw. wird.

e Die kovariante Ableitung V, ist wie folgt definiert:
VA" =AY, T A
wobei

Al/
A= o4 =2

- OxH

die gewohnliche Ableitung bedeutet und

gVA (6ag>\u + 8,ug>\a - a)\gau)

der metrische Zusammenhang (kein Tensor!) ist.

e Im Spezialfall der Minkowski-Raumzeit (“flache” Raumzeit)
g — pt =diag(—1,1,1,1) und IV, =0

geht die kovariante Ableitung V, in die gewdhnliche Ableitung 9, iiber. Die Glei-
chungen fiir die Teilchenzahlerhaltung bzw. fiir die Energie-Impuls—Erhaltung lauten
dann

Ou(pu”) =0 A 0,T" =0. (3.36)
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o Mit Hilfe des Lorentzfaktors

W=[1-a*/27Y2, (3.37)

wobei ¥ = d¥/dt die 3-Geschwindigkeit ist, 148t sich die 4-Geschwindigkeit in der
Form

ut =W(1,7/c)
schreiben.
e Definition relativistischer Erhaltungsgréfien im Laborsystem:

— Ruhemassendichte [g/cm?]

D = pu’ = pW (3.38)
— Impulsdichte
. ) h )
ST =T%/c=sW?pv' i=1,2,3 (3.39)
c
— und Energiedichte [erg/cm?]
7=T" — pu'c® = phW? — p — pW¢? (3.40)
e Damit lauten die relativistischen hydrodynamischen Gleichungen in Erhaltungsform
wie folgt:
oD
o + div(Dv) =0
a5" . .
BN + div(S) + (Vp)'=0 (3.41)
) .
3_; + Adiv(S — Dv) =0

e Im Newtonschen Grenzfall ¥ — 0 und h — ¢? gilt:

D—p % + div(pi) = 0

S — pt a(apf) + div(pt'v) + grad p =0 (3.42)

T— L% +e=pe %—l—div[(pe%—p)ﬂzo
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3.2 Stromungsunstetigkeiten

Bisher wurden immer stetig differenzierbare Losungen, d.h. sogenannte starke Losungen
vorausgesetzt. Schreibt man die hydrodynamischen Gleichungen in integraler Form, so sind
auch Losungen moglich, die auf einer Menge vom Mafle Null unstetig sind. Diese Losungen
nennt man schwache Lésungen.
Obwohl die differentielle Form der hydrodynamischen Gleichungen eine vollstdndige Be-
schreibung , glatter Stromung ermdoglicht, kénnen Strémungsdiskontinuitdten nur mit Hil-
fe der integralen Formulierung der hydrodynamischen Gleichungen beschrieben werden.
Daher miissen die hydrodynamischen Gleichungen in differentieller Form durch sogenann-
te Sprungbedingungen erginzt werden, die aus der integralen Form folgen.

Dazu betrachten wir 0.b.d.A. die eindimensionalen hydrodynamischen Gleichungen (Be-
wegung in z—Richtung mit der Geschwindigkeit u) in differentieller Form und kompakter
vektorieller Schreibweise:

U, +F(U), =0| mit U= (p,pu,pe)’ und F = (pu, pu* + p, (pe —i—p)u)T . (3.43)

Weiterhin betrachten wir eine Stromungsdiskontinuitit, die zwei konstante
Zusténde (1) und (2) trennt und die sich mit der Geschwindigkeit vp auf das Gebiet (2)
zubewegt. Wendet man nun die integrale Form der hydrodynamischen Gleichungen auf ein
rechteckiges Raumzeit-Kontrollvolumen an, das die Stromungsdiskontinuitiat umschlief3t
(Abb., so folgen daraus die Rankine—Hugoniot Bedingungen

—Up (Ug — Ul) = F2 — F1

oder komponentenweise

vp [pl = [pu]
vplpu] = [pu*+p] |, (3.44)
vp [pe] = [(pe+p)ul

wobei [A] = Ay — Ay gilt.

e In einem Koordinatensystem, das sich mit der Unstetigkeitsfliche mitbe-
wegt, d.h. in dem vp = 0 gilt, lauten die Rankine-Hugoniot Bedingungen

p1ur = pPaUz
plu%—i-pl = pgu%+p2 (345)

ur(prer +p1) = uz(peez + p2)
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t+dt —

Abbildung 3.3: Raumzeit-Diagramm zur Herleitung der Rankine-Hugoniot Bedingungen.

Die dritte Rankine-Hugoniot Bedingung la8t sich unter Verwendung der Definiti-
on der spezifischen Gesamtenergiedichte (siehe Gl. (3.25)) und der ersten Rankine-
Hugoniot Bedingung auch in der Form

2 2
uy . p1_ uy . P2
fut § a2 22 3.46
2—|—81+p1 2+€2—|-p2 ( )

bzw.

1 - -
—(Ul—UQ)(U1+UQ)+€1—€2+]£—12:0 (347)
2 P1 P2

schreiben, wobei & = ¢/p [erg/g] die spezifische innere Energie ist.
e Der Massenflufl durch die Unstetigkeitsfliche oder Diskontinuitét ist durch
M = pruy = paugy

gegeben. Da p > 0, ist im Ruhesystem der Diskontinuitét ein verschwindender Mas-
senflul M = 0 gleichbedeutend mit u; = uy = 0. Unstetigkeiten mit dieser Eigen-
schaft heilen Kontaktunstetigkeiten.
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Eine Kontaktunstetigkeit ist ein Spezialfall einer tangentialen Unstetigkeit, an der im
Falle einer mehrdimensionalen Strémung die beiden tangentialen Geschwindigkeits-
komponenten und alle thermodynamischen Groflen aufler dem Druck p unstetig sein
koénnen.

e Falls M # 0 gilt, heilen die Losungen Stof3 oder Stoflwelle. Fiir diese Losungen
folgt aus der zweiten Rankine-Hugoniot Bedingung fiir den Massenfluf3

Mo _PrLTP2 (3.48)
Uy — Uz
oder mit dem spezifischen Volumen 7 = 1/p und
=Mt ,i=1,2 (3.49)
die Beziehung
M2 — _pl — P2 (350)
T — T2

Man beachte:

(a) (3.48) bzw. (3.50) sind rein mechanische Beziehungen, die unabhéngig von der
Zustandsgleichung gelten,

(b) Gleichung ({3.50) besitzt zwei Losungstypen, ndmlich einmal Losungen mit py >
p1 und 71 > 7o (StoB; Kompressionswelle), sowie Losungen mit py < p; und
71 < To.

(c) Die Gerade
p—p=—-M*(1—m) (3.51)

reprisentiert alle Moglichkeiten, den Zustand (py, 71) mit einem Stof zu verbin-

den (Abb.[3.4).
Diese Gerade mit dem Anstieg —M? heift Rayleigh—Linie und wird iiblicher-
weise mit R(p, 7) bezeichnet.

e Mit Hilfe von (3.48)) und (3.49)) folgt aus der dritten Rankine-Hugoniot Bedingung
(3.47) die Beziehung

b1 — P2
2M

(MTi+Mmp) + & —éy + pi1y —pera =0 (3.52)



KAPITEL 3. HYDRODYNAMIK, STRAHLUNGSTRANSPORT UND MHD 52

pA Hugoniot-Funktion #4(p,T)

, T
P2 [ E(Pz d Rayleigh-Linie R,(p,T)

( Anstieg: - M2)

.(p1 , T4)

: -
Ty T4 T=1/p

Abbildung 3.4:

und daraus die Hugoniot—Gleichung oder Stofladiabate

p1+ D2
2

(m—m)+é1—&=0]|, (3.53)

die eine rein thermodynamische Beziehung darstellt.

Da & = &(p, 7) fithrt man die Hugoniot—Funktion zum Zentrum (p;, 71) ein

Hi(p,7) =Ep,7) — E(p1,71) +pzp1 (1 — 1) (3.54)

und kann damit die Hugoniot—Gleichung (3.53) in der Form

Hi(p2, 72) =0 (3.55)

schreiben. Die Kurve H;(p, 7) reprasentiert alle Moglichkeiten, den Zustand (p1,7)
mit einem Stofl zu verbinden. Im Falle einer idealen Gaszustandsgleichung (1.19)) ist

Hi(p, 7) eine Hyperbel (Abb.[3.4).
Der Schnittpunkt der Rayleigh-Linie Ry (p, 7) und der Hugoniot-Funktion H;(p, )

zum Zentrum (pq, 1) definiert die eindeutige Losung (pa, 72) der Rankine-Hugoniot
Bedingungen.
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e Fiir einen schwachen Stof gilt (siehe Landau & Lifschitz, Bd. 6)

1 0%t 3
S9 — 81 = ﬁ (a_p%)s (pg — pl) (356)

d.h. die Entropiednderung in einer Stofwelle geringer Intensitét ist von dritter Ord-
nung klein im Vergleich zur Druckénderung.

e Fiir fast alle bekannten Zustandsgleichungen (Ausnahme: Phaseniibergdnge) nimmt
die adiabatische Kompressibilitiat (07/0p)s mit zunehmendem Druck ab, d.h.

0%t
(%) -0

und daher folgt mit p, > p; (Kompression) aus der Beziehung (3.56) so > s1, d.h. die
Entropie wichst in Stéflen an. Ursache hierfiir ist die Dissipation von kinetischer
Energie in Wiarme (selbst in einer idealen Fliissigkeit!).

3.2.1 Stoflwellen in einem idealen Gas

Im Falle einer idealen Gaszustandsgleichung (1.19) lauten die Rankine-Hugoniot Bedin-
gungen unter Verwendung der Machzahl M, = u/c im Bezugsystem des Stofes

P2 (v + DM, (3.57)
P1 (y—=1)MZ +2
P _ /Mg v (3.58)
a1 y+1 o oy+1
T (v + 1) Mg, '
Im Grenzfall eines sehr starken Stofles, d.h. im Grenzfall M,, — oo gilt
co fir y=1
p2 ~y+1 )7 fir y=4/3
p1 _fy—l o 4 fur "}/:5/3 ’ (360)
7/3 fir v=5/2
sowie
D2 2 T 2
— — 00 (~ MZ) und — — 00 (~ M7)
pl 1 Tl 1
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3.3 Stromungsinstabilititen

3.3.1 Rayleigh—Taylor Instabilitit

Eine Rayleigh—Taylor Instabilitéit tritt dann auf, wenn auf zwei aneinander grenzende,
unterschiedlich dichte Fliissigkeiten (oder auch auf eine Fliissigkeit mit Dichtegradient) eine
Kraft wirkt (z.B. Schwerkraft oder eine Beschleunigung), die von der dichteren Fliissigkeit
in Richtung auf die spezifisch leichtere Fliissigkeit weist (siehe Chandrasekhar (1961), Seite
428fF). In der Astrophysik findet man Rayleigh—Taylor Instabilitdten in einer Vielzahl von
Situationen, unter anderem in Supernovaexplosionen infolge der Propagation der Sto3welle

durch die Sternhiille.

N\
Z
P2
N
OO
/
P4

Abbildung 3.5:

Als einfachsten Fall betrachten wir zwei ruhende, homogene, inkompressible Fliissigkei-
ten der Dichten p; und po, die durch eine ebene Grenzfliche (z = 0) voneinander getrennt
sind, und die eine Beschleunigung ¢ erfahren, die in negative z—Richtung weist (Abb.
und . Wir nehmen nun an, daf§ die Grenzfliche leicht gestért wird und betrachten die
zeitliche Entwicklung der Storung mit Hilfe einer linearen Stabilitdtsanalyse nach Fourier-
moden. Dazu suchen wir Losungen der Form

€ o exp(ikyx + ikyy + nt), (3.61)

wobei k,, k, und n Konstanten sind. Setzt man diesen Stérungsansatz in die hydrodynami-
schen Gleichungen ein und vernachléssigt alle Terme, die nichtlinear in der Stérung sind,
erhélt man die folgende Dispersionsrelation:

2 =n? = gk {%} . (3.62)

Hierbei ist 7y = n~! die Anwachszeitskala und k = (k2 4 k2)*/? der Absolutwert des Wel-
lenvektors der Storung. Demmnach ist die Anordnung der Fliissigkeiten stabil, falls
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Abbildung 3.6: Computersimulation einer Rayleigh—Taylor Instabilitdt. Zwei homogene
Fliissigkeiten konstanter Dichte p; (hellbraun) und p; = 2p; (dunkelbraun) sind anféng-
lich durch eine horizontale Grenzfliche (weisse Linie) voneinander getrennt und erfahren
beide eine konstante Beschleunigung ¢, die senkrecht nach unten gerichtet ist. Diese An-
ordnung der Fliissigkeiten ist Rayleigh-Taylor instabil. Stort man die Anordnung durch ein
vertikal konstantes und horizontal sinusférmiges Geschwindigkeitsfeld von kleiner Ampli-
tude, dann ergibt eine hydrodynamische Simulation die gezeigte Entwicklung. Die dichte
Fliissigkeit (dunkelbraun) dringt in das Gebiet der weniger dichten Fliissigkeit (hellbraun)
ein und umgekehrt. Die pilzformigen Kopfe an den Enden der eindringenden , Finger*,
sowie die wirbelférmigen Strukturen an ihren Réndern werden durch Kelvin—Helmholtz
Instabilitdten verursacht. Diese treten immer auf, wenn eine Scherstromung vorliegt, und
bewirken ein ,, Aufrollen* der Scherschicht.

p2 < p1, d.h. wenn sich die leichtere Fliissigkeit oberhalb der schwereren Fliissigkeit be-
findet, da dann n? < 0 ist. Im Falle p; > p; ist die Anordnung der Fliissigkeiten instabil.
Geméf der Dispersionsrelation wachsen kurzwellige Stérungen am schnellsten (exponenti-
ell) an.

Die Rayleigh—Taylor Instabilitdt kann man in Fallturmexperimenten experimentell un-
tersuchen (Abb[3.7). Man verwendet dazu einen Behélter mit zwei iibereinander geschich-
teten Fliissigkeiten unterschiedlicher Dichte in einem Schwerefeld. Die leichtere Fliissigkeit
p2 befindet sich dabei oberhalb der schwereren Fliissigkeit p; > po, d.h. die Anordnung
ist Rayleigh—Taylor stabil. Nun beschleunigt man den Behélter nach unten, und zwar mit
einer Kraft Fy, die groBer als die Schwerkraft F, ist. Die Fliissigkeiten spiiren infolge
der Beschleunigung eine nach oben gerichtete Tréagheitskraft —F,. Die Nettokraft auf die
Anordnung ist —F;, + F,. Sie ist wegen |Fy| > |F,| nach oben gerichtet und macht die
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Schichtung instabil.

P2

F,>Fq

Abbildung 3.7:

Rayleigh-Taylor Instabilitédten spielen eine wichtige Rolle in Supernovaexplosionen, wo
sie grofiskalige Mischprozesse bewirken. Da die Energie der StoSwelle in einer Supernova-
explosion viel grofler ist als die gravitative Bindungsenergie der ausgeschleuderten Materie,
ist die Gravitation fiir die Ausbreitung der Stolwelle dynamisch irrelevant. Ausserdem be-
stehen Supernovahiillen aus kompressiblem Gas, d.h. es sind Dichte- und Druckgradienten
vorhanden. Die obigen Uberlegungen sind daher nicht direkt auf Supernovae anwendbar.
In Supernovahiillen wird die Rolle der Schwerebeschleunigung g vom negativen Druckgra-
dienten iibernommen

1 0p

_— —— —

g p ar Y
und das (lokale) Instabilitdtskriterium lautet: Supernovahiillen (i.a. kompressible Gase)

sind Rayleigh—Taylor instabil, wenn die (lokale) Druckskalenhéhe P = dlnp/0r und die
(lokale) Dichteskalenhhe R = 01n p/0r die Bedingung

R 1

J— < J—
P Iy
erfiillen, wobei I'; der lokale Adiabatenindex des Gases ist (siehe[1.15]). Diese Bedingung ist
immer erfiillt, wenn Druck- und Dichtegradient ein unterschiedliches Vorzeichen besitzen.
Fiir die Anwachsrate der Instabilitat gilt

(3.63)

wobei ¢, die (lokale) Schallgeschwindigkeit ist.

Damit Rayleigh—Taylor Instabilitdten auch Konsequenzen fiir eine Supernovaexplosion
haben, muf} ihre Anwachszeitskala T = a;{% offensichtlich kiirzer als die hydrodynamische
Zeitskala Tyhyq = 7, /vs sein. Hierbei sind 7y, und vy, der Radius und die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der StofSwelle.
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3.3.2 Kelvin—Helmholtz Instabilitit

Eine Kelvin—Helmholtz Instabilitit tritt dann auf, wenn zwischen zwei aneinander
grenzenden Fliissigkeiten (oder auch innerhalb einer Fliissigkeit) eine Scherstromung (d.h.
ein Geschwindigkeitsgradient senkrecht zur Richtung der Strémung) vorhanden ist (sie-
he Chandrasekhar (1961), Seite 481ff). In der Astrophysik findet man Kelvin—Helmholtz
Instabilitéiten in einer Vielzahl von Situationen, unter anderem in Jets. Sie treten auch im-
mer als Folge von Rayleigh-Taylor Instabilitdten auf, wenn sich die auf- und absteigenden
Blasen oder Finger relativ zur Umgebung bewegen (Abb..

Als einfachsten Fall betrachten wir zwei homogene, inkompressible Fliissigkeiten der
Dichten p; und py < py, die durch eine ebene Grenzfliche (z = 0) voneinander getrennt
sind, und die sich parallel zu der Grenzfliche mit konstanten Geschwindigkeiten u; und us
in z-Richtung bewegen. Die beiden Fliissigkeiten erfahren auflerdem eine Beschleunigung
g, die in negative z—Richtung weist (siche Chandrasekhar, 1961, Seite 481ff; Abb..

Wir nehmen nun an, daf§ die Grenzfliche leicht gestért wird und betrachten die zeitli-
che Entwicklung der Storung mit Hilfe einer linearen Stabilitéitsanalyse nach Fouriermoden
ganz analog wie im Fall der Rayleigh—Taylor Instabilitit. Setzt man den Storungsansatz
in die hydrodynamischen Gleichungen ein und vernachliissigt alle Terme, die nicht-
linear in der Stérung sind, erhélt man die Dispersionsrelation

_ . 1/2
Ty = 1 = —iky(au; + agug) £ [gk(OzQ — ) + Eogag(uy — u2)2] / , (3.64)
wobel
P1 P2
o = , vy = ay < o
' p1+ P2 ? pP1+ p2 (az 2

und 7 die Anwachszeitskala und k = (k2 + k2)'/2 der Absolutwert des Wellenvektors der
Stérung sind.

e Im Falle £, = 0 gilt:
n=d= gkI(CYQ - (1/1)

oder

P2 — pP1

2
n” = gk
p1+ p2

d.h. das Auftreten von RT-Instabilitéiten transversal zur Stromungsrichtung bleibt
unbeeinfluflt von der Scherstromung.

e Im Falle k£, # 0 ist die Stromung instabil, falls

gk(as — ay) + ki ajas(u; — u2)2 >0,



KAPITEL 3. HYDRODYNAMIK, STRAHLUNGSTRANSPORT UND MHD 58

A

LA
&\

%%%4%%Q@
%%/ﬁ /%%

(P I S

N

Y

RN

Y

N

Abbildung 3.8:

bzw. wegen k, = k cos 6 falls

_ glaz —a1)
arag(ug — ug)?cos?’

k>

wobei 6 der Winkel zwischen dem Wellenvektor der Storung k und der z—Richtung
(d.h. der Strémungsrichtung) ist. Falls weiterhin k, = 0 (oder allgemein, falls k||v)
gilt und damit 6 = 0, folgt

k > kmm = g(al — az) 2
041042(U1 - Uz)

d.h. Stérungen mit hinreichend groflen Wellenzahlen (k > k,,;,) bzw. hinreichend
kleine Wellenléngen (A < Ay = 27/kpin) sind auch fiir beliebig kleine Geschwin-
digkeitsunterschiede (u; — u9) instabil.

e Variiert sowohl die Dichte als auch die Geschwindigkeit stetig in z—Richtung, folgt aus
einer analogen Stabilitdtsuntersuchung, daf§ die kontinuierliche Scherstrémung
instabil ist, wenn die dimensionslose Richardsonzahl

._ g (dp/dz)
Ri=— (3.65)

kleiner als 1/4 ist. Offensichtlich stellt die Richardsonzahl ein Maf fiir die relati-
ve Stiarke von Auftriebskraften und Scherkréften in einer Stromung dar. Fiir reale
Stromungen ist dabei zu beachten, daf§ dieses Ergebnis aus einer linearen Stabilitéts-
analyse erhalten wurde. Tatséchliche Instabilitdtsobergrenzen kénnen daher auch bei
etwas grofleren Richardsonzahlen liegen.
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3.3.3 Konvektive Instabilitiat

Sterne sind geschichtete selbstgravitierende Gaskugeln (siehe Kap., d.h. Dichte, Tem-
peratur und Komposition sind Funktionen des Radius. Wahrend des iiberwiegenden Teils
ihrer thermonuklearen Entwicklung sind Sterne im mechanischen Gleichgewicht . Nun
kann man sich die Frage stellen, unter welchen Bedingungen dieses mechanische Gleichge-
wicht fiir einen gegebenen Temperatur- (und/oder Kompositions-) Gradienten stabil ist.

Man kann zeigen (siehe weiter unten), da8 das Gleichgewicht nur dann stabil ist, wenn
der Temperaturgradient nicht allzu grof§ ist. Ist dieses Kriterium nicht erfiillt, d.h. ist der
Temperaturgradient zu grof}, treten Gasstrémungen innerhalb des Sterns auf, die das Gas
so vermischen, dal der Temperaturgradient reduziert wird. Eine solche Gasstromung heifit
(thermische) Konvektion.

e Kriterium fiir das Auftreten von Konvektion:

Wir betrachten ein Gas (ohne Kompositionsgradienten) in einem &ufleren Gravitati-
onsfeld, das in negative z-Richtung weist. Ein Massenelement mit dem spezifischen
Volumen V' (P, S) bewege sich adiabatisch (d.h. ohne Wirmeaustausch mit der Um-
gebung) entgegen der Schwerkraft von der Hohe z nach der Hohe z+¢, wo der Druck
P’ herrscht und das Massenelement ein spezifisches Volumen V' (P’, S) besitzt.

Die Bewegung des Massenelements ist stabil, d.h. es wird zu seiner Ausgangsposition
z zuriickgetrieben, falls das Massenelement bei der Hohe z + £ schwerer ist als das
dortige Gas, das das spezifische Volumen V (P, S’) hat, wobei S’ die Entropie ist.

Stabilitdt erfordert demnach V(P’,S") — V(P',S) > 0. Unter Verwendung von S’ —
S = ¢(dS/dz) und der Relation (0V/0S)p = (T/Cp)(0V/OT)p > 0 folgt damit die
Stabilitidtsbedingung

ds
— >0
dz s

d.h. in einer konvektiv stabilen Schichtung muf§ die Entropie mit der Hohe zunehmen.

e Das entsprechende Kriterium fiir (chemische homogene) Sterne lautet: Sterne sind
konvektiv stabil, falls die Entropie mit dem Radius zunimmt, d.h. falls

s

>0 (3.66)

Fiir ein ideales Gas gilt S oc In[P'™7T7] (1.22) und demnach (95/0T)p = vT " und
(0S/0P)r = (1 —~) P71, Aus (3.66) folgt damit

dS _ (98N dT (95 dP __dWT | dinP
dr ~ \ar oP).dr ' “ar V!

—_ 0 3.67
p dr - ( )
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und mit V,q = (v —1)/7 (siehe Kap.[L.1) das beriihmte Schwarzschild-Kriterium

dlnT
dln P

< Vad, (3.68)

d.h. der rdumliche Temperaturgradient im Stern (dIn7/dIn P) (Radius ausgedriickt
durch den Druck!) muf§ fiir eine konvektiv stabile Schichtung kleiner sein als die
Temperaturdanderung eines Massenelements bei adiabatischer Kompression V,q (siehe
Kippenhahn & Weigert).

e Ist der Stern chemisch inhomogen, gibt es einen zusitzlichen Beitrag Ap/p =
(Olnp/0Inp)(Ap/p), wobei p die mittlere Masse pro Teilchen ist.

Das Stabilitatskriterium heisst in diesem Fall Ledoux-Kriterium und lautet

dlnT

5 < Vaa + (B/6), (3.69)

mit § = —(0lnp/0InT)p,, mit & = (0lnp/0lnp)rp und V, = (0lnp/01n P)ey.

Demnach wirkt ein Kompositionsgradient (du/dr) < 0 stabilisierend gegen das Auf-
treten von Konvektion. Die tatsichlichen Stabilitdtsverhéltnisse liegen aber in diesem
Fall komplizierter als im Falle homogener Komposition.

e Falls Konvektion auftritt, bewirkt sie einen effizienten Transport von Energie (und
Komposition) im Gas. Sie spielt daher eine entscheidende Rolle in vielen Bereichen
der Hydrodynamik und insbesondere in der Sternentwicklung und in der Physik der
Akkretionsscheiben.

Trotz ihrer Wichtigkeit gibt es aber bis heute noch keine fundamentale Theorie zur
Beschreibung der Konvektion. Daher beruhen bis heute viele Erkenntnisse der Astro-
physik auf der einfachen phénomenologischen Mischungswegtheorie (siche z.B.
Kippenhahn & Weigert).

Die Mischungswegtheorie nimmt an, daf§ ein relativ zu seiner Umgebung heifle-
res Fliissigkeitselement eine Strecke [ (infolge Konvektion) aufsteigt, bevor es seine
iiberschiissige Energie an die Umgebung angibt. Die Strecke [ heifit Mischungs-
weglinge.

Sie wird {iblicherweise in der Form [ = aH,, geschrieben, wobei H, = —(01n P/dr)™*
die (lokale) Druckskalenhéhe und « ein freier Parameter ist. Fiir 0.5 < a < 3 er-
gibt die Mischungswegtheorie eine recht gute Ubereinstimmung mit Beobachtungs-
daten aus dem Bereich der Sternstruktur und Sternentwicklung. Der Parameter kann
aber fiir verschiedene Fragestellungen erst aus den Daten bestimmt werden (proble-

mabhéngiger, ,freier Parameter).
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3.4 Strahlungstransport

In diesem Unterkapitel werden einige grundlegende Tatsachen der Eigenschaften und des
Transports von Strahlung in Gasen diskutiert. Eine ausfiihrlichere und weitergehende Dar-
stellung findet man z.B. in den Lehrbiichern von Chandrasekhar (1960), Mihalas (1978),
Rybicki & Lightman (1979) und in dem Ubersichtsartikel von Mihalas (1998).

Zunéchst definieren wir einige charakteristische Groflen zur Beschreibung von Strahlungs-
feldern.

e Die spezifische Intensitét I(Z,t;7,v) ist so definiert, dafl
0 = I(Z,t;n,v)dA cos¥ dQ)dy dt (3.70)

die Strahlungsenergie im Frequenzbereich (v, v+ dv) ist, die im Zeitintervall d¢ durch
ein Flachenelement dA, dessen Normale dA um einen Winkel ¥ von der Propagati-
onsrichtung der Strahlung 7 abweicht, in einen Raumwinkel dQ gelangt (Abb.[3.9).
Die physikalische Einheit der spezifischen Intensitét ist

[I] = ergem 2s ' Hz st

In eindimensionalen ebenen oder sphérisch symmetrischen Medien ist I unabhéngig
vom Azimuthwinkel ¢ um die Flichennormale, d.h. die spezifische Intensitdt hingt
nur von einer Raumkoordinate (z oder r) und dem Polarwinkel 6 zwischen der
Fldachennormale und der Photonenpropagationsrichtung 7 ab. Daher kann man in
diesem Fall I = I(z,t;u,v) bzw. I = I(r,t; u, v) schreiben, wobei pu = cos6.

dA 4

Abbildung 3.9: Definition der Strahlungsintensitét
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e [ beschreibt ein Strahlungsfeld in makroskopischer Sichtweise. Im mikroskopischen
Photonenbild definiert man die Photonenanzahldichte ¥, wobei V(Z, t; 7, v)dvd}
die Anzahl der Photonen pro Volumen bei (Z,¢) im Frequenzbereich (v, v + dv) ist,
die mit der Geschwindigkeit ¢ in einen Raumwinkel d2 um 7 propagieren.

Die Zahl der Photonen, die die Fléache dA im Zeitraum dt passieren ist Un -
dA (cdt) dv d2. Da jedes Photon die Energie hv besitzt, gilt

0 = chv ¥ (&, t;7,v) dA cosd dQ) dv dt (3.71)
und damit
I(Z,t;7,v) = chv Y (Z, t; 1, v). (3.72)

e Die Photonenverteilungsfunktion ist so definiert, da8 fr(Z,t; 7, p)d®p die Anzahl
der Photonen pro Volumen, am Raumzeitpunkt (, t), im Impulsintervall (p, p4dp) =
(hv/c) (f, 1 + dn) ist.

Damit gilt wegen d*p = p?dpdQ = (h/c)3v2dvd

(B312/) frdv dQ = U dy dS (3.73)
woraus

U= hZ : fr (3.74)
und

I= h;yg fr. (3.75)

folgen. Man kann zeigen, daf§ die Photonenverteilungsfunktion fz eine relativistische
Invariante unter Lorentztransformationen ist.

e Die mittlere Intensitit ist der Mittelwert der spezifischen Intensitét iiber den
ganzen Raumwinkel, d.h.

1

T 4r

J, = J(@ ) / [(3,t: 7, )0 (3.76)

In eindimensionalen ebenen oder sphérisch symmetrischen Medien ist das Integral
iiber den Winkel ¢ trivial (da I nicht von ¢ abhingt). In diesem Fall folgt mit
d€) = sin 0dAd¢p = —dudo

1
J, = —/ I(Z t;n,v)du. (3.77)
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Demnach gilt: Die mittlere Intensitét ist das nullte Winkelmoment der spe-
zifischen Intensitit [ .

e Die monochromatische Strahlungsenergiedichte (oder kurz monochromatische
Strahlungsdichte) bei der Frequenz v ist die Anzahldichte der Photonen multipliziert
mit ihrer Energie hv und integriert iiber den ganzen Raumwinkel, d.h.

T
6l/

€'(Z, t;v) = hy/\IJ(f,t;ﬁ, v)ds), (3.78)

woraus mit ([3.72)
o, 47
€ = - /I(:E,t;n, v)dQd = —1J, (3.79)
c
folgt. Die totale Strahlungsenergiedichte ist dann durch ¢ = fooo edv =

Amcfc [° J,dv = (4 /c)J gegeben.

e Der monochromatische Strahlungsstrom (monochromatische Strahlungsener-
giefluBdichte) F,, = F(Z,t;v) ist so definiert, da F'dA die Strahlungsenergie ist,
die pro Frequenzintervall und Zeiteinheit durch die Fldche dA stréomt, d.h.

—

F,

F(Z t:v) = /](f,t;ﬁ, v)idS) . (3.80)

F, hat die Einheit [F,] = erg em~2 s7* Hz~!. Der Gesamtstrahlungstrom ist durch
F = [° F,dv gegeben.

In eindimensionalen ebenen oder sphérisch symmetrischen Medien impliziert die azi-
muthale Symmetrie von I, daf3 F' nur eine nichtverschwindende Komponente besitzt.
Diese Komponente

1

F,=F(z,t;v) = 27?/ I(z,t; p, v)pdpu. (3.81)

-1

wird oft als der ,,Strahlungsstrom* bezeichnet, als ob der Vektor F ein Skalar wire.
Geméf Eddington ist es niitzlich, die Grofe

1

1

1
H,=—
AT 2 /)

zu definieren, die das erste Winkelmoment der spezifischen Intensitét ist.

*Das n-te Winkelmoment der spezifischen Intensitét ist definiert als % f_ll (& t; i, v)u"dp
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e Der monochromatische Strahlungsdrucktensor ist geméf

1
P, =P t:v) = - /I(f,t;ﬁ, v) it dS (3.83)

definiert. P ist symmetrisch (P¥ = P7/%) und hat die Einheit [P] = erg cm™3 Hz L.

Fiir eindimensionale Medien gilt

e —P) 0 0
P, = 0 e —P) 0 (3.84)
0 0 P,
(3.85)
P, 0 0 3P, — € 0 0
= o £ 0 |-z 0 3P, —¢€, 0 (3.86)
0 0 P 0 0 0
wobei P, der Skalar
or (Y 4r\ 1 (1, 4
P,=— | [(Ztnvudu=|—|= [ Lpdp=—K, (3.87)
c J_ c )2 ), c

ist. Die Grofle K, ist das zweite Winkelmoment der spezifischen Intensitét.

Man nennt den Skalar P, oft den ,,Strahlungsdruck®, als ob der Tensor P, ein Skalar
wére. Das rithrt daher, daf§ in eindimensionaler Symmetrie und isotropen Strah-
lungsfeldern wegen [ In?dQ = 5 [ 1dQ (i = 1,2,3) die Beziehung P, = €,/3 gilt und
daher die zweite Matrix in (3.86]) verschwindet. Damit ist der Strahlungsdrucktensor
in diesem Spezialfall durch eine einzige Zahl, P,, bestimmt.

e Zur Charakterisierung der Asymmetrie von Strahlungsfeldern in eindimensionalen
Medien verwendet man den variablen Eddingtonfaktor f,, der geméafl

S L) Pdp
,=DP,)e =L 0T T 3.88
f / I L k)i (3.88)

definiert ist und der eine Schliebedingung zwischen P, und F, in den Strahlungs-
momentengleichungen ermoglicht (siehe weiter unten).

In der Hydrodynamik kann man immer eine SchlieBbedingung spezifizieren (z.B. P/E
= 1/3 fiir ein relativistisches Fermigas), da die mittlere freie Weglédnge der Teilchen
immer sehr viel kleiner als die charakteristische Liange des Systems ist.

Im Falle von Strahlung erhilt man dagegen die SchlieBbedingung erst durch Be-
rechnung von f, aus der Losung der Strahlungstransportgleichung, da die
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mittlere freie Weglidnge der Photonen vergleichbar oder auch grofler als die charak-
teristische Léange des Systems sein kann.

In mehrdimensionale Medien verwendet man den Eddington-Tensor
F,=P,/e, (3.89)

e Ist das Strahlungsfeld im thermischen Gleichgewicht (Hohlraumstrahlung) [f, so
ist die spezifische Intensitdat durch die Planck-Funktion (1.51)) gegeben:

2hv3 1

2 exp(hv/kgT) — 1 (3.90)

Man beachte, dal I} isotrop ist und damit F); = 0 im Hohlraum gilt. Die monochro-
matische Energiedichte ist in diesem Fall durch

4w 8rhi3 1

v v T 3 exp(hv/kgT) — 1 (3:91)
und die totale Energiedichte durch Stefans Gesetz
e(T) = / edv = aT* (3.92)
0

gegeben, wobei a die Strahlungskonstante (1.57)) ist.

e Der Druck eines stromenden und strahlenden, idealen nicht-
relativistischen Boltzmanngases setzt sich aus dem Druck der thermischen
Strahlung P* = ¢*/3 (1.56)) und dem Gasdruck (1.19)) zusammen, d.h. es gilt

P =P+ P = kT + ST (3.93)
Fithrt man das Verhiltnis von Strahlungsdruck und Gasdruck a = P*/P,
und den Anteil des Gasdrucks am Gesamtdruck § = F,/P ein, lafit sich der
Adiabatenindex I'; (1.15]) in der Form

dln P 54400 +3202 32— 248 — 33°
Olnp )¢ (3+24a)(1+ ) 24 — 215

schreiben.

e Die Wechselwirkung von Strahlung und Materie wird durch Absorption, Emission
und Streuung von Strahlung bestimmt.

"Ein oberer Index, *, bezeichnet im folgenden Gréflen im thermischen Gleichgewicht
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— Die Absorption von Strahlung wird durch die Opazitit bzw. durch den Ex-
tinktionskoeffizienten y charakterisiert, der geméf3

0 = x(@,t;m,v) I(Z, t; 1, v) dlLdA dQY dv dt (3.95)

definiert ist, wobei 0€ der Energiebeitrag ist, um den das Strahlungsfeld im
Frequenzintervall dv wéahrend der Zeit dt durch ein Materieelement der Dicke
dl reduziert wird. Das Materieelement hat dabei eine Querschnittsflaiche dA
senkrecht zur Propagationsrichtung n der Strahlung in den Raumwinkel df2.

Die Opazitét y ist durch die Summe ) . n;c; gegeben, wobei n; die Anzahldichte
der Teilchensorte ¢ ist, die Strahlung der Frequenz v mit dem Wirkungsquer-
schnitt «; absorbieren oder streuen. Die Einheit von y ist [x] = ecm™! und
A, = 1/x, ist die mittlere freie Weglinge von Photonen der Frequenz v.

Fiir ruhende, homogene Materie ist x isotrop. Fiir sich bewegende Materie gilt
dies zwar auch in dem mit der Materie mitbewegten Koordinatensystem, aber
nicht im Laborsystem. In letzterem ist x anisotrop (starke Frequenz-Winkel-
Kopplung durch Dopplereffekt), was Berechnungen erheblich kompliziert.

— Die Emission von Strahlung wird ganz analog durch den Emissionskoeffizi-
enten 7 charakterisiert, der geméf
0 = (@, t;i,v)dldAdQ dv dt (3.96)
definiert ist.

— Streuung: Es ist manchmal niitzlich, zwischen ,,wahrer Absorption (d.h. ther-
mische Absorptions- und Emissions-Prozessen) und Streuung zu unterscheiden.

Thermische Prozesse koppeln Strahlung und Materie lokal, wobei Photonen er-
zeugt oder vernichtet werden und die thermische Energie der Materie erhoht
bzw. erniedrigt wird.

In Streuprozessen wird dagegen die Richtung und/oder die Frequenz eines Pho-
tons verdndert. Die Emissionsrate héngt in diesem Fall von den vorhandenen
Photonen ab, aber nicht vom thermischen Zustand der Materie.

Demnach ist es sinnvoll den Extinktionskoeffizienten geméaf
Xv = Ky + 0,

aufzuspalten, wobei k, und o, die Absorptions- und Streukoeffizienten sind.

e Die optische Tiefe eines Mediums definiert man durch

I
(%, 7)) = / X(Z + sii; 7, v)ds, (3.97)
0

wobei ' = ¥+ 7 ist. Demnach ist die optische Tiefe gleich der Anzahl der mittleren
freien Wegldngen der Photonen langs eines Strahls.
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e Die Strahlungstransportgleichung folgt phianomenologisch aus der Tatsache, daf3
die durch ein Fliissigkeitselement (der Lénge ds) hindurchstromende Strahlungsener-
gie sich nur infolge von Absorptions- und Emissionsprozessen im Fliissigkeitselement
dndern kann. Unter gewissen Néiherungenﬂ lautet die Strahlungstransportgleichung

10 0
<EE + %) [(fvtSﬁa V) = n<f>t;ﬁ7 V) - X(fat;ﬁ7 Z/)[(:f,t;ﬁ, V)' (3'98)

Man beachte: Enthélt n einen Streuterm, so héngt die rechte Seite der Gleichung von
J = [ I()dp ab, d.h. die Strahlungstransportgleichung wird zur Integrodifferential-
gleichung.

In (geradlinigen) kartesischen Koordinaten gilt

0 Ox 0 dy 0 0z 0 0 0 0 .
%—%%—F%a—y%—%%—nx%"‘”yiy‘f‘nz&—n'v (3-99)
und demnach
10 L L L L
<—a +17- V) I(Z, tyn,v) =n(Z, t;n,v) — x (@, 67, v)[(Z,t;71,v), (3.100)
c

wobei im 1D planaren Fall 7i - V = p0d/0z ist.

Unter der Annahme von sphérischer Symmetrie lautet die Strahlungstrans-
portgleichung in Kugelkoordinaten

o1 | o1 1ol
cot " Mor r op

n—xI. (3.101)

e Zur Beschreibung eines Strahlungsfeldes werden oft (die beiden niedrigsten) Winkel-
momente der Strahlungstransportgleichung verwendet, die wie folgt definiert
sind (in kartesischen Koordinaten; unabhéngige Variablen der Strahlungsgrofien auf
der rechten Seite sind nicht angeschrieben).

— Nulltes Moment: Multiplikation der Strahlungstransportgleichung ({3.100]) mit
dQ /47 und anschliefende Integration iiber den Raumwinkel ergibt

10J(z,t;v) o, 1

SR VAT ) = / (0 — xI)d9) (3.102)
bzw.

Oe,, -

at” +VE, = /(n —x1)dQ). (3.103)

"Pomraning ,,Equations of Radiation Hydrodynamics“, S.47-49
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Diese monochromatische Strahlungsenergiegleichung wird durch Integra-
tion iiber alle Frequenzen zur Strahlungsenergiegleichung

- /OOO dy/(n — 1) dS, (3.104)

die besagt: Die zeitliche Anderung der Strahlungsenergiedichte in einem festen
Volumen ist gleich der Emissionrate des Mediums minus der Energieabsorpti-
onsrate des Mediums minus des Nettoflusses an Strahlungsenergie durch die
Oberflache des Volumens.

In sphérischer Symmetrie und in sphérischen Koordinaten gilt

de" 1 Or*F  O¢ 1 0L

BT +ﬁ 5 = 7 47rr2 e 27r/ dl// n—xI)du, (3.105)
wobei

L(r,t) = 4xr?F(r,t) (3.106)

die Leuchtkraft ist.

Im Grenzfall eines statischen Mediums ist 9/0t = 0. Zum Erreichen eines
stationiren Zustands mufl das Medium auflerdem genauso viel Energie emit-
tieren wie es absorbiert, d.h. es muB [;~(n — xI)dv = 0 gelten. Daraus folgt die

Bedingung VF =0 fiir das Strahlungsgleichgewicht.
— Erstes Moment: Multiplikation der Strahlungstransportgleichung ([3.100)) mit
1 dS) /47 und anschliefende Integration iiber den Raumwinkel ergibt
10H, 0OKY 1
c Ot i Ar

bzw. nach Integration iiber alle Frequenzen die Strahlungsimpulsgleichung

(n — xI)n'd (3.107)

1 0F
2(?% V-P=- / du/n x1) i dS, (3.108)

wobei F /c? die Strahlungsimpulsdichte (Strahlungsenergiefludichte 1} di-
vidiert durch ¢?) und P die Strahlungsimpulsfluidichte sind.

Man beachte, dafl

o 1 [°°
f= E/ du/XIﬁdQ (3.109)
0

die Kraft pro Volumen ist, die die Strahlung auf das Medium ausiibt.

— Schlielbedingung: Strahlungshydrodynamische Simulationen erfordern die
gleichzeitige Berechnung der totalen Energie- und Impulsdichte der Stromung
(Medium plus Strahlungsfeld). Die Strahlungsanteile sind durch die Momenten-

gleichungen fiir die Strahlungsenergie ([3.104]) und den Strahlungsimpuls (3.108))
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gegeben. Zur Losung des Gleichungssystems benotigt man allerdings noch den
Eddingtonfaktor , um den Strahlungsdruck P, durch die Strahlungsenergie
E, auszudriicken. Dies erfordert im allgemeinen die Lésung der vollen winkel-
und frequenzabhéngigen Transportgleichung.

In der Hydrodynamik ist dieser Aufwand nicht notwendig, da man dort an-
nehmen kann, dafl die mikroskopische Geschwindigkeitsverteilung wegen A < [
isotrop ist, woraus die SchlieBbedingung (Zustandsgleichung) folgt (sie-
he z.B. Kap.. In der Strahlungshydrodynamik ist dies nur im Rahmen der
Diffusionnédherung moglich.

e Das Verhalten strahlender Fliissigkeitsstromungen 1é8t sich durch zwei dimensions-
lose Zahlen charakterisieren:

— Enmnergieverhéiltnisse:
Energiedichte des Mediums %nkBT 0.028n
Ri = — = = (3.110)
Strahlungsenergiedichte aT* T3

Im Zentrum der Sonne mit p ~ 100g/cm® und T ~ 107K ist Rp ~ 500,
d.h. der Strahlungenergiebeitrag ist unwichtig. Im Zentrum eines O-Sterns mit
p~3g/emund T ~ 4 x 10" K ist Rp =~ 1, soda$ die Strahlungsenergie wichtig
ist.

Generell gilt Rp < 1 (strahlungsdominiert), falls Tieyv > Qpiég .

— Energietransportverhiltnisse: Die Wichtigkeit des Energietransports durch
Strahlung wird durch die Boltzmannzahl

_ pCpyTv  materieller Enthalpieflufs

Bo — ~
¢ c/4aT? Strahlungsflufl

(3.111)
charakterisiert, wobei Bo ~ (v/c) Rg.

e Diffusionsnidherung: (siehe z.B. Shapiro & Teukolsky, AnhangI)

Die Strahlungstransportgleichung vereinfacht sich erheblich, wenn das Strahlungsfeld
nahezu isotrop ist. Multipliziert man die frequenzabhéngige Strahlungstransportglei-
chung (0.B.d.A. gehen wir von geradlinigen Koordinaten aus) skalar mit 7
und integriert sie dann iiber den Raumwinkel, so erhélt man

—

10F,
19 +/ﬁ(ﬁ~V1) Q= —y,F, (3.112)

c Ot

da der Emissionsterm wegen der angenommenen Isotropie des Strahlungsfelds keinen
Beitrag liefert.

Die Zeitableitung in (3.112)) ist identisch Null bzw. kann vernachléssigt werden, wenn
das Strahlungsfeld stationér ist bzw. wenn es zeitlich so langsam variiert, daf zeitliche
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Anderungen des Strahlungsfeld durch die zeitlichen Variationen der Dichte und der
Temperatur des Mediums bestimmt sind (Vernachlissigung von Strahlungspulsen).

Ist das Strahlungsfeld strikt isotrop, so gilt F, =0 . Fiir nahezu isotrope
Strahlungsfelder entwickelt man das Oberflachenintegral in und betrachtet
nur den fithrenden, isotropen Teil von [,,. Fiir die i-te Komponente erhélt man unter
Beriicksichtigung von ([3.79))

4
= («%I)g i (3.114)
- gaia;. (3.115)

Damit folgt aus (3.112]) im quasi-stationdren Grenzfall

c
F,=— Ve .
3w ‘v

(3.116)

In vielen Fillen (z.B. lokales thermisches Gleichgewicht LTE@ nehmen die Koeffizi-
enten 7, und Yy, die gleichen Werte an, die sie auch in striktem thermodynamischen
Gleichgewicht hétten.

Im thermodynamischen Gleichgewicht gilt I} = B, (T') = konst., d.h. die linke Seite
der Strahlungstransportgleichung (3.100|) ist identisch null, woraus n, = x,I; =
X B, (T) folgt.

Im quasi-stationdren Grenzfall lautet demnach die Gleichung fiir das nullte Winkel-
moment der Strahlungstransportgleichung

—

V-F,=cx(€ —¢€). (3.117)

Gleichungen und beschreiben den Strahlungstransport in der Diffu-
sionsnidherung. Diese Naherung ist immer dann giiltig, wenn das Strahlungsfeld auf
Langenskalen vergleichbar oder kleiner als die mittlere freie Wegldnge der Photonen
(A, = 1/x,) isotrop ist.

Wichtig: Die Anwendbarkeit der Diffusionsndherung erfordert kein LTE, denn LTE
ist zwar eine hinreichende, aber keine notwendige Bedingung fiir die Giiltigkeit der
Diffusionsnidherung.

¥ Der thermodynamische Zustand des Mediums ist vollstindig durch zwei Parameter, z.B. Dichte und
Temperatur, bestimmt. Dabei hidngt der Zustand an einem Ort nur vom Wert dieser Parameter an eben
diesem Ort ab.
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Im LTE gilt €], = €}, soda8$ aus (3.116)) nach Integration iiber alle Frequenzen

— o0 1
F= —9/ —Veidy (3.118)
3 0o Xv

folgt. Definiert man die (frequenzgemittelte) Rosseland Opazitit geméis

1 R0/) e far)
xe [y (de;/dT) dv

(3.119)

(formal das harmonische Mittel von y, mit der Gewichtsfunktion de}/dT =

(4m/c)dB,/dT), so 1aBt sich (3.118) wegen (3.92)) in der Form

F=-"vVe= —%V(aT“) (3.120)

schreiben. In sphérisch-symmetrischen Sternen gilt demnach in der Diffusionsnéhe-

rung fiir die Leuchtkraft (3.106) am Radius r

167r2 acT? dT
L(r) = 4nr’F(r) = — — 3.121
(1) = Amr*F(r) = === == . (3.121)

d.h. der Strahlungsflufl wird durch den lokalen Temperaturgradienten bestimmt.
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3.5 Magnetohydrodynamik

Befindet sich ein leitendes fliissiges (oder gasformiges) Medium in einem Magnetfeld, so
werden in ihm bei seinen hydrodynamischen Bewegungen elektrische Felder induziert und
es entstehen elektrische Strome. Im Magnetfeld wirken auf Strome aber Kréfte. Gleichzeitig
verdndern diese Strome das Magnetfeld. Es bestehen also komplizierte Wechselwirkungen
zwischen den magnetischen und den hydrodynamischen Erscheinungen, die auf der Grund-
lage des kombinierten Systems der Feldgleichungen und der Bewegungsgleichungen der
Fliissigkeit untersucht werden miissen.

e Das Verhalten elektromagnetischer Felder wird durch die Maxwellschen Gleichun-
gen beschrieben. Fiir ein elektrisch neutrales Medium (g9 = 1, po = 1, einkomponen-
tige elektrisch leitende Fliissigkeit: pq = 0) lauten sie im Ruhesystem des Mediums:

divE = 0 rotﬁ%—%%fzo
(3.122)
divB =0 rotB = %f—i— % 8?

Wegen ihrer Lorentz-Invarianz gelten die Maxwellschen Gleichungen in dieser Form
auch in einem Koordinatensystem, das sich mit der Geschwindigkeit ©" bewegt. Be-
zeichnet man etwa mit E' das elektrische Feld im Ruhesystem des Mediums und mit
E das elektrische Feld in einem System relativ zu dem sich das Medium mit der
Geschwindigkeit v bewegt, so hat in beiden Systemen die gleiche Form. Die
in der Induktionsgleichung auftretende elektrische Stromdichte J folgt aus dem
Ohmschen Gesetz fiir das mit ¥ bewegte Fliissigkeitselement im nicht-relativistischen
Fall geméf

v

J = (E + - x E) : (3.123)

wobei o die (isotrope) elektrische Leitfahigkeit des Mediums ist. Denn im Ruh-
system des Mediums gilt nach Ohm J' = oE'. Fir ein Medium, das sich mit der
Geschwindigkeit 7 (|7] < ¢) bewegt, gilt E' = E 4@/ x B und fiir pq = 0 ist J' = J.,

e Die beiden grundlegenden Niherungen der nicht—relativistischen Magnetohydro-
dynamik (MHD) sind:

— (i) Alle Geschwindigkeiten sind klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit:
|| < ¢ (quasi-stationére Niaherung);

— (ii) die Ladungsdichte und das elektrische Feld im Ruhesystem der Fliissigkeit
sind Null (Einfliissigkeitsmodell). Das Medium ist daher elektrisch neutral.
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Mit diesen Annahmen kann man zeigen, dafl das elektrische Feld im Laborsystem
verglichen mit dem magnetischen Feld klein von erster Ordnung in v/c ist,

Bl =0(=18]).

und dafl der Verschiebungsstrom verglichen mit dem Ladungsstrom klein von zweiter
Ordnung ist (analoges gilt fiir Korrekturen, die von divE = 4mwpq herrithren wiirden):

U2 =

Das bedeutet insgesamt: Die (elektromagnetischen Anteile der) Gleichungen der Ma-
gnetohydrodynamik folgen aus den Maxwellschen Gleichungen, wenn alle Groien ver-

nachléssigt werden, die klein von zweiter Ordnung in v/c sind [Landau & Lifschitz,
1085].

o
ot

1

c

e Ist o sehr grof} (effektiv unendlich), so stromt die Fliissigkeit bzw. das Gas unter dem
Einflufl der elektromagnetischen Felder geméfl der Bedingung:

E+

Q|

TxB=0 (3.124)

(ideale Magnetohydrodynamik).

e Mit den obigen Annahmen ergibt sich mit GI (3.123) und der Vektoridentitéit
rot(rot B) = grad(divB)— V2B die folgende Niherung fiir die Induktionsgleichung

9B — vot(7' x B) + v VI (3.125)

Die Induktionsgleichung beschreibt die zeitliche Entwicklung von Magnetfeldern in
einer Stromung mit dem Geschwindigkeitsfeld v in MHD-Ndherung, vorausgesetzt,
die Bedingung divB = 0 ist schon zu Beginn erfiillt. Der zweite Term auf der rechten
Seite beschreibt die resistive Felddiffusion mit dem Diffusionskoeffizienten

62

Vi = (3.126)

e Fiir eine ruhende Fliissigkeit verschwindet in Gleichung der erste Term
auf der rechten Seite und die Induktionsgleichung geht in eine Diffusionsgleichung
iiber, die besagt, dafl ein vorhandenes Anfangsmagnetfeld innerhalb einer Zeitska-
la 7 = 4woL/c* zerfillt, wobei L eine charakteristische Lingenskala ist. Fiir den
geschmolzenen Kern der Erde ist 7 ~ 10* Jahre und fiir das typischen Sonnenma-
gnetfeld gilt 7 ~ 10'° Jahre.
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o Fiir Zeiten klein im Vergleich zur Diffusionszeit 7 oder, in anderen Worten, wenn die
elektrische Leitfihigkeit o so grof} ist, dafl man den 2. Term in der Induktionsgleichung
vernachlassigen kann, besagt GI. , daBl das Magnetfeld ,eingefroren ist: Die
Kraftlinien werden mit der Fliissigkeit advektiert (siche z.B. Landau & Lifschitz,
Bd.8). AuBerdem gilt dann auch Gl. (3.124).

e Falls die Stromung von Wirbeln durchsetzt bzw. turbulent ist, werden die Feldlini-
en schnell aufgewickelt und Gebiete mit hoher magnetischer Energiedichte entste-
hen. In diesen Gebieten wechselt das Feld innerhalb sehr kleiner Volumina die Rich-
tung. Physikalisch fiihrt dies zum Kurzschlu8 (,,reconnection) der Feldlinien und zur
Ausloschung des Feldes, wobei Magnetfeldenergie in thermische Energie umgesetzt
wird. Diese turbulente Felddiffusion bewirkt, dafl Wirbelzentren sehr schnell feldfrei
und je nach Feldstidrke mehr oder weniger stark aufgeheizt werden.

e Gleichung (3.125)) kann in die Form einer Kontinuitétsgleichung fiir die Flufidichte B

umgeschrieben werden (Erhaltungsform — wichtig fiir numerische Simulationen),

IB"

_ ik ik
o =~ VilFt =G, (3.127)

mit den anti—symmetrischenﬁ Transport- und Diffusionsflusstensoren
Fi* = Biyk — BRy, (3.128)
G* = v, (VFB' — V' B). (3.129)

e Die Quellfreiheit des magnetischen Feldes divB = 0 wird durch die Gleichungen
bzw. zu einer reinen Anfangsbedingung reduziert, da fiir einen belie-
biges Vektorfeld div(rot/_f) = 0 bzw. fiir einen beliebigen antisymmetrischen Tensor
V,; VA% = 0 gilt und somit ein urspriinglich quellfreies Feld diese Eigenschaft bei-

behalt.

e Die restlichen elektromagnetischen Groéflien sind in der MHD keine unabhéngigen
Variablen, sondern Funktionen des Magnetfeldes:

—y) (3.130)
A7

I I .

j o (B X T+ v rotB) . (3.131)
C

§Fiir anti-symmetrische Tensoren gilt: 7% = —T* und T% = 0.
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e Durch das Auftreten elektromagnetischer Groflen miissen sowohl die Energie- (3.24))
als auch die Impuls-Gleichungen abgedndert werden. Zu Energie- und Impuls-
dichte sind die jeweiligen Feldanteile zu addieren. Die zugehdorigen Fliisse miissen um
den Poyntingfluss bzw. den Maxwellschen Spannungstensor erweitert werden.

Die Energiedichte des Feldes [erg/cm?], die nach Division durch p zu (3.25) hin-
zuaddiert werden mufB, ergibt sich wegen O(E?) = O(v?/c? B?) ~ 0 zu

B2
pEmag = 8_7T (3132)

und der magnetische Energieflufl zu

1 — — m — —
Gmag = yym B x (17 X B) — Z—WB X rot B, (3.133)
bzw. zu
k L (s - B} 4 o (piy,pr - o B (3.134)
= —— v; B¥ — —wv — B —Vi— | . )
Twag =~ 1 2 Ar 2

Weiterhin 148t sich zeigen, dafi der Feldimpuls klein von zweiter Ordnung im Vergleich
zum mechanischen Impuls ist und daher vernachlassigt werden darf. Im Maxwellschen
Spannungstensor 7% werden die elektrischen Terme vernachlissigt:

, A 1 : B?
e (Bsz ~ 75m) _ (3.135)

mag _47T

Dieser magnetische Drucktensor II}}, muB zum Drucktensor IT% @ in den
Navier—Stokes—Gleichungen hinzuaddiert werden. Den isotropen Anteil des ma-
gnetischen Drucktensors (2. Term in (3.135))) kann man auch mit dem isotropen Gas-
druck aus zu einem isotropen Gesamtdruck piot = p + Pmag Mit Prag = B? /81
zusammenfassen.

e In der gewohnlichen Hydrodynamik wird die Reynolds—Zahl verwendet, um
die relative Stirke der Viskositédts- und Trégheitsterme in den Bewegungsgleichun-
gen zu charakterisieren. Neben dieser Zahl kann man in der MHD auch noch eine
magnetische Reynolds—Zahl

L
Rey = & (3.136)

Vm

einfithren (mit vy, aus GL.[3.126), die die relative Stérke des Leitfdhigkeitsterms cha-
rakterisiert (L und u = [/7 sind wiederum fiir die gegebene Bewegung charakteristi-
sche Langen- und Geschwindigkeitsskalen). Der Leitfahigkeitsterm kann im allgemei-
nen vernachléssigt werden, wenn Rey, > 1.
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e Durch Entwicklung der Eulerschen Gleichungen nach kleinen Stérungen und nach
anschliefender Linearisierung erhélt man Wellengleichungen fiir die Dichte p, den
Druck p und das Geschwindigkeitspotential ¥ (dabei ist ¥ = gradW¥). Die Phasenge-
schwindigkeit der so definierten Schallwellen ist

_ [{9p
co = <8p>5’ (3.137)

wobei die Ableitung bei konstanter Entropie zu bilden ist. Wie aufgrund der ver-
schwindenden Scherkrifte fir ideale Fliissigkeiten zu erwarten ist, sind Schallwellen
longitudinale Wellen, d.h. der Wellenvektor ist parallel zur Geschwindigkeit & || ¥/.

Auf analoge Weise ist es moglich, die MHD—Gleichungen zu linearisieren. Die Pro-
jektion der (vektoriellen) Dispersionsrelation senkrecht zur Ebene, die durch den
Wellenvektor & und das ungestorte Feld B aufgespannt ist, liefert die sogenannten
Alfvén—Wellen. Deren Phasengeschwindigkeit ist

ep= DL (3.138)
NZUTR '
wobei B die Projektion von B auf k bezeichnet: éll — (kB) k / |k|2. Die Projektion
der Dispersionsrelation in die kB-Ebene und ihre weitere Zerlegung parallel und

senkrecht zu k liefert die schnellen und langsamen magneto-sonischen Wellen.
Deren Phasengeschwindigkeiten sind

2 2.2
B2 2) B
dmp 0 TP

Alfvén-Wellen sind grundsétzlich transversale Wellen, wéhrend die magneto-
sonischen Wellen im allgemeinen Fall — beliebiger Winkel zwischen k und B - sowohl
transversale als auch longitudinale Anteile besitzen. Fiir die Phasengeschwindigkeiten
lassen sich jedoch einige Beziehungen ableiten, die allgemein gelten:

2 2
—_ )= +
Cs,L 21 1 + G

(3.139)

cp < ca < cg und ¢ < ¢y < cCs. (3.140)

Im Grenzfall kleiner Felder verschwinden ¢y, und c4, und cg geht in die gewohnliche
Schallgeschwindigkeit ¢ iiber.



