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Symbol | Bezeichnung SI-Einheit
X, T; Ortsvektor, Komponente i = 1,2,3 m

t Zeit s

p Massendichte kg /m?

v spezifisches Volumen, v = 1/p m? /kg

V Kontrollvolumen mit BerandungV’ m3

1% Volumenstrom m? /s

m Masse kg

m Massenstrom keg/s

0 Massenstromdichte kg/(m?s)
v, U; Stromungsgeschwindigkeit, Komponeite m/s

(0;;) | Spannungstensor, oj; = 0y, 4,j =1,2,3 N/m?
(%) Reibspannungstensor,o’; = o;; N/m?

D Druck Pa = N/m?
n, n; Normalvektor, zeigt konventionsgemald duseraus, |n| =11

t, t; Tangentialvektor, |t| =1 1

g Ji Erdbeschleunigung, |g| = ¢ m/s?

K, K; | vom umstromten Korper auf die Stromung ausgeubte Kraft | N

A Auftriebskraft, |A|= A N

W Widerstandskraft, |W|=W N

L von K pro Zeiteinheit verrichtete Arbeit A

a G Warmestrom, Zahlrichtungj - n > 0 falls q ausoV heraus W /m?

e spezifische innere Energie J/kg

s spezifische Entropie J/ (kg K)
h spezifische Enthalpie J/kg

T absolute Temperatur K

P Dissipationsfunktion J/(m?s)
P Potentialfunktion, v =V®, (w=0) m? /s
(D)) Deformationsratentensor, D;; = Dj; s

(£2;5) Rotationsratentensor, (2;; = —{2;; s

W, W; Wirbelstarke, w =V xv s~!

o Entropieproduktion W/(kg K)
1 dynamische Viskositat Pas

i \Volumenviskositat Pas

B Kompressionszahigkeit Pas

v kinematische Zahigkeit, v = 1 /p m? /s

A Warmeleitfahigkeit W/(Km)
c Schallgeschwindigkeit m/s

p spezifische isobare Warmekapazitat J/(kg K)
Co spezifische isochore Warmekapazitat J/ (kg K)
154 thermischer Expansionskoeffizient K-t

K Isentropenkoeffizient, « = c¢,/c, 1

r Zirkulation m? /s

Y Stromfunktion (ebene Stromung) m? /s
F(2) komplexes Potential, FF' = ® + i), z=x+1y m? /s

Tabelle 1: Wesentliche Formel-Symbole.




Symbol und Definition
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gasdynamische Fundamentalableitu

Eckert-Zahl
Euler-Zahl
Froude-Zahl

Schallgeschwindigkeitszahl

Knudsen-Zahl
Mach-Zahl

Prandtl-Zahl
Reynolds-Zahl

Strouhal-Zahl

Druckbeiwert
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Widerstandsbeiwert

Dickenparameter
Anstellwinkel

Prandtl-Faktor
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Tabelle 2: Dimensionslose Kennzahlen, Parameter und Be&we



Grundlagen

1 Kinematik und Dynamik von Fluiden

Die uUbliche Bezeichnung (Fluid=ptromung’lasst sich mathematisch durch eine kontinuierli-
che Transformation des dreidimensionalen Raumes aufaliobtsiusdriicken. Jener Parameter,
der die Transformation beschreibt, wird mit der Zeidentifiziert. Es gilt—oco < t < oo, die
willkirliche Wahl ¢ = 0 legt den Anfangszustand fest. Betrachten wir die Bewegumnese
FluidpartikelsP in einem raumfesten rechtwinkeligen Koordinatensystebh.A: zum Zeit-
punktt = 0 befindet sich” an der StelleX = (X,Y, Z), zum Zeitpunkt > 0 an der Stelle

x = (z,v, z). Die Stromung kann dann durch die Transformation

x = (X, 1) (1)

dargestellt werden. Bleiben Fluidpartikel unterscheidia@s angenommen wird), lasst sich (1)
— unter gewissen zusatzlichen Annahmen uber die Difieeebarkeit vory, ® hinsichtlich
aller Unabhangigen — lokal invertieren:

X = &(x,1). )

(Teilchen-)Bahnlinie

z

Abbildung 1: Mit der Stromung massenfest mitbewegtes KalvblumenV = V (¢): Beran-
dungoV, OberflachenelemeniO, nach aul3en gerichtete Flachen(einheits)normale

Obwohl eine Stromung durch (1) vollstandig beschriebed verweist sich diese Darstellung in
vielen Fallen als nicht zweckmal3ig. Man ist vor allem anKienntnis des Stromungszustandes
an bestimmten Raumpunkten in Abhangigkeit der Zeit irs=igt, beispielsweise am Verhalten
der Massendichte und Stromungsgeschwindigkeit

p=rpxt), v=v(xt), etc. (3)



Die Grol3en der Feldbeschreibung (3) einer Stromung wenmtdeAllgemeinen durch partiel-
le Differentialgleichungen miteinander in Beziehung geséx, t) nennt man dabei Eulersche
Variablen und den Zuganrgulersche (raumfeste) Betrachtungswelse Gegensatz dazu wird
mit den Lagrangeschen Variabl¢X, ¢) die Bewegung einzelner Teilchen verfolgt, entspre-
chend nennt man den Zugahggrangesche (massenfeste) Darstellungrch (1) bzw. (2) ist
jede von(x, t) abhangige GroRe auch als Funktion (@, t) ausdriickbar bzw. umgekehrt.
Seib eine beliebige (skalare, vektorielle oder tensorielldp&eRe; fur die zwei moglichen
Darstellungen schreibt man zur Unterscheidung fur dieabéitung

ab _ db(x,t) Db _ 9b(X.t)

oo ot Dt 0Ot

(4)

Db/Dt wird als substantielle (massenfeste) Zeitableitwog b bezeichnet. Sie misst die zeit-
liche Anderung vorb bei der Verfolgung eines Teilchens)/dt gibt hingegen diAnderung
von b wieder, die ein Beobachter an der festen Steleahrnimmt.

Die Teilchengeschwindigkeitird durch

_DX

- = (5)

vV
definiert, praktisch genugt aber oft die Kenntnis der Eadeen Formv = v(x,t). Der umge-
kehrte Weg, namlich die Bestimmung der Partikelbewegdhpgys dem Geschwindigkeitsfeld
v(x,t), erfordert die Losung des gewdhnlichen Differentialci@ngssystems

Dx

ﬁ = V(Xv t) (6)

unter der Anfangsbedingung0) = X, was im Allgemeinen schwierig ist.

Die Teilchenbeschleunigurgist sinngemal durch := Dv/Dt gegeben, sie kann direkt aus
dem Geschwindigkeitsfelst(x, t) berechnet werden (in Indexschreibweise und Verwendung
der Einsteinschen Summenkonvention):

_ Dv;  Ov;  Ovy % ~ Dv v

BT T TR TR A SR OAR 0

a;

Offensichtlich gilt daher ganz allgemein die Beziehung
Db _ b
Dt Ot
zwischen massenfester und raumfester Zeitableitung iiéy eeliebigen Feldgrolie.

Die Dehnung eines infinitesimalen Volumehs wahrend der Bewegung wird durch die Funk-
tionaldeterminante

+(v-V)b (8)

Or 0w Ov
o ) 0X oYy 07
T, Y,z
s 4y aX

charakterisiert) = (0z;/0X;) = (¢;;) ist dabei die Jacobi-Matrix der Transformation (1). Fur



das Folgende benotigen wir einen Ausdruck fur die masstaZeitableitung vodet J. Dazu
verwenden wir den Laplaceschen Entwicklungssatz fur éie8hnung der Determinante einer
(quadratischen) Matrix

3
det J = cipam, ap=(—1)"det Jy, (10)

k=1

hier im Speziellen fur die Entwicklung nach deten Zeile fur beliebiges, aber festésc

{1,2,3} angeschrieben. Dabei bezeichngndie Elemente der Jacobi-Matrix, «;; die al-
gebraischen Komplemente (Kofaktoren) de¢en Zeile undk-ten Spalte undiet J;;, jene Un-
terdeterminanten (Minoren), die sich jeweils durch Streic deri-ten Zeile undk-ten Spalte
ergeben.

Unter Verwendung der Beziehung

3

Z Cik Oy = 5@'3’ det J (11)
k=1
mit dem Kronecker-Symbol
_J1oi=y
folgt fur die Ableitung der Funktionaldeterminante (v@hcobi-Formel)
J(det
d(det J) = 3" Z et J) dcij , (13)
i %/—/
Oéij
D( det J DCU ov;
Z Z aw Z Z Z ChjQij 8— =detJ oz, 14
%/—/ .
Sps et ] Vv
mit
DCij o B 0%— . 8vi o an 0xk
~—~
Ckj
Wir erhalten das Resultat Didet J
%:detJV~v. (15)

Fur eine Stromung, die keine Volumendehnung erfahlt,[gidet .J) /Dt = 0, man nennt sie
inkompressibel
inkompressible Stromung:V - v = 0. (16)



2 Transporttheorem

SeiV (t) ein mit der Stromung massenfest mitbewegtes Kontroliwan und(x, ¢) eine belie-
bige FeldgroRRe. Dann gilt mit (1) fur die Transformati@nwBereichsintegralen, s. Abb. 1:

/ b(x, £) AV = / BX, ) |det J(X,8)| Ve, V= V(0) = const (17)
dv

Die massenfeste Zeitableitung dieses Ausdrucks ist urievéhdung von (4) und (8) gegeben
durch

/de /( 8ldaetﬂ + ] det J| )dVo /(%+bV-v)|detJ|dVD
Vi

. |detJ\V v ’

:/<%+bv v)dvz/<g[;+v (bv)) v .
v v

Mit Hilfe des Gaul3schen Integralsatzes erhalt man darasRelynoldssche Transporttheorem

(18)

D bdV = @dv—kygb (v-n) dO, (29)
Dt 0 ——
v v oV U,

welches eine kinematische Beziehung unabhangig von deéeleng vonb zum Ausdruck
bringt und eine dreidimensionale Verallgemeinerung debiie-Regel fir das Ableiten von
Parameterintegralen mit variablen Grenzen darstellt. &e(19) setzt sich die massenfeste
zeitliche Anderung des Volumenintegrals Uibleaus der zeitlichenderung vorb integriert
Uber das zum Zeitpunktfestgehaltene Volumewri und dem Strom der FeldgroBe, durch die
geschlossene Oberflach® zusammenu,, bezeichnet die Komponente der Geschwindigkeit
in Richtung der Flachennormalen

Die entsprechende Verallgemeinerung auf einwiik, t) beliebig bewegtes Kontrollvolumen
liefert

dt/bdv —dv+7§b(w-n)d0. (20)
ov
Fur ein raumfestes Volumen fur dasz 0 undV = const qilt, ergibt sich damit in trivialer
Weise die Gleichheit der ersten beiden Terme. Der Zusamamgniwischen massenfest und
beliebig bewegtem Kontrollvolumen ergibt sich aus der &ghz von (19) und (20) zu

Dt de——/de+§l§bv— -ndO, (21)

dabei wird das Zusammenfallen der jeweiligen Kontrollvolna zum Zeitpunkt vorausge-
setzt. Bei der Wahlv = v verschwindet der rechte Term, man erhalt damit gerade eli@iflon
des massenfest mitbewegten Volumens.



3 Grundgleichungen

3.1 Kontinuitatsgleichung

Wird mit p(x, t) > 0 die (Massen-)Dichte bezeichnet, ist die Massan VolumenV gegeben
durch

m = /pdV. (22)
14
DasPrinzip der Massenerhaltunigesagt nun
Dm D
i dV =0. 23
Dt Dt / p (23)
\%4
Mit (18) erhalt man
Dm Dp

und, daV’ beliebig angenommen werden kann, unter Verwendung von (8)

Dp _Op B
ﬁ+pV-V—a+V-(pv)—0. (24)
Bemerkenswert ist folgende Relation, die mit Hilfe des Sporttheorems flir eine beliebige

FeldgroReé angegeben werden kann:

D Db Dp Db
Di pde—/(pﬁvaﬁ+pr-v)dV—‘/pD—th. (25)
1% v ~ v

—pV - v

3.2 Bewegungsgleichung

DasPrinzip der Impulserhaltunautet in integraler Form

Dt .

D
v av i

\%

demnach ist didnderung des Impulses eines massenfesten Volumens gksicbsliltierenden
Kraft, die auf das Volumen wirkt. Sie setzt sich zusammendaus an der Oberflach#®/” wir-
kendenSpannungsvektar;;n; ((c;;) ist dabei deiSpannungstenspreiner auf3eren Kraft pro
Masseneinhei; (hier gleichbedeutend mit der Erdbeschleunigung) und jgreft K;, die ein
gegebenenfalls vorhandener umstromter Korpéf auf die Stromung ausiibt (gleichbedeutend
mit der Haltekraft). Fur die lokale Betrachtung (diffetieie Form) von (26) schlieRen wir den
Bereich fester Korper au¥( = 0) und erhalten unter Verwendung des Transporttheorems (25)
und des Gaul3schen Satzes

D Dy 00 ;;
i pv; dV ‘/p D Vv / <8x]~ +pgz> dv,
1% 1% 1%




Abbildung 2: Beispiel eines raumfesten Kontrollvoluménsur Bestimmung der Haltekraft
K = —R. A ... Auftriebs-,IVV ... Widerstandskraft.

und, daV’ beliebig angenommen werden kann,

P Yi- (27)

Wird, wie Ublich, der Spannungstenget;) in einen Tensofo;) der inneren Reibspannungen
und einen Anteip ¢;;, der vom Druckp herrihrt, aufgespalten,

Oji = O-;'i —poij, (28)
dann lautet die Bewegungsgleichung

Duv; op 80;@'
= . 2

3.3 Leistungsbilanz

Die Leistungsbilanz in integraler Form

D V; Uy B
D_t, ( 5 +e)dV—ﬁgviajinde%—/vipgz-deLL—ygqinidO’ (30)
v v v av

besagt, dass die zeitlictnderung der kinetischen und inneren Energie eines masstenf
Volumens gleich der von Oberflachei{n; dO) und Volumenkraften{g; dV') anV" verrich-
tete Arbeit pro Zeiteinheit sowie der vdd verrichteten mechanischen LeistuAgund der
abgefuhrten Leistung durch den Warmestrg@mt. Konventionsgemal ist dabgi n > 0 falls
q aus dem Volumefy heraus zeigt.
Mit Hilfe des Gaul3schen Satzes erhalt man die differdatigdrm

dq;

D V;U; . 0
'OD_t< B ‘|‘€> —%(Uiajz)+pvzgz_axi (31)

J

Die Anderung der kinetischen Energie (mechanische Leistulaggh erhalt man, indem man
(27) mitv; multipliziert:

D V;U; 8Uji
v (5) =, roms )



Aus der Differenz mit (31) ergibt sich nach der Umformung

De ov;  0g; ov; , Ov;  0g;
P Dt J 81']' al'l p al'l J al'j 0%—
—~—
1 Dp
p Dt

die kontinuumsmechanische Formulierung des ersten Hatzptsder Thermodynamik:

) (De D Dp) , Ov;  0g;

7 or; o

(33)

Wird mit v = 1/p das spezifische Volumen, = e + p/p die spezifische Enthalpie, die
spezifische Entropie urifl die absolute Temperatur eingefiihrt, lasst sich untecBe&ag von

1— BT

dh = ¢, dT" + dp
uber die Gibbssche Fundamentalgleichdag= 7' ds — p dv auch schreiben

de—%dp:de—FPdU:TdS:dh—ldp:deT_ﬂ—po- (34)
p p p

[ 0h _ L1 (0p
o= (), 7= (&), .

wird die spezifische isobare Warmekapazitat und der tisetme Expansionskoeffizient be-
zeichnet. Der erste Hauptsatz wird dann zu

Mit

Ds 0v;
T—=¢-V- ¢ =0 —L.

(36)

Hier bezeichne® die Dissipationsfunktiondie die pro Zeit- und Volumeneinheit durch innere
Reibung irreversibel in Warme dissipierte mechanischergie darstellt.

3.4 Zusammenstellung der Grundgleichungen in differentiber Form
\Voraussetzung fur ihre Verwendung ist déferenzierbarkeider Feldgrofl3en.

. Dp ov;
Massenbilanz: — =0 37

Duv; 0p 80'32

Dt 0%— Oxj

Impulsbilanz: p + 0, (38)



: . De p Dp Ds Dh  Dp DT Dp

39
o a'Ui . aQi ( )
B O-ji 8.Tj 8.7}2 '
D b o b
Massenfeste Zeltableltung.D—t = (v-V) = 5 + Uk o (40)

Um dieses aus den 5 Gleichungen (37)-(39) bestehende gelkepartielle Differentialglei-
chungssystem fur die 6 Unbekanntenv;, p, T' schlieen — und damit losen — zu konnen,
benotigt man nebef) Rand-und Anfangsbedingungesuch(ii) Material- (konstitutive) Glei-
chungenwelches;; undg; mit den Unbekannten in Beziehung setzen, sdjiileeinethermi-

sche Zustandsgleichung= p(p, T') und einekalorische Zustandsgleichurg—= e(p, T') oder
h=h(p,T).



3.5 Bernoulli-Gleichung

Sie ist einer der bekanntesten und fur die ‘Praxis’ wicteg Gleichungen der Stromungsme-
chanik. Fur deren Herleitung gehen wir von der differdrgreForm der Bewegungsgleichung
(38) furinkompressible, reibungsfreie 8mungim Erdschwerefeld aus und integrieren entlang

einer Stromlinie. Mit 9 5 L 9
U; (% P

— , = , 41
ot +U]8xj p8x1+g (41)

und der Definition des Einheitsvektoesin v-Richtung, der Stromlinien-Bogenlange der
Wahl der Erdbeschleunigung in negativgr= y-Richtung sowie den Beziehungen

v 0
, e-v=|v|=uv(st), e V=—, g=-—
vI = ols.1) =

dy B
950 gl=9 (42)

Abbildung 3: Zustandsanderung entlang einer Stromlinie.

ergibt die Projektion der Bewegungsgleichung auf die Shrien(Bildung des Skalarproduktes
von (41) mite)
ov ov 10p 8y

o " Vos T “p0s Jos
unter Verwendung von

oo 00,04 D e 1y 20,05
“or T 9ot _\6’1,-/6’ ot Ve w\t T Ty T

Integration entlang der Stromlinie ergibt ddernoulli-Gleichung

821 P
ds + 22
a0t L

p
2+gy2 —+ 1+gy1, (43)
p 2 p

31

welche eine Beziehung zwischen den Geschwindigkeitabetri(s,¢) und Driuckenp(s,t)
an verschiedenen Stellem-und-derselbeStromlinie in Abhangigkeit der Zeit herstellt. Eine
ubliche Erweiterung besteht in der Beruicksichtigung Boackverlusten (z.B. durch Reibung)
in Form sog(-Werte, siehe hierzu [7] und [4].



Anwendungsbeispiekrimmerstr dmung

Gegeben sei eineibungsfreie, statioire inkompressibl&tromung It. Abb. 4 mit den Quer-
schnittsflachem; und A,, dem Umlenkwinkek, der Geschwindigkeit;, dem Umgebungs-
druck p, und der Fluiddichte. Gesucht sind die Strahlaustrittsgeschwindigkgitder Druck
p1 und die HaltekraflK des Krimmers in der Flanschverbindung.

Abbildung 4: Umlenkung eines Fluidstrahles.

Furraumfesgewahlte Kontrollvolumind” = (V;, 14) folgt aus dem Transporttheorem (21) fur
stationare Stromung

D d
D bdV = a‘/de +§£b(v— w _)-ndO.
1% v oV 0 (raumfest)
—_———

0 (stationar)

Zur Bestimmung von, verwenden wir die Massenbilanz

D
D pdeOzygpv-ndO. (44)
1% k1% Un
Mit
<Cosa> (Cosa)
Vi =101€,, 1 = —€,, V3 =1 . , g = .
sin o sin o

ergibt sich nur an der Ein- und Austrittsflache des Krinswn nichtverschwindendes:
Up1 = V111 = —V1, Up2="2.
Die Auswertung des Oberflachenintegrals in (44) ergibt

p(—Ul)Al + pUgAg =0.

10



Offensichtlich ist fur jeden Krummerquerschnitt ddassenstromi := pvA = const und, da
p = const, auch deMolumenstronV := v A = const. Wir erhalten

Zur Bestimmung vom,; wenden wir die Bernoulli-Gleichung (43) fur stationated@ung auf
eine Stromlinie zwischen Ein- und Austrittsquerschnituad vernachlassigen die hydrostati-
sche Hohendiffereng, — y; (im Freistrahl herrscht UmgebungsdryeR:

v’ P pv? (A2
Dyl —consts p—pt G-t =+ B (1),

Die HaltekraftK ermitteln wir unter Vernachlassigung der Gewichtskraifih \Kriummer und
Fluid aus der Impulsbilanz (26) fir;

D
pv;dV = %pvzvn dO = %Uﬂ n; dO + /pgi dV +K;.
Dt ~—

Vi oy oy —pn; Vi
——

) vernachl.
Mit

A2
§l§ pvu, dO = pvi(—vy) AL + pvavg Ay = —pv?Aie, + pv? A—l (cosae, +sinaey),
2

vy
%pn dO =pimi Ay +ps /n dO = pini Ay + ps 7§ ndO —pom A, =
8\/1 8V1—A1 aVl
———
2 2
B _opvi [(Af
= (p1 — p2)Ain; = Ty <P — 1) Ae,
erhalt man

pv? A? Ay ,
K=-— 1A1 [( Aé) —2A—2(cosaex+smaey)

Fur das Kontrollvolumens, entlang der Krimmerinnenwand wilkkine Haltekraft freige-

schnitten, es ergibt sich fur die resultierende Kiaftwelche vom Fluid auf die Krimmerwand
ausgeubt wird

55 pvu, dO = wie oben

Vs
%pndO = /pndO +pin Ay + pans As
Vs Mantel fl.
R

2
R = pvidie, — pv? =1 1 L(cosae, +sinae,) +p1Aie, — pyAs(cosae, +sinae,)
2

=-K+ py[Aie, — As(cosae, +sinae,)].

11



4 Kinematik der Deformation

Wir zerlegen derGeschwindigkeitsgradientéfv; /0x;) in einensymmetrischeand antisym-
metrischer(schiefsymmetrischen) Tens@D;;) und (£2;;):

v,
ox;

. L 1 8’02‘ an . L 1 8Uj 81%
DZJ N DJZ o 2 (837] + 81’2) ’ QZ] N Qﬂ o 2 (8372 833']) ’

und fragen nach deren jeweiliger Bedeutung. &ekein Bogenelement der Teilchenbahn (1),
dann ist

ng + sz )
(45)

D 8.’1:2 8/Ui avz

py (47 = (aX X ) ax, 4 = g da

D 9 D ov; B ov; ov v

Di (dx*) = Di (dx; dz;) = 2dx; — o, de; = dw; — o, dz; + dx; 2, dz; (46)

Indizes vert.

ov;  Ov
= dz; (ax] 0;2) dz; = 2dx; D;;d; .

Demnach is{D;;) ein MaR fir die Dehnung vodz? bei der Fluidbewegung und wird daher
Deformationsrateneder Verformungsgeschwindigkeitstengmnannt. Einestarre Bewegung
ist durchdz = const gekennzeichnet; eine notwendige und hinreichende Bedméjir mo-
mentan und lokal starre Bewegung ist folglich;;) = 0. Falls (D,;) = 0 uberall im Fluid
gilt, handelt es sich im Allgemeinen um eine aus Rotatiom@@lgeschwindigkeith = const,
Radiusvektor) und Translationy, = const) zusammengesetzte Starrkorperbewegung

v:dbxr+vo. (47)

Folgende Aussagen sind gleichwert{g: (D;;) ist symmetrisch(ii) (D,;) ist diagonalahnlich
(diagonalisierbar), d.h. es existiert eine orthogonalériMa (O7 = O~1), mit der gilt

A0 0
A=0TDO = 0 X 0 |,
0 0 As

dabei sind die Eigenwertg;(x,t) € R, i = 1,2,3 von D die Hauptdehnungen und die zu-
geharigen Eigenvektoren die Hauptachsen der Dehnung.
Die lokale Winkelgeschwindigkeib(x,t) einer allgemeinen Fluidbewegung erweist sich als

dualer Vektor zu(2;;),
1

éi = 5 Eijk ij ) (48)
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dabei bezeichnet;;;, den Levi—Civita Permutations-Tensor

1, eine ungerade ... (49)

1, wenn(i,j, k) eine gerade ...
Cijk = § —
0, keine Permutation vofl, 2, 3) ist.

Uberschiebung von (48) mit;,,, ergibt

. 1 1
Eilm i = = Eilm Eijk ij = 5

1
5 (010mk — OikOmy) 25 = §<le — ) = Q.

Die Verwendung der Definition vof2;;, in (48) fuhrt auf

. 1 1 1 /0v, Ov; 1 vy, ov;
b = 5 Eijk 25k = 5 Eijr ( —J) = (@jk% - 5ijka7j )

2 2 2 8—1’] B oxy, 4 y f
1 Ov 1 w; Eikj O —5z'jk%
:igij’“a_xiziwx")’:f’ O O;
hier wird mitw(x, t) die Wirbelstirke
w:=Vxv (50)

eingefuhrt. Giltw = 0 (d.h. auch({2;;) = 0) lokal oder auch in einem bestimmten Bereich,
dann ist dort die Fluidbewegung eine reine Dehnung, sie dretiungsfrebezeichnet. In die-
sem Fall laf3t sich das Stromungsfeld durch@aschwindigkeitspotentidi(x, ¢) beschreiben,

w=0: v=Vo, (51)

daV x V& = 0 gilt. Ist w # 0, dann heil3t die Stromundrehungsbehaftesinngemal’ wird
(£2;;) Rotationsratentensa@enannt.

dv
v+ dv

X 4+ dx

Abbildung 5: Instantane, lokale Betrachtung einer allgievee Fluidbewegung.

Betrachten wir eine allgemeine Fluidbewegung in der Umgglrines festen Raumpunktes
zum festen Zeitpunkt, Abb. 5; es gilt die Entwicklung

U (X + dX, t) ~ U (X, t) + de (X, t) + O(d.TQ) =; (X, t) + d.CL’Z a,Uj + O(d.TQ)
OL; |y (52)

= v;(x,t) + dz; Dij|x’t + dz; “Qij|x,t + O(dl’z) .
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Mit
dflﬁ'i Qij = Ekij dl’l ¢kz = —&jik dflﬁ'i Qbk = —(dX X ¢)] = (5 X dX) .
J
wird
+O(dz?). (53)

x,t

'Uj(X + dX, t) ~ ’U]'(X7 t) + dflﬁ'i Dij|x,t + <; X dX)j
— ~—
(i) (ii)

(iii)

Demnach setzt sich — lokal und instantan betrachtet — djerakine, kontinuierliche Bewegung
eines Fluides aus ein@&ranslation (i) einerDehnung (ii)bezuglich der Hauptachsen von; ;)
und einerStarrkorperrotation (iii) dieser Achsen mit der Winkelgeschwindigkeit = w/2
zusammen. Aus dieser nach Euler, Cauchy und Stokes benaterlegung wird klar, dass vis-
kose Spannungen in einem Stromungsfeld, ausgedruckh dién Reibspannungstengof;),
ausschlieBliclvon (D;;) # 0 verursacht werden konnen.

5 Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik

Die zeitliche Anderung der Entropie bei der Verfolgung eines Fluidpattikwird durch die
Leistungsbilanz (36) beschrieben,

Ds &-V-.q

ov;
I b= ¢
Dy T

=0
Ji g
Oz,

dabei ist(® — Vq)/T die Anderung der Entropie des Teilchens durch Dissipation veahani-
scher Energie und Warmeleitung. Wird obige Gleichung @nemit der Stromung massenfest
mitbewegtes Volumen integriert, ergibt sich unter Verwamgldes Transporttheorems (25) und
des Gaul3schen Integralsatzes

Ds D P V-q
\% 14

v VT
a\ . q-
V'(f)+T2 (54)
B ¢ q-VT q-n
ﬁ/(f . )dV ‘7§—T 40 .
1% oV

Betrachten wir weiters den zweiten Hauptsatz der ThermaaykdsS = psdV > d'Q/T in
der Formulierung von Clausius—Duhem: fur ein massergdasbatrollvolumen gilt die Unglei-
chung

%‘ psdv>—§1§LTndo. (55)

% ov

Danach kann die Entropie in einem Systénmit adiabatischen Zustandsanderungen (dabei ist
das System thermisch isoliert, d.h. es erfolgt kein Wammtzaisch mit der Umgeburg) = 0
bzw.q - n = 0 durch die Systemgrenz#/) nur zunehmen (bei irreversiblen Prozessen) bzw.
hochstens gleich bleiben (bei reversiblen Vorgangeey. \&ergleich von (54) und (55) liefert

14



die Entropieproduktiorr
.9 q-VT
po = T T2
Hinreichend fur die Erfullung dieser Beziehung sind affehtlich

>0. (56)

»>0, q-VI'<O0, (57)

welche die Erfahrung widerspiegeln, dggsdurch innere Reibung mechanische Energie irre-
versibel in thermische Energie dissipiert wird uiigl der Warmestromvektaq immer in die
Richtung vom hoheren zum niedrigeren Temperaturnivemi.ze

Nach einem Grundpostulat der Thermodynamik irreversiBlerzesse bestehdimeare Zu-
sammenhange (phanomenologische Gesetze) zwischernvel@aigemeinerten) Kraften und
Flussen. Anders ausgedrickt: ein aus dem thermodynheriséleichgewicht (schwach!) aus-
gelenktes System fallt mit einer dem Abstand zum Gleichgaproportionalen Rate in den
Gleichgewichtszustand zuriick.

Im vorliegenden Fall gilt entsprechend

(0%;) . . (Dy)
Fluss = lineare Funktion der Kra , (58)
q vT

die Zusammenhange werden Cauchy—Poissonsches Vetkesitid Fouriersches Warmelei-
tungsgesetz genannt.

6 Navier—Stokes Gleichungen

Die Aufstellung der Gleichungen erfolgt hier Uber eimeim kontinuumsmechanischgngang,
vollig unabhangig von der molekularen Natur des Fluids alternativer Ausgangspunkt ware
die Boltzmann-Gleichung (Chapman—Enskog-Entwicklung).

Ziel ist zunachst das Auffinden konstitutiver Gleichungénden Spannungstensgr;;) und
den Warmestrom.

Ein perfektes Fluidst gekennzeichnet durch

az-j:—péij, O'/EO (59)
Fur ein viskosesStokessches Fluidrdern wir die Gultigkeit von (Stokessche Postulate):

(i) (o4;) isteine stetige Funktion vofD;;), unabhangig von anderen kinematischen Grofien,
(i) (oi;) hangt nicht explizit von der raumlichen Positigrrab (raumliche Homogenitat),
(iii) es existiert keine ausgezeichnete Richtung im Raum (Isigyo
(iv) falls (D;;) = 0, dann gelter;; = —p ;.
Die mathematischB&bersetzung vofi) und(ii) ist

o= f(D),
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(i) druckt sich durch
OcO™' = f(ODO™)

fur alle orthogonalen Transformationsmatrizeaus. Der Vollstandigkeit halber sollte erwahnt
werden, dass im Allgemeinen auch vom thermodynamischen Zustandd 7" abhangt.

Es lasst sich zeigen (Satz von Rivlin—Ericksen, hier oheeds), das$i)-(iv) auf die nichtli-
neare (quadratische) Relation

0ij = a0y + B Dij + v Dy Dy (60)

fuhrt, wobei die drei unabhangigen Grolken= a(ly, Is, I3), 5 = ... etc. skalare Funktionen
der Hauptinvariantet, I, und 3 von D sind. Die Hauptinvarianten sind die Koeffizienten des
charakteristischen Polynoms

pp(A) =det(Al = D) =X — L N>+ LA —13=0
fur die Eigenwerte\;, A, und A3 von D. Es gilt
Ii=spD=D; =V -v=XA+ X+ A3,
Iy, = % [(sp D)?* —sp D?] = M Ay + M Az + Aods,
Is =det D = A\ A5

Erheben wir die zusatzliche Forderung (58) eileearen Abhangigkeito = f(D), erhalten
wir (0.B.) die Materialgleichung fur eiNlewtonsches Fluid

al-j:aji:(—p—i—/fLV-v)(Sij—i—QuDij, (61)

welches als Cauchy—Poissonsches Gesetz bezeichnet wérdeidleibenden zwei unabhangi-
gen Materialparameter werd&flumenviskositt (zweite Zhigkeit) ii(p, T') und dynamische
Viskositit (Scherviskosit) i.(p, T') genannt und sind, wie vorher angedeutet, Funktionen des
thermodynamischen Zustandes. Bei inkompressibler $m@grv - v = 0 reduziert sich die
Abhangigkeit aufu = u(T).

Die Auswertung der Spur des Spannungstensors

spo =0y =(—p+aV-v) +2uV-v==3p+ Bp+2u)V-v (62)

5ii
~—
3

legt die Definition einesnittleren Drucke® nahe,

ﬁz—%zp—uBV-v, MB:N+§H> (63)
die GroRReu g nennt marKompressionstigkeit Bei kompressibler Stromung isderthermo-
dynamischéruck im Gegensatz zu den Verhaltnissen bei inkompremsitromung: dort ist
p keinethermodynamische Variable sondern muf3 fur viskose Fleide— unter Beriicksichti-
gung des Stokesschen Postulgies— definiert werden: man wahlt der Einfachheit halber in
(60)a = —p = 04;/3.

Gleichheit vonp und p erhalt man be(i) inkompressibler Stromuny - v = 0 oder der(ii)
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Stokesschen Hypothegg; = 0, welche sich nur fur einatomige Gase als gultig erweigt. F
mehratomige Gase gilt im Allgemeineiy > 0.
Fur Newtonsche Fluide, auf die wir uns im weiteren bestkea wollen, ist der Reibspan-
nungstensor wegen (61) und (28) durch

O-z{j :O';-Z- :ﬂVV5ZJ+2MDw (64)
gegeben. Die Kombination der Impulsbilanz (29) mit (64)lgrdie Navier—Stokesschen Bewe-
gungsgleichungefiir kompressible Stromung

Du; o 8]? o 0
PDr = " og i Oz (Vv + O 21 Dy) + P5i- (©)

Fur ein perfektes Fluid (59) erhalt man dteler-Gleichungen

Du; dp
- 66
P i o, +pg (66)

und fur die oft anzutreffende Spezialisierung auf ein mkoessibles Newtonsches Fluid mit
konstanten Stoffwerten, 1 = const die Navier—Stokesschen Gleichungen in der Form

Du; 1 dp d%v;
= —— + v
Dt p Ox; Ox;0x;

Dabei wurde di&kinematische @higkeitr = 1./ p eingefuhrt.
Wegen der nichtlinearen Konvektionstermeélv, /0x; lassen sich die Navier—Stokesschen Glei-
chungen nur fur wenige, spezielle Falle analytischidséeist ist man auf numerische und/oder
storungstheoretische Losungsmethoden angewieseNi€hdinearitat macht die Analyse des
Losungsverhaltens insbesondere auch mathematisclesetart, beispielsweise ist bis heute
nicht geklart, ob glatte, beschrankte Anfangsdaten itrevandeterk? fur jeden spateren Zeit-
punkt beschranktes Losungsverhalten nach sich ziehen aa die durch (67) beschriebene
Evolution Singularitaten der Feldgrof3en nach endlictest zulasst (finite time blow-up, siehe:
Millenium Problems of the Clay Mathematics Institute,p: / / ww. cl aymat h. or g/ i I I enni unt ).
Wendet man den Rotationsoperatoy; 0/0x, auf Gleichung (67) an und berucksichtigt die
Vektoridentitaten

V-V

(V~V)VIV<T>—VX(VXV), VxVp=0,

dann erhalt man mit der Wirbelstarke= V x v die Wirbeltransportgleichung

%—L::(w-V)VjLVAw. (68)
In dieser Gleichung scheint nur mehr das Geschwindigledttsf auf, der Druck wurde elimi-
niert. Der erste Term auf der rechten Gleichungsseite beididie Wirbelstreckung, welche
fur ebene Stromung wegen- V = 0 verschwindet (die Wirbeltransportgleichung hat dann die
Form einer Konvektions-Diffusionsgleichung), der zwditegm ist die Wirbeldissipation.
DasFouriersche Virmeleitungsgesetz

q=-\VT (69)
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stellt einen linearen phanomenologischen Zusammenhaisglzen Warmestrom und Tempe-
raturgradienten her, aus (57) folgt fur darmeleitBhigkeit\(p, 7') > 0. Zusammen mit dem
Reibspannungstensor (64) erhalt man mit (39) die Leisthitanz fur Newtonsche Fluide

Ds Dh  Dp
(B Jebr) =P Bi = e by = A 7o)

wobei die Dissipationsfunktion (36) mit (45), (57) untera@8atung der Symmetrien varj,
D;; und(;; durch

v, -
;j 8xji = Ugj Dij = (V- v)? +2u D;;D;i; = 0 (72)

b —

gegeben ist, woraus man weiters auf (0.B.)

2

p=0, ﬂ+§M:MB>0 (72)
schlieBen kann. Bemerkenswert ist die quadratische Appkeit der Dissipationsfunktion
vom Geschwindigkeitsgradienten (welche im Materialge$€0) vernachlassigt wurde), d.h.
Stromungsverluste sind in vielen Fallen klein und damitihrender Ordnung oft vernachlassig-
bar.
An festen, undurchlassigen Berandungen eines Stronfeldgs wird Ublicherweise dielaft-
bedingung

v—v,=0 (73)

vorgeschriebeny,, bezeichnet dabei die Geschwindigkeit der Berandung. DitbEldingung
ladt sich nicht streng ableiten, sie gilt erfahrungsgéméi mittleren Driicken und relativ ge-
ringen Tangentialflachenspannungen. Bei niedrigen Entigst das Vorschreiben ein&ieit-
bedingung

(Vv—=vy) n=0, (v—vy) - t#0, n-t=0 (74)

angemessener (z.B. Wiedereintritt von Flugkorpern irkddgatmosphare). Sei mit(x, ) = 0
die freie Oberflache eines Fluids beschrieben (z.B. zudi®tuder Wellenbewegung auf einer
Wasseroberflache). Dann ist die Normalgeschwindigkegeli Oberflache durch

OF /ot
[VE|

gegeben. Andererseits gilt fur die Normalkomponente demsungsgeschwindigkeit dort
0 v -VF
- VR
was auf diekinematische Ver#glichkeitsbedingung

DF OF

- _ 2z .VF = 7

D1 5 +v-V 0 (75)
fuhrt. Sie bringt zum Ausdruck, dass die freie Oberflachener aus den selben Fluidteilchen
besteht. Weiters sind an ausgezeichneten Stellen des@igsfeldes im Allgemeinetynami-

sche Vertaglichkeitsbedingungezu erfillen, siehe Kap. 8.
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7 Wirbelsatze

EineWirbellinieist eine Kurve, die in jedem Punkt tangentiakzu= V x v ist. EinWirbelfaden
ist eine Rohre, die aus Wirbellinien gebildet wird. Genfdsb. 6 gilt unter Verwendung des
Satzes von Schwarz (Vertauschbarkeit der Differentiat@ihenfolge)

Ow;
glgwmde /‘”dv /%’“aa dv =0

Uk
i =0
Ik B0
:/winid0+/winid0+/wmid0,
~—
Aq As M 0

fur eine beliebige Querschittsflachedes Wirbelfadens daher

/wmi dO = const . (76)
A
Nach diesermi. Wirbelsatz von Helmholist der Flul3 der Wirbelstarke entlang eines Wirbel-

fadens konstant, was zur Folge hat, dass der Wirbelfadevedst geschlossen sein muf3 (z.B.
Rauchring) oder an einer Grenzflache enden muf} (z.B. Tojnad

Abbildung 6: Bezeichnungen am Wirbelfaden: QuerschrittéiénA,, A,, Mantelflache)M/,
Gesamtoberflach@ = A, + A, + M.

Die Zirkulation einer geschlossenen Kur¢gist durch

c S S

definiert und kann tiber den Stokeschen Integralsatz in léhder Wirbelstarke durch die von
C begrenzte Flachg ausgedrickt werden, Abb. 6. Folglich nimmt die Zirkulatidr jede be-
liebige geschlossene Kurve, die einen Wirbelfaden umsBhlden selben Wert ail,= const
(2. Helmholtzscher Wirbelsatzl)iegt die KurveC' auf der Manteloberflaché/, istT' = 0
(w_Ln).
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Fur die massenfeste Zeitableitung der Zirkulation einessenfesten Kurv€'(¢) mit der An-
fangsbedingung’(t = 0) = C} gilt unter Beachtung von (1) und der Verwendung der Impuls-
bilanz (29) fur ein perfektes Fluid{; = 0)

C

Co CO
ViU; DUZ' . 1 3p
_%d( 5 >+§£—Dt dz; = — §l§p8 dz; + §£gid$i-
C C —
— dp/p e
0 0 (kons. Kraftfeld)

Mit Hilfe der Entropiedefinition (34)7'ds = dh — dp/p, ergibt sich defThomsonsche Satz
(Kelvinsches Zirkulations-Theorem)

DF 75 Tds— 55 dh . (78)

0 (thermodyn. Potential)

Demnach bleibt die Zirkulation einer massenfesten Kurveiier reibungslosen, isentropen
Stromung konstant (Erhaltung der Zirkulation, z.B. Amfainbel eines Tragflugels).

Zur Bestimmung eines Zusammenhanges zwischen Wirbledstannd Entropiegradient gehen
wir von der Leistungsbilanz (31) fur ein perfektes FluichelWarmeleitung und Schwerkraft-
einflu3,o;; = 0, g; = 0, ¢; = 0, aus und verwenden die Massenbilanz (24):

o () =i = g =R B2
Unter Verwendung voh = e + p/p erhalt man daraus
Bt om0 | m e () =% @
Dh/Dt
fur stationare Stromungen gilt daher
b <h n W’) —0 = h+ 2% _ 0= const (80)
Dt 2 2

entlang einer Stromlinie (vergl. Energiesatz fur Strosefa (160)). Falls fur alle Stromlinien
die spezifische Ruheenthalpie den gleichen \West h, hat, spricht man vorsoenergetischer
Stromung. Mit der Umformung
D'UZ‘ . 8vi an . 8vi 0vj an 0vj
Dt ot Uor, ot o Yan TV <a_xj_axi>
—— —_——
9 <%> 2Q; = ek (V X V)i




wird unter Verwendung der Impulsbilanz (29) und der Entedgffinition7 ds = dh — dp/p
1 0p o 0s B oh

— Cijk Vj W = —— =
) IR p Ox; Ox; Ox;’

Dv;  Ov; 0 (%
Dt Ot Ox; \ 2

beziehungsweise

ov; 0 ViV ., 0Os
ot | o, (’”7) —(vxw)i=To.

Fur eine stationare, isoenergetische Stromung entgitt daraus de@roccoschen Wirbelsatz

wxv=TVs. (81)

Die Folgerungen sindi) jede anisentrope, isoenergetische, stationare Strgnstidrehungs-
behaftetii) jede drehungsfreie, isoenergetische, stationare simgnst isentrop(iii) ebene,
isentrope, isoenergetische, stationare Stromung étwhgsfrei¢ Lv, d.h. fallsVs = 0 <
w = 0); dreidimensionale Stromung nits = 0 ist drehungsbehaftet, falls || v (Beltrami-
Stromung, z.B. Rohrstromung mit axialem Wirbel).

8 Sprungbedingungen

Da die Differenzierbarkeit der Feldgro3en hier voraussagsgemal nicht gegeben ist, ver-
wenden wir die Erhaltungssatze in integraler Form. Mitfédldes Transporttheorems (21) fur
ein mit der Geschwindigkeit beliebig bewegtes Kontrollvolumen

d

< de——/de %b(v—w).ndO

1% ov

und der allgemeinen Form eines Erhaltungssatzes

d—/pgb /p@dv+§l§2d0—§l§9¢d0 (82)
1% v v
ergeben sich mit der Definition der Massenstromdichte
0:=p(v—w)-n (83)

die Zuordnungen

Dichtep¢ | Kraft p¥ FlussX
Massenbilanz (23) p 0 0
Impulsbilanz (26) pU; PYi oin;
Leistungsbilanz (30) p (e + ””2”" pvigi | vioyn, — qaing
2. Hauptsatz (55) ps 0 —q’;i
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S(x,t) ... Sprungflache

Abbildung 7: Bezeichnungen fir die Ableitung der Sprurdjbgungen.

Nach Abb. 7 gilt fur das mit der Sprungflacti¥x,¢) und der Geschwindigkeiv - n
—0S/0t/|V S| mitbewegte Kontrollvolume®

V=Vi+V,, 0V=0+0,, (84)

und fur die Einzelvolumina nach (82)

4 pgde:/p\I/dV—i- 75 2do — 55 06dO,

dt
\% i 01451 01+51

4 pgde:/p\IldV—l— 75 2do — 55 06dO.

dt
Va Va O2+5S2 O2+S52

Die Summe obiger Gleichungen liefert

%/pgbd\/: /p\pdv+§1§2d0—§1§9¢do
v 1% Bi% oV

+/Ed0+/2d0—/9¢d0—/9¢d0,
Sl S2

S1 Sa
wegenn; = —n, = n weiters

/(21 - 22) dO - /(‘91(?1 - 92¢2) dO - 0 .
S1

S1

Mit der Definition desSprunge=iner beliebigen Feldgrol3e

{b]‘: bg—bl

/{2}d0:/{9¢}d0

S1

(85)

kann man
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schreiben. Da diese Beziehung fur jedes beliebige Teitstier Sprungflaché gilt, ergibt sich
{Xt=1061. (86)

Diesedynamische Ver#iglichkeitsbedingun¢sprungbeziehung, Kotchinesches Theorem) wird
dazu bendtigt, die Losungen der Differentialgleichumgeden Teilgebieten 1 und 2 vor und
nach der Sprungflache zu einer mit den physikalischen Gmimzipien vertraglichen Gesamt-
[6sung zusammensetzen zu kdnnen.
Die Auswertung von (86) fur die Massenbilanz liefert Sjkéit der Massenstromdichégiber
die Sprungstelle

f01=0. (87)

Fur die Impulsbilanz erhalt man unter Beruicksichtiguley Stetigkeit vor¢ und n sowie der
Aufspaltungo;; = —pd;; + o;;

foijtn; = —iptni+tojtn; =t0vit =0fuit, (88)

fur die Leistungsbilanz ergibt sich

/ VU4
{Uiaijnj_Qini]’:_{Uip}ni+{viaij}nj_{Qi}ni:9{6+ 5 b (89)
Die Auswertung fur den 2. Hauptsatz fuhrt auf
0fs}>—fLip,. (90)

T

Im Folgenden werden zwei wichtige Beispiele von Unstetitgki&chen besprochen.

8.1 Kontaktunstetigkeit

Andere Bezeichnungen sind Mediengrenze, Gleitflacheppm-Unstetigkeitsflache, Wirbel-
flache, Tangentiale Unstetigkeit. Das wesentliche Metkstaverschwindender Massenstrom
durch die Grenzflache und unterschiedliche Dichte aufdrefskeiten der Unstetigkeitsflache

=0, {p}t#0. (91)

Aus der Definition der Massenstromdichte (83) und der Stetigler Ausbreitungsgeschwin-
digkeit der Unstetigkeitsflachiew; } = 0 folgt die Stetigkeit der Normalkomponente der Ge-
schwindigkeit

mit der Impulsbilanz weiters die Stetigkeit des Spannualgrs

toitn; =0, (93)
mit der Leistungsbilanz
Uz‘j”j{”i]‘ = {Qi]’niv (94)
und aus dem 2. Hauptsatz
(230> 0 (95)



fur beliebigef s 1. Ist die Kontaktunstetigkeit eine feste Wand, an der Haftbgungv = v,, =
w gilt, folgt damit aus (94) die Stetigkeit der Normalkomoteedes Warmestromvektors

tgitni=0, (96)
mit (95) und (100) ergibt sich
q:'n (T1 — TQ) 2 T1T2 > 0, (97)

die bekannte Tatsache, dass der Warmestromvektor voarédiaum niedrigeren Temperatur-
niveau zeigt. Fur eine adiabate (warmeisolierte) Wangaolevindet die Normalkomponente
des Warmestromvektors

q-n=0. (98)
8.2 StolRunstetigkeit
Hier ist
040, {pt#0. (99)
Unter Verwendung der Beziehung
by + by
fabh = {a}tbb+ {bHa}, {0} i= 2 (100)
erhalt man aus (83), (87)
101 =0={pttvi —witn; +{pt{vi —wi} ny, (101)

und wegerfw; } =0
trt _ tvifni
{r} {vi —witn;’
d.h. nichtverschwindenden Geschwindigkeitsspriung # 0. Aus der Definition vord folgt

0 1
{;}Z{%}MZH;},

und aus der Impulsbilanz durch Multiplikation nif

foiitnmn =0fviin; = 92{%}.
An der Sprungstelle werden Geschwindigkeits- und, wie whefn werden, auch Tempera-
turgradient unendlich, dort erwartet man daher nicht zinaehlassigende Dissipation und
Warmeleitung. Fur das Folgende betrachten wir trotzdeamStromung eineseibungsfreien
Fluids ohne Warmeleitung d.h.o;; = —pd;;, ¢; = 0, und verschieben die Untersuchung der
dissipativen Sto3struktur auf spater, siehe Kap. 13.
Mit v = 1/p erhalt marg?{1/pt = 6?f{v} = —fp} oder

92:—%:tana>0, (102)
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die Gleichung dedynamischen (StoR3-) Adiabatesiehe Abb. 8.

p A StoRRadiabate
p2 T — )
Rayleigh-Gerade
b1 |

V9 U1 v=1/p

Abbildung 8: StoR3adiabate; diRayleigh-Gerad&erbindet Zustande vor und nach dem Stol3.

Danach ist

(103)

pa < pp ... Verdinnungsstol3.

Uy < Vg p2 >p1 ... Verdichtungsstol3
—
V2 > Uq

Die Spezialisierung der Leistungsbilanz (89) ergibt

- 0[1/p} (Def.0)

Oleb+01= = —fupbni, — Oleb+0{udtul = —{u)fpin ~{p} fuin,
—0tvit (1B)
d.h. .
tet=—pkiot=—{ritot, (104)

alternativ mite = h — p/p auch

{h}={%}{p}={v}{p}- (105)

Aus der Spezialisierung der Impulsbilarz p}n; = 6fv;} ergibt sich durch Multiplikation
mit dem Tangentialvektor auf der Stof3fladhe

—trt ity = Otuitt = fulti=0 (106)
0

die Stetigkeit der Tangentialkomponenten der Geschwiitign.
Gleichungen (101), (102), (104), (105) und (106) sindRlamkine—Hugoniotschen StoR3bezie-
hungenfur ein allgemeines Fluid. Das Auswahlkriterium fiwlassigeStoRRe wird durch den 2.
Hauptsatz (90) bereitgestellt,

fs1>0, (107)

wonach die Entropie Uber einen Stol3 hinweg nur zunehmem. i2ie Entropiezunahme wird
durch Reibungs- und Warmeleitungseffekte an der Spretigstewirkt, bei komplexeren Pro-
blemen (Realgasverhalten) kann zusatzlich der Nachwmas die Existenz des damit verbun-
denen stetigen Stol3profils — neben der Erfullung der Sté&mengen und des 2. Hauptsatzes
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— erforderlich sein.

Betrachten wir deiGrenzfall verschwindender StoBstef pt, f v} — 0, nach (102) wird
i

2
lim #* = lim <p(vi — wl)n2> = p’c? .= — lim tp = o = _9p Op = p2@.
tpt—0 tpt—0 tpt—o0 v} v dp Ov dp
2
—p

In diesem Limit verschwinden auch Dissipation und Warntetg im ‘Sto3profil’, nach dem
1. Hauptsatz (36) ist die Zustandsanderisentrop Ds/Dt = 0, s = const. Damit definiert
man dieSchallgeschwindigkeitdurch

_ [{9p
= (5). —

sie ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit eines StoReschanndender Starke (= Schallwelle)
relativzum stromenden Fluid. Mit Hilfe der Rechenregeln fur jgdie Ableitungen erhalt man
die praktische Form

o (Z) - 2es_ S AED) AL _ (0 (109)
op), 9p,s)  O(T,p) AT,p) I(s,p) o)y’
~—— ~——
e/ T T/c,
wobei mit 5 5
(9 —7(2 =2
cp.—T<aT)p, Cy T(0T>v, K cv/l (110)

die spezifischen Wmekapazitenbei konstantenp (isobar) bzw. v (isochol) und x derlsen-
tropenkoeffiziengingefuhrt werden.
Beispielsweise ist fur eideales Gasnit der thermischen Zustandsgleichyng p(p, T)

p=pRT = c:\/mam%, (111)

bei einer Temperatur vofii = 293 K ergibt sich fur Luft mitx ~ 1.4, ¢, ~ 1005 J/(kg K) und
der spezifischen Gaskonstanter- 287 J/(kg K) ein Wert vonc ~ 343 m/s.

In vielen praktischen Anwendungen hat man essciitwacherstol3unstetigkeiten zu tun. Dabei
bietet sich eine Reihenentwicklung der Sto3beziehungekidéine Spriinge der FeldgroRen an.
Ausgehend von der kanonischen Form der Zustandsgleicliuagef spezifische innere Energie
ergibt sich unter Beachtung von

de Oe
e=e(s,v) = de= <%>vds+(%)st:Tds—pdv (112)
T —-D
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die Taylor-Reihenentwicklung an der StoR3seite 1}fil/s;, fv}/v; < 1 zu

tey~ (52)._tsb+ Ot gsttop

. <§_)H+% (%){H% (%)SJMMOGUW

Fur einelsentrope (reversible Adiabaté&n p, v-Diagrammp = p(v,s = const) erhalt man

entsprechend )
b~ (50) tobey (G) v oo,

Unter Verwendung der Identitdtp } = fp1}/2 + p, ergibt sich mit obigen Entwicklungen aus
der Stol3beziehung (104)

fep=—{p}o}
Ty} pifol - (a—p) -5 (55) tor o)

1

2

o~ (o
p1 N

7t }~—1—12 (5) ter+otor)

folgt. Mit der Definition dergasdynamischen Fundamentalableitdﬁg

v (O%p p [ Oc
23 (%); e (a—p); (H13)

welche ein Mal} fur di&riummungder Isentropen inp, v-Diagramm ist, erhalt man mit (107)
fur den Entropiesprung eines schwachen Stol3eBelieesche Beziehung

Titst  Iitv F

2 3
ci 6 vy

-1( 2]3)871{v}3+0({v}4>,

woraus

+O0(¢vi) =0. (114)

Demnach ergibt sich das Auswahlkriterium

I'>0 fv}l <0 ... Verdichtungsstol3
= . (115)
I'<0 fv} >0 .. Verdinnungsstof3
Fur ein ideales Gas (111) mit der Isentropengleichuhg = const ergibt sich
1 .
I'= E;r > 1 (ideales Gas) (116)

d.h.ausschlieB3lich Verdichtungésie Flussigkeiten zeigen positive Werte voi 3...10. Auf
der Suche nach negativéinFluiden ist man z.B. bei komplexen Fluorkohlenstoffvachingen
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hoher spezifischer Warmekapazitaten in der Nahe desdirén Punktes fundig geworden, man
bezeichnet sie allgemein als Bethe-‘deVich—Thomson (BZT) oder retrograde Fluide, Abb.
9. Eine ausfuhrliche Behandlung dieser Thematik sowieStofdwellen im Allgemeinen findet
man in [3].

1.2
p/De

11

0.9

0.8

0.7

0.5 1 15 2 2.5
v/Ue
Abbildung 9: Bereich negativer gasdynamischer Fundantedsiaatung " eines BZT-Fluides
mit ¢,./R = 50 nach der van der Waalsschen Realgasgleichung in redurzi€derdinaten

berechnet{’ < 0 erforderte,./R 2 17.5, ¢,c = ¢,(T}.)). Isothermen (strichliert), Isentropen
(liniert), StoRadiabaten (punktiert).
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Klassifizierung von Stromungen und Anwendungen

9 Modellgesetze, Kennzahlen

Wie bei allen physikalischen Vorgangen wird auch einei@triig durch eine bestimmte Anzahl
von physikalischen GrofRen und Parametern charakteriSiewohl fur theoretische, als auch
fur numerische bzw. experimentelle Untersuchungentsieh die Frage nach der Mindestzahl
von der das Stromungsproblem vollstandig beschreibeidleflussgrof3en. Sie kann mit Hil-

fe der Dimensionsanalyse beantwortet werden. Die wictgigdimensionslosen Kennzahlen
erhalt man durch Dimensionslosmachen der Grundgleiakurigntscheidend fir die Aussage-
kraft einer Kennzahl ist dabei die geeignete Wahl von chargdtischen Referenzgrof3en, Abb.
10.

v
-
b .
=
U, pr, fir, Pr, e
| i
Referenzzustand

Abbildung 10: Spezifische Referenzgrol3en eines Strospnoplems (z.B. Flugelflattern) zur
Bestimmung charakteristischer Kennzahlen: Referenamdst... ungestorte Anstromung,...
Schwingungsperiodendauer.

Fuhrt man dimensionslose GrofRen in der Form

X t v p p g
X ==, = =5 V==, = = = = €, ==,
L 7 A A A A
_ ~ ) (117)
T [l [ A
T:77 Cp_f_py :~ﬁ7 ,a ~ﬁ )\:,,—
Tr Cpr T Hor )\r

ein, wobei mit” dimensionsbehaftete GroRen ubgd7, U sowie mit Index- problemangepas-
steReferenzgrolRen bezeichnet werden, dann lauten die Maiksen(37), die Navier—Stokes
Gleichung (65) und die Leistungsbilanz (70) in dimensiosst Schreibweise

dp ap ov;

S_ [
"ot T Vo, T Pou,

=0,

ov; Bvi op 110 ,_ 0 1
srpll 4 20— gy — V) + -2 2uDi) | + = pe:,
"o TG afoelaxZ( Vo), e J>]+Fr2p€g
118)
oh  oh o o (

(Sravwlaxi) Ech<Sra—+ Z@xi)

Ec 1 0 oT

Re< (V) +2”D”D"j>fRePr8xi (A 8@) ‘

b

—q;
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Bei geeigneter Wahl der Referenzgrof3en entscheiden demschen Wert der auftretenden
Kennzahlen Uber die Bedeutung jener Terme in den Gleicgtiurdje die Kennzahlen enthalten.
Die dimensionslosen Feldgrol3en und deren Zeit- und Aesabgen sind von der Grol3enord-
nungO(1).

Die Strouhal-Zah(reduzierte Frequenz)

Sr:= i (119)
Ut

ist ein Mal3 fur das transiente Verhalten einer Stromunge uasistatiogre Stromung ist
durchSr <« 1 charakterisiert. Stationare Randbedingungen sind eaweandige, aber nicht
hinreichende Bedingung fur eine stationare Stromuaglid Stromungnstabilsein kann (stro-
mungsinduzierte Schwingungen, z.B. FlugelflattesnAeroelastizitat; Turbulenz» inharent
instationare Fluidbewegung). B8 ~ O(1) ist die Stromungnstatiorar.
Die Euler-Zahl ~

pT
ﬁr02
tritt bei allen Stromungen auf, bei denen Druck- und Bemghigungskrafte wesentlich sind.
Die Froude-Zahl

Eu:=

(120)

Fr .= L (121)
gL

ist eine wesentliche Kennzahl bei der Ausbreitung ﬁm’mwerewellen\/gg nennt man die
GrundwellengeschwindigkeiBie hat eine ahnliche Bedeutung wie die Mach-Zahl bei kom-
pressiblen Stromungen. Den Stromungszustand bei Gatrimungen mit freier Oberflache
der TiefeL nennt man fuFr < 1 ... stromend Fr = 1 ... kritisch, Fr > 1 ... schieBengdje
nachdem, ob die Stromungsgeschwindigkéikleiner, gleich oder groRer als die Grundwel-
lengeschwindigkeit ist. Dedbergang von strdmend auf schielRend ist stetig, der urhgeeke
Vorgang erfolgt meist unstetig Uber einen hydraulischpruBg (Wassersprung, beobachtbar
z.B. im Waschbecken).

Eine der wesentlichsten Kennzahlen der Stromungsmecismie Reynolds-Zahl

Re:= =, (122)

Mo Uy

sie ist ein Mal3 fur das Verhaltnis von Tragheits- zu Redrkraften in einer Stromung. Der
GrenzfallRe< 1 charakterisierschleichende (Stokes-) 8tnung in diesem Fall sind die kon-
vektiven Terme der Navier—Stokes-Gleichung linerarisaer was eine starke Vereinfachung
in der rechnerischen Behandlung bedeutet. Wichtige \fertides kleinerRe-Zahlenregimes
sind die hydrodynamische Lager- (Schmierspalt-) Thedlie,Stromung in porosen Medien
oder von Aerosolen und die Bewegung von mikrobiologischegaBismen. BeRe ~ O(1)
sind im Allgemeinen Tragheits-, Druck- und Reibungstegdm Stromungsfeld von gleicher
GrofRenordnung, was die Losung der vollen Navier—Stdkesshungen erfordert. Der Grenz-
fall hoher Reynolds-ZahleRe > 1, welchem in der Aerodynamik grof3e praktische Bedeutung
zukommt, ermoglicht ebenfalls eine vereinfachte Behamgldes Stromungsfeldes im Rahmen
derGrenzschichttheorigsrob gesprochen lasst sich fur jedes Stromungsprobieekritische
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Reynolds-ZahRe. angeben, unterhalb derdRé < Re.) die Stromung di¢gaminare oberhalb
(Re> Re) dieturbulenteForm annimmt. Beispielsweise findet man fur die Rohrstragimit
KreisquerschnitRe. ~ 2300 und fur die parallel angestromte diinne Pl&& ~ 5 x 105.
\on reibungsfreierStromung spricht man im Grenzfddle= oo, die Navier—Stokes-Gleichung
reduziert sich auf die Euler-Gleichung.

Die Eckert-Zahl

02
Ec:= —— = M°’K, (123)
CprTr
ist ein Mal3 fur die Dissipation in einer reibungsbehafiés¢éromung. Sie kann alternativ Uber
die Mach-zahl

m=Y (124)
Cr
und dieSchallgeschwindigkeitszahl
~2
K= - (125)
CprTr

ausgedrickt werden. Die Mach-Zahl gibt Auskunft darjibbrKompressibilitatseffekte in ei-
ner Stromung von Bedeutung sind. Man unterscheidet gainlitsh //? < 1 ...inkompressible
Stromung (z.B. Automobil-Aerodynamik)/ < 1 ... (kompressibler) Unterscha(z.B. Ver-
kehrsluftfahrt),M = 1 ... schallnaher (transsonischeBereich (z.B. Turbomaschinen, Blatt-
spitzen von Luftschrauben und Hubschrauberrotorgf);> 1 ... Uberschallund A2 >> 1

... Hyperschall(z.B. atmospharischer Wiedereintritt eines Raumflugks, cosmic jets). Fur
ideale Gase isk’, = k — 1, d.h. eine reine Stoffgrol3e.

Mit der Prandtl-Zahl

pr.— L (126)
A
wird eine reine (temperatur- und druckabhangige) Stoffigo3e definiert, man findet fir Gase
Pr ~ 1, fur WasselPr = 7, fur flussige Metalld’r < 1 und furOle Pr > 1.

Im Sromungsversuchswesen spielen obige Kennzahlen esombtiere Rolle, vomechanischer
Ahnlichkeitzwischen Modellversuchs- und GroRausfiihrung spricht dem, wenn(i) die
Geometrie undii) die numerischen Werte der relevanten dimensionslosenzé&ihen Uber-
einstimmen. In der Praxis ist mechanisckienlichkeit oft nur partiell erzielbar und Kompro-
misse unumganglich. AuRerdem ist ein Experimentator zimirilerung der Versuchsanzabhl
gut beraten, z.B. bei der Vermessung von Kennfeldern au¥aigtion der dimensionslosen
Kennzahlen — im Gegensatz zur Variation aller dimensiomafieter Einflugrof3en — zu ach-
ten.

10 Dimensionsanalyse

Bezeichnet man mit,, i = 1, ..., n die das Problem beschreibende physikalischen GroRen, dan
lautet die mathematische Formulierung des physikalisgusammenhanges

f(b1, b, ... by) =0, (127)
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in dimensionsloser Form
I, = F(I,, 105, ..., 1)) . (128)

Dabei sindll,, k = 1, ..., [ dimensionslose Potenzprodukte Kennzahlen) vom,, ....b,. Nach
demBuckinghamschel-Theorenyilt

l=n—r, (129)

wobei r der Rang der Dimensionsmatrix;;) ist, deren Komponenten die Exponenten der
relevanten Grundgrof3en in der Einheitendarstellung

dim(b;) = (Mass@®* (Lange “ (Zeit)“* (Temperatuyr® - - - (130)

sind. Die Zweckmafigkeit der Dimensionsanalyse wird ansdel der Kugelumstromung (s.
unten) demonstriert.

11 Schleichende Sitmung

Im Folgenden beschranken wir uns auf stationare Strgnmuibkonstanten Stoffwertep i =
const. Am Beispiel der Kugelumstromung soll fur kleine Werte &eynoldszahRe < 1 die
Kugelwiderstandskra®v ermittelt werden, Abb. 11.

h
™
_tz
=
8

Abbildung 11: Bezeichnungen zur Bestimmung der Kugel-#fakift K in einer Parallelan-
stromung.

Mit ) i
L ov=—, p=L (131)
U pU?

ergibt sich die dimensionslose Form der Massenbilanz unieNeStokes-Gleichung zu

X =

Q| P

V-v=0,

- (132)
2 2aU
(V-V)V——Vp%—@Av, Re—7<<1
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Die Stromungsgeometrie legt die Verwendung von Kugel@oaten(r > 1,0 < 0 < 7,0 <
¢ < 2m) nahe, aus Symmetriegriinden gibt es keir&bhangigkeit der FeldgroRen,/op =
0 undv, = 0. Beim Vorliegen einer achsensymmetrischen (ebenenyrsing wird durch
Einfuhren deiStromfunktion)(r, #) die Massenbilanz

1 ., ., . g . . _
V-v= and E(T sm@w)Jr% (rsm@ve)] =0 (133)
o _H
00 or

identisch erfullt. Auf einerStromlinieist ¢» = const, es gilt daher die Parameterdarstellung
der Stromlinien- = (6, = const). Der Geschwindigkeitsvektor tangiert in jedem Punkt die
Stromlinie, wie man aus
oY oY dr o,
d = 0= 22 dr+ 27 q0 — ==z 134
v=0 or T+89 - rdf vy (134)

sieht. Durch Einfuhren votr wird die Bewegungsgleichung eine Differentialgleichun@d-
nung, zur Losung benotigt man daher drei Randbedingungekernfeld herrscht ungestorte
Anstromung

1 oy 1 oy )
N . . — _ 9 R = — - _— > — 9 5 135
e v r2sin @ 00 o vo rsinf Or S (13%)
woraus )
W(r — oo,0) — %Sinz 0 (136)

durch Integration folgt. An der (undurchlassigen) Kudmedlache muf3 die Haftbedingung
erfullt werden, d.h.
o
r=1: v,=v=0 — ¢Yv=—=0, (137)
or
dabei isty)(1,0) = 0 willkurlich gewahlt (die Wahlfreiheit ergibt sich aus ™de&nbestimmt-
heit der Integrationskonstanten vgn Korperkonturen sind — wie hier die Erzeugenden der
Kugeloberflache — Stromlinien).
Zur Eliminierung des Druckes wendet man den Rotationsoesaf die Bewegungsgleichung
an und erhalt dadurch die Wirbeltransportgleichung

V-V(VXV):[(VXV)-V]V—}—RieA(VXV) (138)
0

fur die Wirbelstarke

w:VXV:%[%(rvg)—%} e, =we,. (139)
Die Stokesschedherungdfir schleichende StromuriRe — 0 besteht nun darin, die konvektiven
Terme in (138) zu vernachlassigen. Sie lal3t sich auchidlsehde Ordnung einer regularen
asymptotischen Entwicklung ~ vy + Rev; + O(R€), (p — pso) ~ Re 'py + p1 + O(Re fir
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Re— 0 auffassen. Es verbleibt die lineare partielle Differdgte@ichung

Aw=0=A(we,) = (Aw (140)

T281H2¢9> v

welche iny von 4. Ordnung ist. Die Fernfeldbedingung legt den Prochddtz ) (r, 0)

o

f(r) sin? @ nahe, was auf die Eulersche Differentialgleich@rfg— 8rf’ + 472 f" — ri " =
fuhrt, deren an die Randbedingungen angepasste Lossrigmlesultat
r?2  3r 1 . 9
U(r,0) = (5 - + E) sin” ¢ (141)

liefert. Die Stromlinien sind demnach symmetrisch beiigtier Ebené) = 7 /2. Der erste
Term ist die ungestorte Parallelstromung, der letzte 8ipolstromung um den Ursprung; die-
se beiden Anteile sind drehungsfrei, d.h. sie liefern keiBeitrag zuw. Den zweiten Term
bezeichnet man als ‘Stokeslet’, er alleine beschreibtogskEffekte. Man erhalt fur die Wir-

belstarke
§ sin 6

— 5 —7“2 ew .
Die Druckverteilung wird aus der Impulsbilanz unter Vermassigung der konvektiven Terme
bestimmt, mit der Vektoridentitat

(142)

w =

Vx(Vxv)=V(V.-v)-Av
T ——

0
ist
\Y —EA ——iVx (143)
P~ Re™V ™ "Re “
speziell z.B. fur die Radialkomponente des Druckgradient
dp 2 2 1 0 . 6 cost
E——@VX (weg,)-er——@m [% (TSIHQW)] _ﬁe 7’3 . (144)
Integration vonr bis oo liefert
3 cosb
0) = poo — =— 145
p(r,0) =poc — 53 (145)

die Antisymmetrie der Druckstorun@ — p.,) bezuglich der Ebené = 7/2 ergibt einen
nichtverschwindenden Druckwiderstand. Die Haltekraftdwiber die integrale Impulsbilanz
fur das in Abb. 11 eingezeichnete raumfeste Kontrollvaavi bestimmt. Aus

a2pU? 7§vvn dO = —a?pU? 7§pndo+ @zﬂ ¢a'nd0+f<
. v . a .
av 0 oV oV

folgt nach Umformung

K 2 [
—5I§pnd0 Reyga ndO. (146)



Mit
n=e, =cosfe, +sinfcospe, +sinfsinpe,, dO=_r* sinfdfdy

1
ist
2m g p 5 9 A
3 cos _ 6 cos® 0 |" 7
‘glgperdO = /dap‘/(poo — W) cosfe, sinfdf = Re 3 i e, = _R_eex'
ov 0 0 —d(cos9)
(247)
Der Reibspannungsvektor
Tpp o 1 Ty
O'/er — Uér Uée N 0 — O—ér
o, 0 al,

wird unter Beriuicksichtigung der Randbedingungen furSpannungstensorkomponenten

o (1,0) = 85: r:1: 0, o0y.(1,0)= (%8@@5 + % — %)' :1: g sinf, o,.(1,0) =0
ZUu
oe, = 3 sinf ey = g sinf (—sinfe, + cosf cospe, + cosfsinpe,) ,
daher ist
2 m , i
§1§a’e7« dO = —/dgo/g sin®fe, sinfdf = 3x (COZ i — cos@) ) e, =4mwe,. (148)
ov 0 0

Fur die Haltekraft in dimensionsloser Darstellung ergibh

K (—4—8) T 127
~ =\ — =€ = —F=_€,
pU?%a? Re Re

(149)

die Beitrage stammen 2y 3 von Druck-, zw2/3 von viskosen Spannungedblicherweise wird
die Widerstandskraftv = —K = W e, in Form desWiderstandsbeiwertes, angegeben, fur
die Kugel in schleichender Umstromung ergibt sich 8skessche Kugelwiderstandsgesetz

I 4 24
pU?/2a2r  Re’

Cw

Re— 0, (150)

welches z.B. im Rahmen des Millikansch&ftropfchenversuches zur Bestimmung der Ele-
mentarladung Anwendung fand.

Wir wollen die Frage nach degiltigkeit der Stokes-Naherung stellen. In diesem Zusammen-
hang ist entscheidend, dass die Reynolds-Zahl das Verhalveier Langenmalistabe charak-

35



terisiert,

(151)

wobei fiir dieviskose Bngel, >> a fur Re < 1 gilt. Eine GroRenordnungsabsatzungder
einzelnen Terme der Navier—Stokes-Gleichung im Fernfeld oo fuhrt mit

N 1~ a7 S I~ R |
v~U, V~=, Vov~=U-=—= (Stokeslet) Vjp~ = pU? . A~—
v = oV = fzd( ) p f,O Rer? =

auf .
V-V)V = —=Vp + UAV
(Vv-V) 5 VP AV
——
U%a 0la? - Uav
72 Rer3 73
——
U2a>
Rer3

Druck- und Reibkrafte sind — wie zu erwarten war — von gleicBrof3enordnung. Multiplika-
tion mit Rer?/(U?a?) ergibt

Re

~Y

~1,

T e
Q|

Q|

d.h. falls¥ ~ [, (> @), sind auch die Tragheitskrafte von der selben GroRenorgwie Druck-
und Reibkrafte. Der konvektive Term darf daher im Fernfalcht vernachlassigt werden, an-
ders ausgedriickt: die Stokesche Naherung ist im gesagttemungsfelchicht gleichnalig
glltig. Bei ebenen Stromungen (z.B. schleichende Zginchstromung) existiert aus diesem
Grund die Losung fur die Stokesche Naherung n{&tokessches Paradoxoi®enerell ist zu
bemerken: wenn der Storparameter (lRer— 0) eines Storproblems kleine oder grof3e Werte
annimmt und als Verhaltnis z.B. zweier Langenmalstaberpretiert werden kann, mufd mit
einer Aufspaltung des Stromungsfeldes in (zumindest) Beeeiche (Nah- und Fernfeld mit
unterschiedlichen Kraftebalancen) gerechnet werdem 8ficht in diesem Zusammenhang
von singuiren Sbrproblemen(vergl. Grenzschichttheorie).

Bei schleichender Stromung laf3t sich durch die Lineanisig des konvektiven Terms um die
ungestorte Anstromung eine gleichmallig gultige Besibang des Stromungsfeldes finden
(Oseensche &herung)

(Ue, - V)V =—=-Vp+iAv. (152)
Fur die Kugel ergibt sich damit

24 3Re

Terme hoherer Ordnung erfordern eine singulare St@@oiinung, siehe z.B. [23].
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Fuhren wir abschlieRend eine Dimensionsanalyse zurBesing der dimensionslosen Kenn-
zahlen bei der inkompressiblen Umstromung einer Kugettiuxach (127) gilt im vorliegen-
den Fall

fU,a,p, 3, W) =0, (154)
die Dimensionsmatrix ist demnach

M L Z
Uvulo 1 -1
a | 0 1 0
p |1 =3 0
g 1 -1 -1
W1 1 -2

und hat Rang = 3. Fur die 5 Einflu3grol3en ergeben sich nach défheorem5 — 3 = 2
dimensionslose Potenzprodukte:

W m =2 ge (155)
pU? /2 am f

1T,

In dimensionsloser Darstellung (128) erhalt man den fionitilen Zusammenhang
cw = F(Re), (156)

welcher i.A. experimentell bestimmt werden muf3, Abb. 12.

Py
)

[EnY
1

Stokes, (150) o E

o
OoooooOOOOo%
o
o) @ g
01g €20) E

0.1 1 10 100 1000 10000 Re 1et06

Abbildung 12: Kugelwiderstandsbeiwest in Abhangigkeit der Reynolds-ZaRle

® ... MeRBpunkteRe > 20 ... StromungsablosunBe = 130 ... instabile (instationare) Stromung,
Re 2 200 ... chaotische Wirbelbildung im NachlalRe < Re. ... laminare/turbulente Grenz-
schichtabldsung.
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12 Stromfadentheorie (Gasdynamik)

Vorausgesetzt wird hier stationar®r(= 0), reibungsfreie Re = o), kompressible Stromung
eines idealen Gases mit konstanten spezifischen Warmaiépa. Der Stromfaden sei nur
schwach gekriimmt, die relativen Querschnittsandenusgel klein dA/A < 1, d.h. die Feld-
grofRen sind Uber den Querschnitt naherungsweise kunstal hangen nur von der Ortsko-
ordinatexr ab. Weiters wird der Schwerkrafteinflu3 vernachlassigt keine Warmezu/abfuhr
berticksichtigt (Beschrankung auf adiabate Zustardk@amgen).

Zunachst gehen wir von einer Stromrohre konstanten @hbeitts aus und fragen, ob zwischen
den Stellen@ und @ Stromungs-Zustandsanderungen auftreten konnen,1&b.

p1, p1, v1, Th A = const
| o
1 x
~

Abbildung 13: Zustandsanderung langs eines Stromfaki@mstanten Querschnittes.
Wir wahlen zwei Zugange:
(i) Feldgrof3en differenzierbar

Massen, Impuls- und Leistungsbilanz lauten
1
V-(pv) =0, (V'V)V:—;Vp, (v-V)s=0. (157)

Aus letzter Gleichung folgt = const (Isentropie) entlang einer Stromlinie, fir das ideale Gas
gilt die Isentropengleichungy/ p* = const. Mit v =ve,, V = e, d/dz erhalt man

1d 1d 1d 1d 1d 1d
Ldv 1dp 0 1dv pldp 0 1dp  1dp_

_ i S - - 0 158
vdr pdx " owvdr pv?pdx T opdo p dx ’ (158)
daraus durch Elimination vofalp/dzx)/p, (dv/dz) /v
kp \ 1 dp
P s 1
< pv? >p dx 0 (159)
1/M?

Demnach sind futM/ # 1 keine Zustandsanderungen moglichy/dx = 0, fur M = 1 ist
dp/dz # 0 hingegen moglich. Bemerkenswert ist, dass die Mach-4éht v/c die einzige
dimensionslose Kennzahl ist, welche aus den Grgfenund v gebildet werden kann (die
Temperatur ist aus Dimensionsgrinden keine EinfluRgrofie
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(i) unstetigeAnderungen der FeldgfRen

Aus der integralen Massen-, Impuls- und Leistungsbilaigt fiir das in Abb. 13 eingezeich-
nete Kontrollvolumer/ mit A = const

po=p=0, pttp=pt+p, 5 th=5+h, (160)
hier und im Weiteren sind die FeldgrofRen ohne Index jeneearStelle@) (Anstromzustand),
und die mit” jene nach dem Stol3 an der Stéle Die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Stol3es
ist im Laborsystenw - e, = w = 0. Unter Verwendung der Zusammenhange fur ein ideales
Gas

K
h = ¢, T + const = 18 + const, e = c,T + const,

TP ) (161)
p=pRT, R=c,—c,, =kK=-
P
ergibt die Kombination von Gleichungen (160) eine quadchie Gleichung iri /v mit den

Losungen
1 ... triviale Losung

(162)

[SEISH

= 2 1 ,
1— P <1 — W) <1 ...StoRbsung

Dabei erfordert die Existenz eines Verdichtungssto3ese-@mstetige Zustandsanderung zwi-
schen®und@—-gemall v} = 0f1/p} Uberschallanstdmung)M > 1 (vergl. die Verhaltnisse
bei (i)). Damit erhalt man fur die restlichen Feldgrol3en

p_v by 25 e T_& b
i — > 1, p—1+K+1(M 1) >1, T_c2_p;3>1’
9 A K—1 2 (163)
kp 14+ 2 (M2 —1)
Aus der Sprungbeziehung (105)
BNy S
tht=—1 t={ }n}
ergibt sich die dynamische Adiabate
i _ Ap) (164)
i p}

Abb. 14.

39



4 1
10 B N3 fsi>0 J
b/p |
3 2 \\\
] 1.5 \ 5 = const
. L ™ \/
VerdichtungsstoRe 1.2
1F 5 = oy -
: M=1 S 1s1<0 ]
I K—1 \ N
/ k+1 VerdilnnungsstoRe ™
0.1 N N N N N a1 A - A
1 p/p

Abbildung 14: StolRadiabate (liniert) und Isentropen ¢blrert) eines idealen Gases file= 1.4
(Luft). Durch 2. HS verbotener Bereich (grau), Bereich sabher StoRe, (170)s} < fp$° ...
Neigung und Krimmung von StoRadiabaten und Isentropehrgiherungsweise gleich.

—— senkrechter Verdichtungsstol3

aSH

>

09 = 0 ... Staupunkt

xr

Abbildung 15: Kugel oder Zylinder illberschallanstromung (qualitativ).
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12.1 StoRRverluste und Ruhegif3en

StoR
vo =10 v,p,p, T8 0,D, - 0o =0
(o] 10}
0 £0; L0, S0 ‘ Pos Po, To, S0
verlustlose verlustlose
Beschleunigungsg = s Verzogerungs = §g

Abbildung 16: StolRverluste, Notation.

Die Anwendung des Energiesatz€g2 + h = const auf die Stromlinie in Abb. 16 ergibt

2 ~2
1y = % +c,1T = % +c,T=c1y, = Ty="1T, (165)
d.h.keineAnderung deRuhetemperatuf; iber den StoR hinweg. Firr die Entropie des idealen

Gases gilt
T K
Sl % + const = In Ui;_z
Cy P p
zwischen den Ruhezustanden ergibt sich daher fur dermairuwachs durch den Verdich-

tungsstol3

+ const (166)

A

. 7 L
0T 2 (k- )= 50, (167)
Cy Th Po Cy

0

und damit unter Verwendung der thermischen Zustandsglegfir denRuhedruckverlust
Po_ P01y (168)
Po  Po

Daraus folgt, dass die Arbeitsfahigkeit des Systems naoh$to3 abgenommen hat. Der Entro-
pieanstieg berechnet sich mit Hilfe der dynamischen Adebél64) und der Sto3ldsung zu

{S}IS_S:ln]—j—fslng:lng—mlnl—ir%—i_(%_l)]?/p
Lo p PP k=14 (1+k)p/p
(14 )AL (169)
K + K
=1In |1 M? —1)| —kl
S R el )} Kn{2+(n—1)M2}’

hangt daher nur mehr vom Quadrat der Anstrom-Mach-Zabl{$/1ach-Zahl) ab. Fur schwa-
che StoRé/p—1 = {p}/p — 0bzw. M? —1 — 0 ergibt sich damit (vergl. Bethesche Relation

(114)) 2 3
th o S o ()
. o (170)
S S -0 (08 - 1)),
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12.2 Stromfaden schwach veinderlichen Querschnittes

Gegeben sei die Stromung (Massenstrom= pvA = const) durch einen ebenen Kanal
schwach veranderlicher Querschnittsflacher), gesucht sind die Verlaufe der Feldgrofien
v(z), p(x), p(x), T(x), wobei wir Differenzierbarkeit voraussetzen. Die diffietielle Form
der Massenbilanz, Impulsbilanz und Isentropie lautet

~1dA 1@ 1@ ld_v 1 1dp_0 1dp 11dp

—Inm=0=——+- - -—— =0, -———- —=0. (171
dx e Adr wvdr pdzx’ ovdr sM?2pdx " pdr kpdx (171)
Die Kombination der beiden letzten Gleichungen liefert
1 1d
dp _ _ppldv (172)

pdr vdz’

wonach furM? < 1 die relativen Dichteanderungen sehr viel kleiner als éiativen Ge-
schwindigkeitsanderungen sind, die Stromung kann isegieFall alsnkompressibdbetrachtet
werden. Eliminiert man mit (172) aus der Massenbilanz (Hi@Dichte, ergibt sich

1dA 1dv
= (M -1 == 173
A dx ( )vdx’ (173)
woraus J aA
v
M<1l: —2 — <
< dx<0 = dx>0
: " (174)
v
M>1: —= — 2=
> d:c<0 & x<0

folgt. Die Beschleunigung einer Unterschallstromung@bérschall erfordert daher eine kon-
vergent-divergente Kanalformgebu(igval-Dise) Abb. 17.

Abbildung 17: Laval-Duse. Schalldurchgang = 1 im engsten QuerschnittAd /dz = 0.

Es folgen einige wichtige Begriffe der Gasdynamik. Die diuExpansion erreichbafdaxi-
malgeschwindigkeit,,., kann aus dem Energiesatz bestimmt werden:

2 2 2

c v
— + ¢, 1" = const = ¢,Tj =2 = = )
2 v=0 k=1 v=0 2 T=0
2 v? T
maa::\/2 Tp = s :1_—, 175
! P70 k1" V2, To (17%)

und hangt daher nur vom Ruhezustand (RuhetempergtiRuheschallgeschwindigkeif) ab.
Die zugehorige Mach-Zahl ist/,,,,., = oo. Die kritische Schallgeschwindigkeit ist der Wert
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vonc undw fur M = 1, dem Energiesatz zufolge ist

v? v? c? c2
- T=_— S —
SR S R
2 2 2 2 (176)
c* c* c c* 2 T*
le = 0 = — —_
PRI f— & k+1 Ty’

die Feldgrol3en nehmen die kritischen Wertgo*, T an. Mit der Isentropenbeziehung und der
Gasgleichung erhalt man daraus die kritischen Verredmi

* * K ﬁ * ﬁ
P_:<p_):<2) | p_:<2) . (177)
Po Po k+1 Po K+1

Fur Luft mit s = 1.4 erhalt man

P -os983. 06330, L 08333

Po Po Ty
Die kritische Mach-Zahl/* ist durch

M* = — (178)

definiert, ihr Maximalwert ist durch

max 1
My, = Umee BT (179)
c* k—1

gegeben, fur Luft z.BM . =2.45. Die lokalen Werte der Feldgrofen hangen nur vom Ruhe-
zustand und der lokalen Mach-Zahl ab:

v? 1 v? (k—1)v* T,
—+e,T=¢T, |- — = —=2_1
y Tt =&l ‘ ol 26,7 2 2 T
d.h. .
T 1 2 ot T
r__ 1 (ﬁ) _ (ﬂ) | (180)
To 1+ TMQ &) Po Po
Der Zusammenhang zwisché und M* ergibt sich aus dem Energiesatz
v_2+ ¢ _ g _ (kt1 e 2 " 2 1 (k+1) 12
2 k—1 k—=—1 2k-1) v? (k—1)M? (k—1)M*
zu 2
*2
= ) 181
1+ 55 (M?2 - 1) (181)

Aus (177), (180), (181) und der Massenbilanz= Apv = A*p*v* = const ergibt sich fur das
Massenstromdichteverhaltnis

0 pU A* k—1 9 =
= — = \/i* 1 1— [\/2* l 2
0 prcr A + 2 ( ) ’ (182)
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hier bezeichneti* denkritischen QuerschnitAbb. 18 bzw. Tab. 3 geben die Stromungsverhalt-
nisse in einem Stromfaden bei isentroper Expansion oderpgfession eines idealen Gases
konstanter spezifischer Warmekapazitaten am BeispreLudt wieder.

14 -

Unterschall Uberschall
1.2 -

0.2 |

v / Umazx

0 L A
0 0.5 1 15 4+ 2 -~ 25

max

Abbildung 18: FeldgroRen im Stromfaden bei isentropeatietarer Stromung fuk = 1.4
(Luft). e ... kritische Verhaltnisse.

Fur Stromungen mit Verdichtungsstol3 gilt mit der Steilig (162)

0 2 1
—=1- 1— —
v Ii+1< M2)

X 5 2, N 2, 2(k—1) (v? N c? 2(k — 1) (c*? N c*?
— =0 — v = — -
Kk+1 k+1 Kk+1 2 k-1 k+1 2 k-1

(. J/

cons;(ES)

-U2

WegenT;, = T gilt auchc* = & und dahewd = ¢*¢* oder
M*M* =1, (183)

was alsPrandtl-Relatiorfir senkrechte VerdichtungsstoRe bezeichnet wird.
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Unterschall

* ﬂ ﬂ Z pY — ./ 2
M M Do Po To prer f=vi-M
0 0 1 1 1 0 1
0.05 0.055 0.998 0.999 1.000 0.086 0.999
0.1 0.109 0.993 0.995 0.998 0.172 0.995
0.15 0.164 0.984 0.989 0.996 0.256 0.989
0.2 0.218 0.973 0.980 0.992 0.337 0.980
0.25 0.272 0.958 0.969 0.988 0.416 0.968
0.3 0.326 0.939 0.956 0.982 0.491 0.954
0.35 0.379 0.919 0.941 0.976 0.562 0.937
0.4 0.431 0.896 0.924 0.969 0.629 0.917
0.45 0.483 0.870 0.906 0.961 0.690 0.893
0.5 0.535 0.843 0.885 0.952 0.746 0.866
0.55 0.585 0.814 0.863 0.943 0.797 0.835
0.6 0.635 0.784 0.840 0.933 0.842 0.800
0.65 0.684 0.753 0.816 0.922 0.881 0.760
0.7 0.732 0.721 0.792 0.911 0.914 0.714
0.75 0.779 0.689 0.766 0.899 0.941 0.661
0.8 0.825 0.656 0.740 0.887 0.963 0.600
0.85 0.870 0.623 0.714 0.874 0.980 0.527
0.9 0.915 0.591 0.687 0.861 0.991 0.436
0.95 0.958 0.559 0.660 0.847 0.998 0.312
1.0 1.000 0.528 0.634 0.833 1.000 0.000

Uberschall
M M* L L T Py Po
Do Po To pre Do

1.0 1.000 0.528 0.634 0.833 1.000 1.000
1.05 1.041 0.498 0.608 0.819 0.998 1.000
1.1 1.082 0.468 0.582 0.805 0.992 0.999
1.2 1.158 0.412 0.531 0.776 0.970 0.993
1.3 1.231 0.361 0.483 0.747 0.938 0.979
1.4 1.300 0.314 0.437 0.718 0.897 0.958
1.5 1.365 0.272 0.395 0.690 0.850 0.930
1.6 1.425 0.235 0.356 0.661 0.800 0.895
1.7 1.483 0.203 0.320 0.634 0.748 0.856
1.8 1.536 0.174 0.287 0.607 0.695 0.813
1.9 1.586 0.149 0.257 0.581 0.643 0.767
2.0 1.633 0.128 0.230 0.556 0.593 0.721
2.5 1.826 0.059 0.132 0.444 0.379 0.499
3.0 1.964 0.027 0.0762 0.357 0.236 0.328
3.5 2.064 0.0131 0.0452 0.290 0.147 0.213
4.0 2.138 0.00659 0.0277 0.238 0.0933 0.139
4.5 2.194 0.00346 0.0174 0.198 0.0604 0.0917
5.0 2.236 0.00189 0.0113 0.167 0.0400 0.0618
6.0 2.295 0.000633 0.00519 0.122 0.0188 0.0297
7.0 2.333 0.000242 0.00261 0.0926 0.00960 0.0153
8.0 2.359 0.000102 0.00141 0.0725 0.00526 0.00849
9.0 2.377 0.0000474 0.000815 0.0581 0.00306 0.00496
10 2.391 0.0000236 0.000495 0.0476 0.00187 0.00304
20 2.435 0.000000209 0.0000170 0.0123 0.0000651 0.000108
00 2.4495 0 0 0 0 0

Tabelle 3: FeldgroRen im Stromfaden bei isentroper,atater Stromung fik = 1.4 (Luft).
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Anwendungsbeispiefusstromen aus einem Kessel

Gegeben sei ein grolRer, gasgefillter Druckkessel (Rusteady,, 7o, ~, c¢,), der Aul3endruck
ist p, < po. Gesucht ist der aus einer kleinen Bohrung (Querschiitis4) stationar aus-
tretende Massenstrom sowie die Feldgrof3en in der Austrittsoffnung (isentr@igdmung).
Zwei Falle sind zu unterscheiden:

*

(0 Pa P ... Unterschallstromung

Po Do
Der Druck in der Ausflul3offnung stimmt mit dem AuRendrudeiein:p = p,.
Rechengangaus (180) Bestimmung voi/ (bzw. T, p, ¢, v) und aus (181)//* in der Off-
nung, daraus mit (182) das Massenstromdichteverh@ltdis Der austretende Massenstram
berechnet sich dann zu

K41
' v, 0 2\ 2D
m:p[’:c*pCAzﬁ <m+1) PocoA (184)

(i) Pa < b Schallstromung

Po Do
Hier ist die Stromung in der Austrittsoffnung kritisch] = 1, p = p*, etc.,unablangigvom
AuRendruckp, < p*. An der Strdmung im Kessel bis z@ffnung andert sich nichts, wenn der
AuRendruck im Bereich < p, < p* variiert wird, da keine Information durch d@ffnung in
den Kessel gelangen kann. Der austretende Massenstroabistder maximal mogliche und
derOffnungsquerschnitt gleich dem kritischen Querschaig: A*:

=i 2\ 185
m = Mmaz = (/i—Fl PoCo . ( )

Fur Luft ergibt sich bei Raumtemperatdiy(= 293 K) rinaz/(poA) =19.71/(cm?s).

Anwendungsbeispielaval-Dise

Gegeben ist der Querschnittsverla(fz), der Auf3endruck hinter der Duge und der Ruhe-
druck vor der Duse.

(wir noch erganzt)

Abbildung 19: Druckverlaufe in einer Laval-Duse.
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13 Dissipative Stol3struktur

In der unmittelbaren Umgebung einer StofRunstetigkeitsmtisvegen der dort auftretenden
unendlichen Geschwindigkeits- und Temperaturgradienigkose Spannungen und Warme-
strome eine nicht zu vernachlassigende Rolle spielea.Bairiicksichtigung von Dissipation
und Warmeleitung fuhrt zuRegularisierungler Sto3unstetigkeit, d.h. zu stetigen Feldgrof3en-
verlaufen, denthermoviskosen Sto3profdemerkenswert ist, dass man dafir — unter gewissen
Annahmen — eine exakte Losung der Navier—Stokes-Glegfiiinkompressible Stromungen
erhalt. Ausgangspunkt ist die Massen-, Impuls- und Legsbilanz in differentieller Form far
(lokal) eindimensionale stationare Stromung eines asthen Fluides im-Richtung

d
— =0 186
3 ) =0, (186)
dv dp = doly dp d [, _ dv
D S R 20) — 187
pe dx dx i dx dx + dx (i +2p) dz |’ (187)
dh  dp , dv dg dv\> d /. dT
Y e A R 2 — — (A= ]. 188
P e Mdr i+ 20) (dx) * dz dx (188)

Im Fernfeldx — Foo nehmen die GrolRep, v, p undT' die konstanten Werte vor und nach
dem Stol3 an. Beriicksichtigt man in der Impulsbilanz dieddabilanz, kann man

d 9 B dov
P {pv +p— (B+2u) &} =0 (189)

schreiben, analog ergibt die Verwendung der Massen- undlBhjpanz in der Leistungsbilanz

dp/dz
dh . d | dv  d [, ]\ |, dv\® d [ dT
pva+ha(pv)—v{—pva +£ [(u+2u)a}}+(u+2u)<a) +£<)\a),
—~
d(v?/2)/dx
und damit 1 , 1 o
v _ v
a{pv<§+h)—(u+2u)v£—)\a}—0. (190)

Die Gleichungen (186), (189) und (190) sindDivergenz- (Erhaltungsbzw. konservativer)
Formund konnen daher unmittelbar integriert werden:

pv = 0 = const ,
dv
2 — (1 — = —
pve+p (u+2u)dx a = const, (191)
v? ~ dv dT
pv(;#—h)—(u+2u)va—>\a—b—const.

Im Fernfeldrz — oo verschwinden die Ableitungetv/dz, dT'/dx — 0, in diesem Limit re-
duzieren sich die Gleichungen (191) auf die integralen Erhgsgleichungen (160), aus denen
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die StoRR3losung (162) folgt. Die im Allgemeindit und p-abhangigen StoffkenngroRemn .,

A undc, werden im folgenden als konstant angenommen, weitersenahir die modifizierte

Prandtl-ZahPPr gleich1,

(i +2p)cy
. —

was fur Luft in sehr guter Naherung (Abweichurg3%) zutrifft. Die dritte Gleichung (191)

wird damit zu \d ) )
v v
_c_pd_x(5+h) —b—9<5+h) ,

v? b cpf

§+h—§+k‘exp <Tx)
durch Integration folgt. Da,f/ > 0 ist, zwingt die Forderung nach Beschranktheit der Losung
fur x — oo die Integrationskonstante Zu= 0. Daraus resultiert die Konstanz der spezifischen
Gesamtenthalpie an jeder beliebigen Steltkes Stol3profils,

Pr .= 1, (192)

woraus

’U2

b
5} +h= i const . (193)

Gemal der dritten Gleichung (191) kompensiert damit aerj&tellexr die Warmeleitung die
Dissipation durch Reibung,

dv dT
(i +2) v — A =0.
(o + u)vdx o =V

Die Umformung der zweiten Gleichung (191) unter Verwenddagthermodynamischen Be-
ziehungen fur ein ideales Gas (161) mit (193),

_(ﬂ+2ﬂ)@:a—9(v+£> :a—e(v+(“—1)(h+ho))

dx pu K v

a0 f<a+1v+f<a—1 é+h0 1 ’
2K K 0 v

wird fur die Bestimmung der Integrationskonstanteindb unter Beachtung vodv /dx — 0,
v — vy fUr das Fernfeld: — Foo herangezogen:

(194)

1+k 1+~
= op Q(Ul -+ UQ) y b= m 8’U1U2 — ¢9h0 . (195)

a

Einsetzen vom undb in (194) fuhrt auf die Differentialgleichung

dv  (k+1) 0  (v—v1)(v—19)

— = 196
dz 2k (ji+2p) v ’ (196)
woraus durch Integration die implizite Darstellung ded3ptofils (R. Becker, 1922)
v1In(vy — v) — v In(v — vy) (k+1) 6
@t V1 — U2 @ 2K (ﬂ+2u) ( )
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folgt, Abb. 20. Zur Bestimmung der Sto3dickeverwenden wir die von Prandtl eingefiihrte

Definition
V1 — VU2

0= - 198
(@/00),m (199)
Die Stelle des Stof3profilwendepunktes,, v,,) berechnet sich zu
d%v dv V1V
=g (1) =0 = wm=vom,
v In(vy — vp) — ve In(v,, — v) dv (U, — 1) (U, — V2)
A Tm = ) T - )
V] — Vs dz |, " U,
damit ergibt sich unter Verwendung der Stol3losung (162)
5— v v+ 20, 14 v/ v+ 2y v/
a(vy — vg) a(l —vg/v7)
(199)

1+ M} (mt (1 +/~€)\/2 ?H(iz)}&?%)] .

Fur die Grenzfalle schwachéh/; — 1) und starkef M/, — oco) Stol3e erhalt man die Entwick-
lungen

a(M? —1)

—_

14+ k&
o {Ml—l —|—O(1)} , M; — 1,
0~ (200)
1 [Fa—l—\/fi?—leO(L)] , M; — o0,
! M?
woraus man entnehmen kann, dass die Sto3didde& zunehmender Stol3-Mach-ZaWl, ab-
nimmt. Vermessungen des StoRprofils zeigen gliiereinstimmung mit den Vorhersagen der
Theorie bis zuM; < 2, bei hdheren Werten voi/; eignen sich die Navier—Stokes Gleichun-
gen nicht mehr zur Beschreibung der inneren Struktur vof8&t; weil die dabei auftretenden
Abweichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht zu greiftien.
Zur Abschatzung der GrofRenordnung vowahlen wir M; = 1.2 und als Stromungsmedium
Luft bei 20°C (p = 1.205kg/m?, ¢, = 1005 J/(kg K), £ = 1.4, A = 0.0257 W/(m K)):

2K ltv

O~
M, -1

=140, ~7-10"m,

dabei ist dighermoviskose éngel,, unter Beriicksichtigung der AnnahrRe = 1 durch

Bt 2p A

lyy ~5-10%m (201)
P11 P1U1Cp

gegeben. Ein Vergleich vanhmit dermittleren freien Wegingel; ~ 70 - 10~? m in Luft zeigt,
dass selbst bei schwachen Stol3en die Stol3dicke so geridgss die Grenze der Anwendbar-
keit der Kontinuumsmechanik erreicht ist. Das mal3gebli€hierium dafir ist der Wert des
Verhaltnisses zwischen mittlerer freien Weglahgaend einer charakteristischen Abmessung
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des betrachteten physikalischen Vorganges in FornKdadsen-Zahl

Ly
Kn:= =
=7

< 1 ... Kontinuumsmechanik
— (202)

> 1 ... kinetische Gastheorie

im konkreten Fall iskn = [;/§ ~ 10~'. Im Rahmen der von uns betrachteten Kontinuumsme-
chanik lasst sich daher in sehr guter Naherung ein StoBradtetigkeit ansehen.
Zur Bestimmung des Entropieverlaufes im StoRprofil ziehardie Leistungsbilanz (70), (71)

heran:

ds d(dT

dv
To— =&+ — [ A\— &= (i+2p) | — 2
pTv =2+ Adx), (7 + u)(dx), (203)

Jds _ (it (An\? A (4TN? a (aar
der T dx 72 \ dx de \Tdx )

Entropiepro&,uktiorpd, (56)

daraus

Integration von Zustan@) vor bis @) nach dem Stol3 ergibt den Entropiezuwaghs
Cr o T larm fa\® A fary?
9{3}—/padx—/ T . +T2 P
Unter Verwendung voh = ¢, T + hy, (192), (193) und (201) erhalt man
(it o) (L ToAd duy L edh (205)
AT\ ae cpdz \ dz)| " Tda?’

woraus man auf eifentropiemaximunan der Steller,, schlieRen kann, Abb. 20. Dort sind
Warmestrom und Dissipation durch Reibung maximal.

dz . (204)

ds 1

dz 0T
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Abbildung 20: FeldgrofRenverlaufe im thermoviskosendi@rtungsstol? in Luft. Anstromzu-
standr — —oo: My = 1.2, Ty = 293.15K, p; = 1.205kg/m?, v; ~ 412m/s, p; ~ 1.014 bar.
Abstromzustand: — oo: My =~ 0.842, Ty ~ 331K, py ~ 1.617kg/m?, vy ~ 307m/s,
p2 = 1.535 bar, { s ~ 2.075 J/(kg K). Definition der Stof3dicke, (198).
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14 Ebene (in)kompressible Potentialsitmungen

Wir betrachten die reibungsfrej®e= o), stationard Sr = 0), adiabate Stromung eines idea-
len Gases ohne Schwerkrafteinfluld in dey-Ebene. Die Massen-, Impuls- (Euler-Gleichung)
und Leistungsbilanz lauten dafur

V-(pv)=0, p(v-V)v==Vp, (v-V)s=0. (206)

Die Leistungsbilanz reduziert sich auf Isentropie= const entlang einer Stromlinie) =
const, Zustandsanderungen eines idealen Gases geniuigen @atBgziehung/p" = const.
Fordert man zusatzlich, wie im weiteren angenommén) = const d.h.Vs = 0, dann ist die
Stromung nach dem Croccoschen Wirbelsatz (81)

wxv=TVs=0 = w=Vxv=0,

wegenw_Lv drehungsfreiw = 0. Folglich kann die Stromung durch ein Geschwindigkeitspo

tential ®(z, y) mit
B [ u ([ 0/0x
v=Vo, V—<U>, v_<8/8y> (207)

beschrieben werden, vergl. (51). Unter Verwendung der lstjilanz ergibt

dp _ Jp Op p<8u 8u) dp 1 9p p(@v 01})

m‘é@m__ézﬁiﬂﬁg Yoz Vo

oy 2 B_y T2
1/c

in die Massenbilanz eingesetzt

8_u+@ + @+ @—% 1_u_2 _|_@ 1_U_2 _@ 8_u+@ =0
P\ oz oy ey U@y_ﬁx c? oy c? 2 \oy ox)

und unter Verwendung der Potentialfunktion deesdynamische Gleichung

52 B\ 0.0,
o (1) o (1) 27 0 0,

1
bzw.  A® = &y, + 0y = (910 @2 + Py P2 + 20,0, P, ) -

(208)

Diese nichtlineare Gleichung verknupft Geschwindigkeinh Form der lokalen GroR@nundc
miteinander, Druck und Dichte wurden aus den Grundgleigenr{(206) eliminiert. Im Grenz-
fall inkompressiblelStromunge — oo, M = |v|/c — 0 erhalt man daraus dieaplace-
Gleichung

AP =0, +P, =0, (209)

den einfachsten Vertreter einer partiellen Differentelthung vonelliptischemTypus. Dabei
macht sich eine in einem beliebigen Punkt eingebrachteu8goim gesamterStromungsfeld
bemerkbar.

Die zur Gleichungslosung weiters benotigten Randbediggn fur die uns im folgenden inter-
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essierenden Umstromungsprobleme in einer Paralletanstrgu..e,. lauten im Fernfeld
r——o00: P, —uy, P,—0, (210)
an einer festen, impermeablen Wand

_ 9% _
- =

d.h. eine Korperkontur ist zugleich Stromlinie.

v-n 0, (211)

14.1 Schwach gesirte Parallelstromungen

n
Uooy Coos \ +

Poos Poo

Abbildung 21: Dunnes, schwach angestelltes Tragflugélpn Parallelanstromung: ungestorte
Anstromungu.e., Dickenparameter = d/L < 1, Anstellwinkele < 1, Profilkoordinaten-
funktionen fur Profilober- und Unterseite ().

Fur durch die Geometrieparameterr — 0 schwach gestorte Parallelanstromung bietet sich
eine Entwicklung der FeldgrofRen um den Anstromzustandhbh. 21:

c(z,y) ~ o +O(e,7), plx,y) ~pss +0(,7), p(x,y) ~ pos + O(e, T), 212)
O(z,y) = uso T + (2, y)

hier bezeichnep(z, y) ~ O(e, 7) dasSorpotential Die erste Gleichung (208) wird damit Uiber

<1 uzo + 2“00@:(: + 0(627 ET, 7-2)
Pra -

2 +0(z7) )+90yy(1+0(€2,~-~))—1—0(527...):0

in fuhrender Ordnung zdmearisierten gasdynamischen Gleichung

(L= M2) @urt 0y =0, M= —=21. (213)
Falls — wie in vielen technisch wichtigen Fallen — die Abstiung schallnahé/, ~ 1 erfolgt,
darf der Terme ¢, .. gegenibell — M2 ) ., nicht vernachlassigt werden. D.h. selbst
schwache Storungen einer schallnahen Parallelstromvenden durch einaichtlineare(wenn
auch vereinfachte) Version der gasdynamischen Gleichesghsieben - schallnaheoder
Karman—-Guderley-Gleichungiehe [11], [27]), welche hier nicht weiter behandelt wird
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Fur die Angabe der Druckverteilung in einer Stromung vafidder Druckbeiwerte,(z, y)

p— poo

Cp =

(214)

herangezogen. Im vorliegenden Fall ergibt die Lineansigrder Impulsgleichung fur die-

Richtung und anschlie3ende Integration,

A %) -

I
or
_(p - poo) = PooloccPr ™~ 0(57 T) )

8u
"oy

)|

oz

-
die Naherung
~ 20 ), (215)
(i) Schwach gedirte Unterschallanstromung M, < 1
Wendet man eine Affin-TransformatigRrandtl-Glauert-Transformatiorgemali
(216)

;f':x) g:ﬁya :\/1_M§ov @:7()0

mit dem Prandtl-Faktor1 >
erhalt man die Laplace- Glelchung fur inkompressiblé&®iing

£ > 0 auf die linearisierte gasdynamische Gleichung (213) an,

A@ = @zz + Pz = 0. (217)
Als Randbedingung an der undurchlassigen Korperkomgibesich
dy:l: _ v(x,yi) ~ ‘Py(xa O:I:) 4o (218)
dx U(J}, y:l:) Uoo
vergleicht mardasselbdrofil in kompressibler und inkompressibler Stromung
dgs _ o(7,9+)  #5(7,01) P Yey(z,01) Oy P @y(z,04) L.
dz  w(z,y1) Uso Uso 0y U ’
~~
1/6
dannisty = (8 zu wahlen. Zusammenfassend erhalt man fur die Feldgrof
@:?: ﬂ(,ﬁf’, g) — Ueo
U\L,Y) = Uoo = P = —( = )
(z,y) P =5 3
v(z,y) = ¢y = @5 =0(Z,7), (219)
Pa &(Z,Y)
Cp(x7 y) _2 @ + L ﬁ

Schwach gestorte kompressible Unterschallparaltetsirig (\/,, < 1) kann daher auf die
Losung der Laplace-Gleichungf,, — 0) zuriuickgefuhrt werden. Dabei sind die z.B. von
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einem Profil verursachten Storungen im kompressibleng&alker und iny-Richtungweitrei-
chenderals die vom selben Profil in inkompressibler Stromung hegysufenen.
(i) Schwach gedirte Uberschallanstomung M., > 1

Hier ist die linearisierte gasdynamische Gleichung (213)
(Mczo - 1) Pre — Pyy — 0 (220)

von hyperbolischenTypus, sie entspricht der Wellengleichung. In die Stroghamgebrachte
Storungen machen sich nur in ein@@schanktenRaumgebiet, dem EinfluBgebiet, bemerkbar.
Die Gleichung (213) wird durch diB*Alembertsche tisung

o, y) =FE) +G0n), {=r—yyM2 -1, n=v+yy/M2 -1 (221)

mit den beliebigen, zwei mal stetig differenzierbaren Rigrlen F, G erfullt. Hier bezeichnen
Geraden mit = const bzw.n = const links- bzw. rechtslaufendélach-Linien (Wellenfronten,
Charakterisiken, ‘Informationslinien’die unter dem Mach-Winkel., geneigt sind, Fig. 22.

I.I. Mach-Linien

My >1

F=G=0

r.l. Mach-Linien

Abbildung 22: Wellenfeld eines Tragfliigelprofils in schivagestortet)berschallanstromung.

Man erhalt 1
il = j:¥ = tan ay , (222)
dx n,§=const Mgo —1

aus geometrischedberlegungen, Abb. 23,

c 1
nay, = —= = — 223
sin a 1L (223)
sowie den Wertebereich
1< My <00 & g>a0020. (224)



Abbildung 23: Mach-Kegel: die Einhulllende der Elementalten stellt die Wellenfront dar, sie
kann als unendlich schwacher Stol3 interpretiert werdengl(M@efinition der Schallgeschwin-
digkeit).

Anwendungsbeispieiingestelltes Parabelbogenzweieck idberschallstromung

Gegeben sind die Profilkoordinatenfunktionen eines Tuggiprofils It. Abb. 21, 22
X
pe(@) = (fu2)7a(1-7) —ez, 0<a<L, (225)

mit dem Wolbungs-, Dicken- und Anstellparamefer~ O(1), 7 < 1 unde < 1 sowie der
Profiltiefe L. FUr gegebene Anstrom-Mach-Zahl,, > 1 sind die FeldgrofRenstdorungen sowie
die Stromungskraftbeiwertg, ¢, undc,, zu bestimmen.

Gemal Abb. 22 kdonnen die EinfluRgebiete ober- und unteded Profilsinablangigvonein-
ander behandelt werden.

(i) Bereich oberhalb des Profils
Hier gilt G = 0, da die rechtslaufenden Mach-Linien aus dem ungestorezriéh der An-
stromung kommen. Das Storpotential ist daher durch

o(z,y) = Flz —yvM

gegeben. Die Randbedingung an der Profiloberseite lautet

_|_ « e —
u(z,ys) Uso Uso dz

v(a,ys)  v(,0,) 00 _due <1 ) 2_:c) o

woraus

d
(2,00) = —/ M2 —1F'(z dnyr

Uoo

und nach Integration

F(z) = _\/ﬁ y+()
folgt. Endgultig ergibt sich
p(,y) = M2 N A (226)
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und daraus die FeldgroRenstorungdmedeutet Ableitung nach dem Argument)

u\x, — U = Py = — CL’— \/

v(7,y) = @y = U Y, (T — Y Mio —1).
(i) Bereich unterhalb des Profils

Hier gilt F = 0, die Rechnung ist sonst analog @udurchzufiuhren.

Zusammenfassend laf3t sich ganz allgemeirAdieret-Beziehung

v(z,y)

7 >0 228
MZ —1 y=< ( )

wW(T,y) — Uoo = F

fur den Zusammenhang der Feldgrof3enstorungen im Beodier- oder unterhalb des Profils
angeben.

Die zweckmalige Darstellung der Auftriebs- und Widerdskmnaft erfolgt im aerodynamischen
Kontext in dimensionsloser Form tiber die StromungskeafverteAuftriebsbeiwert,

_ A/@L)
Cq i= il )2 (229)
undWiderstandsbeiwert,
Cow = W/<bL) (230)

dabei istbL eine geeignet gewahlte Bezugsflache. Im vorliegenddrbEakichnetl, die Pro-
filtiefe undb die Spannweiteneinheit, Abb. 21.

Die Anwendung der integralen Impulsbilanz auf das in AbbeRigezeichnete Kontrollvolu-
menV ergibt

R=We,+Ae,=-K= —ygpndO, dO = bds,
oV
nach Division durchh Lo, u? /2 weiters

L

0
P—Dx N 1
Cyw €y + Cqey = _.7§,ooou§o/2 ZdSN —E{‘/cp_n_ dx+/cp+n+(—dx)}
L

OV S—=—~—— 0
C
P

L
1
~7 /(cp_n_ +cpeny) de
0

mit den Abkiirzungen,. = ¢,(x,01). Fir schwach gestorte Parallelstromung ergeben sith mi
dem Normalvektor fur Profilober- und Unterseite

ny(z)= Fy,(r)e, te, (231)
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die Darstellungen

L L
1 1
Ca / —Cp- +cpy)d Co~ =T /(cp_y'_ + cpryly ) da. (232)
0 0
Unter Verwendung von (215),
u(r,01) — Uoo 2y, (z)
Cpt ~ —2 o~ =+ Mﬂ; = (233)

erhalt man damit fur das gegebene Profil (225) die Resultat

2 L 4e
e~y ‘ S 234
¢ 7 M§O—1<y v+)|, e (234)
/ 24yt Hd ! {72(f2+4)+52} (235)
Cu ™~ r=——|=(f )
L\/MQ v ) M2 —1.3

Daraus sieht man, dass unter den gegebenen Voraussetaumgy@&herungen der Auftrieb
unablangigvon der Profilform (Wolbungf,,, Dicke 7) ist und derminimaleWiderstand bei
gegebenem Auftrieb fir = 0 (dinne Platte) erreicht wird. Trotz Vernachlassigung Rei-
bung ergibt sich im Allgemeinen ein nichtverschwindendeéi&kstand, weil sich die vom Pro-
fil ausgehenden Storungen ungedampft bis ins Unendliotiang rechts- und linkslaufender
Mach-Linien ausbreiten.

My >1

-

Uberschall(doppel)knall

U — Uso

Uoo

Abbildung 24: Wellenfeld und FeldgroRenstorungen eifegfligels (Parabelbogenzweieck)
im Uberschallflug.
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14.2 Inkompressible Potentialstbmungen

Es gelten nach wie vor die Voraussetzungen einer ebenéonstaen, reibungsfreien Stromung
ohne Schwerkrafteinflud und Warmeleitung, zusatzlidtegeochp = const. Die Massen- und
Impulsbilanz sowie die Drehungsfreiheit lauten

ou Ov

—+=—=0 236
Ox + dy ' (236)
1
v:-Vv=—-Vp, (237)
P
ou Ov
W, oy or 0 (238)
Aus der Impulsbilanz erhalt man die Bernoulli-Gleichud@) entlang einer Stromlinie,
2 2
p+pu v = const . (239)
Definiert man mit
w(z) =u(z,y) —w(z,y), z=z+iy (240)

die komplexe Geschwindigkedann stellen (236) und (238) d@auchy-Riemannschebif-
fenrentialgleichungen fiw dar. Danach istv(z) analytisch (d.h. ist in jedem Punkt komplex
differenzierbar und besitzt daher eine Potenzreihe) iareirinfach zusammenhangenden Ge-
biet in der Ebene. Die Stammfunktion variz) ist daskomplexe Potential

dF

F(z) = ®(z,y) +i(z,y), w= P (241)
es setzt sich aus Potential- und Stromfunktion zusammelneiwo
. oe 0y 0P Oy (242)

% oy "T oy o

die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen#ir) darstellen. Durch Differenzieren
und wechselseitige Elimination erkennt man, dass, ® und > die Laplace-Gleichung er-
fullen, sie stellen daher harmonische Funktionen dar.

Im folgenden soll die resultierende Krdkt auf einen Korper in einer inkompressiblen Potenti-

alstromung bestimmt werden, Fig. 25.
Fur das eingezeichnete Kontrollvolumgrergibt die Anwendung der Impulsbilanz

R:—K:—ggpndO, dO = bds , (243)
oV

nach denlUbergang auf die komplexe Ebene durch die Substitution

d
ds — dz = dz + idy, ndSﬁTZ:dy—idx, R— R=R,+iR,, 0V —C
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n

R J
[ Be— dz = dx + idy

Y

V,C

Abbildung 25: Kraft auf Korper in inkompressibler Potext$itromung.

ist weiters unter Verwendung der Bernoulli-Gleichung (239

%:—%p(dy—idx):z'%pdz:—%%(uQJrvz)dz.
c

C C

Mit w? = (u — iv)? = u? — v? — 2iuv und der an der Kodrperkontdr zu erfilllenden Randbe-
dingung

(V-n))cz(] = udy=vdx

ist (* bezeichnet die komplexe Konjugation)

w?dz| =...=@W+v*)(dz —idy) = (wd2)*

. = (u® +v*)dz.

c

Damit erhalt man daBlasius-Theorem

R ip 20|
i) {éw dz} : (244)

AulRerhalb des Korpers kann die komplexe Geschwindigkdtorm der Laurent-Reihe
a_1 a_9
w(z) ~ ap + - + = +
dargestellt werden, positive Exponenten treten dabet aighweilw(z) im Fernfeld beschrankt
ist:
wW(z — 00) = Ug — Vo = Qg -

Unter Verwendung des Residuensatzes erhalt man (die K6ntonschliel3t die singulare Stelle
z=0)

Slg wdz = 2ma_q ,
c
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und es gilt der Zusammenhang

%wdz=§1§(u—iv)(dx+idy):f(udx%—vdy):ygv-ds:f‘

C C C
mit der ZirkulationI', (77), d.h. fur das Residuum gilt
r

a1 — — .
271

Unter Verwendung von

2a00_ 2a0a_9 + a*
0 1+ 00—2 1

2 2 e
wh=ap z 22 +
erhalt man de®atz von Kutta—Joukowski
R ip 20 | W oo * ;
—=—— wdz| = ——= (21 2a0a-1)" = p (Voo — T, (245)
b 2 LJe 2

welcher besagt, dass die resultierende KiRaft: R, e,+ R, e, = p(v€;—ue,)I'/bsenkrecht
auf die Anstromrichtung steht. Anders ausgedriickt:meeinkompressiblen Potentialstromung
erfahrt ein KorpekeinenwiderstandD’Alembertsches Paradoxorgondern nur Auftrieb, falls
I # 0.

Fur das asymptotische Verhalten einer inkompressibléerBalstromung im Fernfeld =

v x? + y? — oo eines (auftriebserzeugenden) ebenen Korpers erhalaosn

a_2

w(z—>oo)~uoo—woo+% ?_‘_
, r , a_y (22 — y? — 2izy)
:UOO—ZUOO+W(_?/—Z$)+ A + o
das Ergebnis
Uso r -y _9
~ : 24
vir = o0) (voo >+27rr2 ( T >+O(T ) (246)

Zur Bestimmung des gesamten Stromungsfeldes kann(indre Laplace-Gleichung mit den
entsprechenden Randbedingungen (an der Korperkonturitnzvernfeld) zu losen versuchen,
oder(ii) einfache Fundamentallosungen der Laplace-Gleichunghdsmperposition an die vor-
gegebenen Randbedingungen anpassen. Wir wahlen letZtegang und betrachten zunachst
einfache Losungen der Laplace-Gleichung.

(i) Parallelstromung

W(2) = Uso — Weo = |Voo| (COsE — ising) = |voo| e = const, (247)
das komplexe Potential bzw. Potential- und Stromfunktiod slamit durch

F(2) = (tUoo — 100)2 = P + 1) = (U + Vol) + 1(Usoly — Vo) (248)
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gegeben.

(i) Quell-/Senkenstdmung
Fur eine Quelle bzw. Senke im Koordinatenursprung ist

F(z) =Alnz=Alnr +iA(p+2mm), AeR (249)
mit ‘
z=x+iy=re¥TT™  neN, r=+/22+y2, @zarctang
x
woraus

& =Alnr, ¢ =A(p+2mn) (250)

folgt. Aquipotentialliniend = const sind demnach konzentrische Kreise und Stromlinien
const Geraden durch den Ursprung, Abb. 26. Die Geschwindigkamgionente in radialer

Richtung ist durch
09 A
Y T
gegeben, woraus ersichtlich ist, dags> 0 eine Quell- undA < 0 eine Senkenstromung
bedeutet. Aus dem Volumenstrom pro Tiefeneinhedrgibt sich der Zusammenhang

Q =2mrv, =2rA = A= % . (251)

Abbildung 26: Quell-/Senken- und PotentialwirbelstrarguPotentiallinierb = const (strich-
liert), Stromliniemy) = const (liniert).

(iif) Potentialwirbel
Ein Wirbel im Ursprung wird durch

F(z)=—iBlnz, BeR (252)
beschrieben, damit ist
®=DB(p+2mn), @=-Blar. (253)
Die Tangentialkomponente der Geschwindigkeit ist
?rde 1’
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und daraus die Zirkulation

2w

r
F:§£V~ds:/vwrdg0:27rB = B:2—. (254)
i
c 0

Weitere wichtige Vertreter von einfachen Potentialstutigen sind Eckenstromungén oc
z¥, v € R und Multipole, welche hier nicht weiter behandelt werderegéh der Linearitat
der Laplace-Gleichung gilt daSuperpositionsprinzipdie Erfullung von Randbedingungen
(Korperkonturen, Begrenzungswande, Symmetrien) kaamAdwendung deSpiegelungsprin-
zipeserfordern. Beispielsweise ergibt sich fur die Stromfumktder Stromung nach Abb. 27

(z,y) = usly + g arctan y—4a + g arctan ytra ) (255)
2T T 2T T

Y

Uoso

— Q
}

a
Spiegelungsquell® QJ

Abbildung 27: Quelle in Parallelanstromung Uber Wandw&ndung des Superpositions- und
Spiegelungsprinzipes fir inkompressible Potentiaistriig.

14.3 Methode der Singularititenbelegung

Diese leistungsfahige Methode stellt die Grundlage fiohtige numerische Verfahren (z.B.
Panel-Methoden) dar. Hier soll sie auf ebene, inkompréssithwaclkgestorte Parallelstromun-
gen angewendet werd€Rrofiltheorie) Abb. 28. Wir suchen die an die Randbedingungen an-
gepasste Losung der Laplace-Gleichung

AD=0. (256)

Das Superpositionsprinzip ermoglicht die Zerlegung ie parallele Anstromung sowie ein
Storpotentialp,

Q(2,Y) = UooT + Vooyy + 0(2,Y), © =@+ Pa+ puw~O(T,€), (257)

das weiters in die durch Dicken-, Anstell- und Wolbeffeldryorgerufenen Anteile zerlegt
wird. Die Begrindung dafur liegt in der moglichen Linisa&rung der Randbedingungen an
der Profilober- und Unterseite (tangentiales Umstromi@nileine Storparametet, ¢ < 1,

U(xvyzl:) U(x,Oi) 1
(2. ys) ~ uoo —|—O(7'2,7'€,€2) ~ E [5uoo+30dy+<pay+<pwy] (x,04) = y{U:I:yél, (258)
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y i
A yw(z) ... Skelettlinie
f Y4 ()
0 * L T
= y—(z)
y - —
yd(fE) — Y+ 5 Yy
Uoso K
P Dickeneffekt
X
—Yd

+ | Anstelleffekt
g / X

y
Y+ +y—
yw( ): + 5
Uoo
+ /\ Wolbeffekt
X

Abbildung 28: Storungstheorie fur dinne, schwach ataljés Profile in inkompressibler Par-
allelanstromung: Dickenparameter= d/L < 1, Anstellwinkele < 1. Zerlegung in Dicken-
Anstell- und Wolbeffekt.

wobei die Naherung., ~ cu,, + O(e®) verwendet und die Profilkoordinatenfunktionen in
einen symmetrischeny) und antisymmetrischeny) Anteil zerlegt wird:

Y+ =Yw T Ya, Y- =Yu — Ya- (259)
Aus den Randbedingungen (258) wahlt man die Zuordnungen
Oay(2,04) = Tuoc¥y (1), Pay(2,01) = —Use,  Quy(r,01) = uscl, (). (260)
Im folgenden werden die unbekannten Storpotentigley, undy,, bestimmt.
(i) Dickeneffekt

Aus Symmetrietiberlegungen kann die symmetrische Ummstng eines symmetrischen Profils
keinen Auftrieb liefern. Die Korperkontur wird durch eikentinuierliche Quell- und Senken-
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verteilungd@ (Superpositionsprinzip) entlang derAchse erzeugt, Abb. 29,

L
pile.y) = 5= [ a(@) =T F R de. (261)

0

dabei istg(z) die Belegungsfunktian

_dQ .
Yy c{Q =% d¢§ = q(&) d¢
O H
£ d¢ T

Abbildung 29: Quell-/Senkenbelegung zur Erzeugung eigesigetrischen Korpers.

Nach Differentiation

und Grenzwertbildung

L
1
Pay(w,04) = o /Q(f) ylifgli m dg = i@ = Fucyy(T)
’ +rd(x — €)

ergibt der Vergleich mit der Randbedingung (260) die gesuBelegungsfunktion

q(x) = 2uooyy(z) - (262)

Falls es sich — wie im vorliegenden Fall — um einen geschiess&orper handelt, mul3 die
Gesamtquellstarke verschwinden:

L
L
/q(x) dz = 2uya(T) .= 0.
0

(i) Anstelleffekt

Wegen der Asymmetrie der Stromung wirkt eine Auftriebfi@af die diinne, angestellte Plat-
te. Nach dem Satz von Kutta-Joukowski (245) ist die Gesakuation der Stromung daher
[' # 0. Zur Darstellung des Storpotentials superponiert maglitdi eine kontinuierliche Wir-
belverteilungdl” entlang der:-Achse

L
1 dr
eule.) = 5o [l mctan Yoag,ar = Goag—n(ode. (@63)

0
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Differentiation nachy liefert

1 ‘ —&)
ay_2_/ ydgv
0

und Grenzwertbildung sowie der Vergleich mit (260)

L
Pay(2,04) = % gf 7a($) A€ = —upe . (264)
2

Das Integral ist im Sinne dég3auchyschen Hauptwertes

Fostucom] 128

xr+e€

(265)

zu verstehen. (264) stellt eine singulare Integralglenchl. Art (Betzsche Integralgleichung)

der allgemeinen Form
b

1 (&) rel
2l f@)., welad (266)

a

mit dernicht eindeutige.dsung

jfv _ab_ d§+c] C = / z)dz (267)

%(x):w\/(x—a b2 {

dar,C = T ist eine beliebige Konstante, [12]. Im vorliegenden Falkis= 0, b = L, f(z) =
2u.e = const und die Belegungsfunktion daher

7Vi(L_;§)dg+C]

J

(L~ 22)/2

Diese Nichteindeutigkeit der Losung ist eine Folge demdehlassigung von Reibungé —
oo0) und drickt sich in der Beliebigkeit der Gesamtzirkulatibaus. Zur eindeutigen Bestim-
mung der Losung bendtigt man daher eine zusatzliche Ameawelche aus der Beobachtung
kommt: es zeigt sich, dass die Hinterkante nicht umstromd,ysondern die Stromung die Hin-
terkante glatt verlasst. Diese #atta-Bedingundpekannte Forderung an die Losung lautet

1

Ya(®) = oL [2%05 ,

u(L,04) = us bzw. ¢ (L,04) =0. (268)
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Mit

_ y L
Pazr = _§ Va(g)mdg, — Spax(l', Oj;) =...=F

0
folgt aus der Kutta-Bedingung, (L) = 0 und daher

L—=z

C=T=—cmuxl, 7.(r)=—2euq
x

(269)

(iii) Wolbeffekt
Die Asymmetrie der Stromung ist ebenfalls auftriebsegesul, in Analogie zum Anstelleffekt
wird die x-Achse mit einer kontinuierlichen Wirbelverteilung beteg

L
ou(z,y) = % /vw(g) arctan ——— d¢ (270)
0
Unter Verwendung von (260) ist
L
ol 02) = 5 2 ag =yt 0 (@11)
0

und mit (266), (267) sowie = 0,b = L, f(z) = —2uy,,(x)

NONSER (Y f

mit noch unbestimmter Zirkulation. Wie vorhin legt die Kutta-Bedingung glatten Abstromens
an der Profilhinterkante,,.(L, 0.) = 0 die Zirkulation fest:

L
(L) =0 = r:2uw/,/%_£y;,(§) de . (272)
0

Zusammenfassend lautet die Gesamtlosung fur die Prafildmung nach Abb. 28 daher

L

el S e i

0

d
55

(273)
Der elliptische Gleichungstypus der Laplace-Gleichunmiu in der Losung durch die Inte-
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grale Uiber die Koordinatenfunktionen zum Ausdruck. FarRBerechnung der Auftriebskraft ist
nur die Geschwindigkeitsstorung an der ProfiloberflaaheRelevanz, man erhalt

L
u(x,Oi)—uooN1¢ <£)d§j:5 L—x

Uoco

(274)

e /wa ) de - f v, (6) de|

Die Druckverteilung in Form des Druckbeiwertes an der Rybélflache ist nach (215) damit
uber 0
p(2,05) =: ¢y ~ —2 “(x;;& (275)

verknupft, fur den Auftriebsbeiwert folgt damit weitarsfihrender Ordnung

L
1
Ca / (cpe — cpy)d (276)
0

Daraus sieht man wieder, dass der Dickeneffekt keinen&gtum Auftrieb liefert. Die Um-
stromung der Profilvorderkante bewirkt eindlasensogder die Auftriebskraft aus der Senk-
rechten zurz-Achse um den Anstellwinket in Ubereinstimmung mit dem Satz von Kutta-
Joukowski A | v..) verkippt.

Anwendungsbeispiedingestelltes Parabelbogenzweieck in inkompressibler, ilringsfreier
Stromung

Gesucht ist der Auftriebsbeiwert fur ein unter dem Winkek 1 angestelltes, gewolbtes,
dinnes Profil der Koordinatenfunktionen

yi(x):(fwzl:Q)Tx(l—%), 0<z<L, 1<1, fo~O(1). (277)

Nach (259) und Abb. 28 ist

ya(x) = 272 (1 — %) . Yu(x) = fuTx (1 — %) , (278)

die Auswertung von (274) ergibt damit, Abb. 30, 31,

w(r,04) — uoo 27 2x | L x
. 7T[2—i—(1 L)lnL ] :|:2wa L 1
DE WE
(279)
Die Verwendung von (275) und (276) liefert nach Integration
Cq ™~ 2TE + [T . (280)
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Die Profiltheorie liefert fur den Dickeneffekt (DE) an Vad und Hinterkante inkorrekte Resul-
tate: tatsachlich befinden sich dort StaupunKte 0) = «(L, 0) = 0, die Voraussetzung kleiner
Storungen ist in deren Umgebung nicht gegeben, was sicbgarithmischen Singularitaten
ausdruckt, Abb. 30(a). Der Nasensog wird durch die Unmstnidg der scharfen Vorderkante
beim Anstelleffekt erzeugt und macht sich dort in einer Véisingularitat der Geschwindig-
keitsstorung bemerkbar, Abb. 30(b). Weiterfuhrende eks$p der Profiltheorie findet man in
[23].

0.4 T T T T I I

0 = """ ' """"""""""""""""""""""""""""""""""""" .‘ """""" -1

/N V(@ ya)|
Uoo

02 F

04 F

-06 F

_— Staupunkt
e log-Singularitat

1.2 1 1 1 1 |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 x/L 1

1 I 1 1 1 1 1

U(ZE, 0+)
Uoo

0 | 1 1 1 1 3
0 0.2 0.4 0.6 0.8 H?/L 1

Abbildung 30: Geschwindigkeitsstorung an der Obersedt® [rofils (277). (a) Dickeneffekt
(DE), T = 0.2: Storungsrechnungsergebnis (279) (punktiert) und nistiee Rechnung (Panel-
Verfahren, liniert). (b) Anstell- (AE) und Wolbeffekt (WEnite = 7 = 0.2, f,, = 1 nach (279)
(punktiert) und exaktes Resultat fur AE (konforme Abbiduliniert).
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3 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 08 /L 1

Abbildung 31: Druckverteilung am Parabelbogenzweieck7{Xdarc = 7 = 0.2, f, = 1:
Profiltheorie (279), (275) (punktiert, ~ 1.89 nach (280)), numerische Rechnung (liniert,
co =~ 2.17).

70



15 Grenzschichttheorie

In vielen wichtigen aerodynamischen Anwendungen ist dieemer charakteristischen Korper-
abmessung gebildete Reynolds-Zahl sehr gRd#3> 1, sodal’ die Stromung naherungsweise
als reibungsfrei angesehen werden kann (siehe Kap. 14pbHangig von der Grol3e vdre

ist aber in der Nahe der Korperoberflache wegen der doerfillenden Haftbedingung Rei-
bung immer von wesentlicher Bedeutung, sie ist fur den iRebwiderstand des Korpers in
der Stromung verantwortlich. Zur Berechnung des Reibwidgrstandes schlanker Korper bei
hohenReZahlen betrachten wir der Einfachheit halber stationébene, inkompressible, lam-
inare Stromung eines newtonschen Fluides mit konstaritdfw@rten, Abb. 32.

0
y :

® =0
Uoo P
T \

_— \—I @ | -

Pocs Pr V - *

L

Abbildung 32: Stromung bei hohen Reynolds-Zahlen: regsfireies Aul3engebiél),
Reibungsgrenzschicli).

Mit den dimensionslosen Groflen

x X U v P — Poo
- = v = - = 281
x (y) / ’ (v) ﬁoo’ p pTL? ( )

lauten Kontinuitats- und Navier—Stokes-Gleichung (67)

1

V-v=0, (V-V)V:—Vp+Re

Av, (282)
die Randbedingungen sind

y=04, 0<zx<1: wv=0 .. Haftbedingung

. (283)
r=\/x*+y>?—>©: v—e,, p—0 ..Fernfeldbedingung
Da die Reynolds-Zahl o
Ul L
Rei= -2~ = 2] (284)
1%

— wie schon bei schleichender Stromung — die Rolle einegp8tameters einnimmt, erwar-
ten wir weger, < L den Zusammenbruch einer regularen asymptotischen Bdtwig der
FeldgroRen fuRe — oo im Nahfeld des umstromten Korpers. Tatsachlich fulet thrma-
le GrenzubergangRe — oo in (282) auf die Euler-Gleichungen (inkompressible Pagtnt
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stromung), d.h. zum Verlust des Terms mit der hochstereitan) Ableitung (Reibterm) und
damit auch einer Randbedingung. Offensichtlich kann daamdftbedingung an der Korper-
kontur nicht mehr erfullt werden. Es handelt sich wiederainsigulares Sbrproblem bei dem
die AuRenstdmung@) reibungsfrei ist und die Forderung der Haftbedingung anKieper-
wand die Existenz einer dunn@&renzschich) in der Nahe der Korperoberflache erzwingt, in
der innere Reibung nicht vernachlassigt werden kann.

Zur Abschatzung der GrolRenordnung der Grenzschichedicknd der wandnormalen Ge-
schwindigkeitv innerhalbder Grenzschicht folgt unter Beachtung der GrofRenordsnetey
tionenu ~ p ~ z ~ O(1), y ~ O(J) aus der Massenbilanz (282)

?%—? =0 = wv~J, (285)
<= \,y-/
~1 /s

und damit weiters aus der Impulsgleichung (282) furadiichtung

ou ou op 1 (02u 02u> 1
U—+v—=— — +5-| 75+ 5735 = 0~ ; (286)
Ox dy Jr, Re Qx/ Qy// vRe
~1 1 ~1 ~1 1/62
sowie aus der Impulsgleichung (282) fur giRichtung
2 2
u% + ’U? :—? é(% %) ?:O, p=np(x). (287)
B LR v
Re ~ /Re VRe

Zusammenfassend i§t~ v ~ O(Re/?), und der Druck Uber die Grenzschichtdicke ¢in
Richtung) konstant.

Damit konnen die asymptotischen Entwicklungen der Fé&l@gn fur die reibungsfreie Aul3en-
und reibungsbehaftete Grenzschichtstromundrig— oo angegeben werden:

Aul3engebiet@): Potentialstromung

Mit
v~ vo(z,y) +OReV?), p~po(z,y) + O(Re?) (288)
erhalt man aus (282), (283) in fuhrender Ordnung
1w+ v} :
AP =0, vo=Vd, py= 5~ ] ;L %o Bernoulli-Glg.,
y=0s,0<2<1: vog-_.n =0 — 1(z,0L)=0 ...tangentiales Gleiten
+e,
r—o00: Vg—e€,, ps—0.

(289)
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Innengebiet2): Grenzschichtstromung

Unter Verwendung deBrenzschichtkoordinate
7 :=VRey ~ O(1) (290)
und den Entwicklungen
u~U(z,j)+OReY?), v~Re?V(z,5)+0ORe?), p~ P(zx)+0O(Re'?) (291)
erhalt man aus (282) in fuhrender Ordnung Erandtlschen Grenzschichtgleichungen

ou oV oU _oU AP U
wte =" UtV =t o (292)

welche vorparabolischenGleichungstypus sind (zweite Ableitungen nactreten nicht mehr
auf). Das bedeutet, dass die Losung der Grenzschichtgilegcan einer Stelle nur vom strom-
aufseitigen Losungsverhalten abhangt. Fur die Benaopmaler Grenzschichtstromung benotigt
man daher die Vorgabe einer Anfangsbedingung

r=0:U=Uy(y), (293)
an der Korperwand ist die Haftbedigung
g=0:U=V=0 (294)

zu erfullen und am Grenzschichtrapd— oo muf3 die Grenzschichtstromurxy an die Aul3en-
stromung) angepasst werden. In fuhrender OrdnahdRe') gilt die Anpassungsvorschrift

lim U(x,yVRe = hm U = U(z,00) = up(z,0) =: upyw(z),
R ( Y )yﬁx Re. 0( /_)yﬁx ( ) 0( ) 0()
lim P(z)= lim P(x) = po(z,0),

R (x) Re. po( /_) 7 fix (z) = po(x,0)

(295)
d.h. der DruckP(z) ist innerhalb der Grenzschicht nicht unbekannt, sondemdes Auf3en-
stromungaufgepiagt Nach der Bernoulli-Gleichung gilt der Zusammenhang

Plx) = % - @ (296)

mit der Wandgeschwindigkeit,, (=) der Potentialstromung. Mit Hilfe der Stromfunktigriz, 9)
(U = vy, V = —,) laldt sich das Grenzschichtproblem kompakt formulieren:
Vg Vge — Vo tbyg = =P’ + gz,
uowu{)w
y=0: Y=1;=0 .. Haftbedingung (297)
y—o00: 1y — ug(xr) ..Anpassungsbedingung
r=0: Y=1(y) ...Anfangsbedingung
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Daraus wird dasierarchische(klassische) Grenzschichtkonzept ersichtlich: zuersR rdie
Aulenstromungu,,,) berechnet werden, anschliel3end wird die Grenzschicblgieg (i.A.
numerisch) integriert.

15.1 Grenzschichtkenngol3en
(i) Wandschubspannung

Die Auswertung der Reibspannungstensorkompongptergibt in der Grenzschichtnaherung

, hy filiee (Ou  Ov 1 oU _q
—_= = = —_ - ~N R

VRedy

g,
dabei istr(z, y) := 0U/0y die Schubspannung und

(@) = ou

= (298)

7=0

dieWandschubspannunie Grenzschichtstromung ist drehungsbehaftet, dib&starke (50)
ist proportional zur Schubspannung:

Lo, v Ou 510
— =% " 7 ¢R_ea—g+0(1). (299)

= —_—~ —

Wy

Die Wandschubspannung dient zur Berechnung der Widerskeait, im Falle stationarer Stro-
mung lautet daStromungsalidlsungskriterium

Tw(T = 20) =0, (300)

die (klassische) Grenzschichtrechnung versagt fitrz.

|

L

U ()

Abbildung 33: Grenzschicht-Verdrangungsdickér): die beiden grauen Flachen sind gleich
grol3.
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(i) Verdr angungsdicke

Die Erfullung der Haftbedingung an der Korperoberflablegvirkt ein Abdrangen der Aul3en-
stromung, der Korper erscheint um dlerdrangungsdicke

5 (x) = \/Fe_e5f = 70 (1 _ Ul g)) dy (301)

Uy ([L’)

aufgedickt, Abb. 33. Diese Kenngrole ist fur Grenzsditihgdorie hoherer Ordnung von Bedeu-
tung. Erweiterungen und Anwendungen der Grenzschichtth&odet man in [13], [25].
AnwendungsbeispieWiderstand einer parallel angestomten dinnen Platte

Gesucht ist der Widerstandsbeiwert einer diinnen Platté4tege L und der Breite), welche
in ihrer Ebene unter der Annahme holfxZahlen angestromt wird, Abb. 32.

Die Potentialstromung ist in fuhrender Ordnung durch

Vo(l’,y) =€, po(x,y) =0, qu(Z’) =1 (302)

gegeben, die Grenzschichtgleichung vereinfacht sichrdadwu

¢3j wgz - ¢:v 1%37 = wggg , + RB. (303)

Wegen der Parabolizitat der Grenzschichtgleichung darEdsung nicht von der Plattenlange
abhangen, was ei8hnlichkeitsverhalteerwarten laf3t: der Ansatz

W(a,g) = p(@) fn), 1= % (304)

mit den zu bestimmenden Skalierungsfunktiongn), 5(z) und derAhnlichkeitsvariablem
fuhrt (303) auf

fAP0—pd) = [0 ="
Die Forderung, dass diese Gleichung keir@bhangigkeit enthalt, d.h. auf eine gewohnliche

Differentialgleichung reduziert wird, laf3t sich durgh= § = /2x erfullen. Damit erhalt man
das nichtlineare RandwertprobldBlasius-Gleichungjler Plattengrenzschichtstromung

f/// _|_ ff// — ,
f(0)=f'(0) =0 ...Haftbedingung (305)
f'(n— oc0) — 1 ... Anpassungsbedingung

Die numerische Rechnung ergibt die Feldgro3enverlaufdb. 34 und die Grenzschichtkenn-
grofien
_f"(0) 0.332

Vgm0 b(x) T Vi

(306)
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/ fydn =2z hm n(n—f)~172Vx. (307)
0

Abbildung 34:Ahnlichkeitslosung der PlattengrenzschichtstromBtgomfunktionf(n), Ge-
schwindigkeitsprofilf’(n), Schubspannung (Wirbelstarkg}(n).

Die resultierende Widerstandskr&ft erhalt man aus der integralen Impulsbilanz fiir ein an die
Korperoberflache gelegtes Kontrollvolumen:

P L 0
~ ~ P ~ - -
—K:ygﬁndO: —% p ndO—l—/(—&;yex) ny bdf—l—/&;yem ny, b(—dz)
~~ ~—
v A% 0 -1 i 1
%,_/
~ 1
uuoo ~
+0(1) |dz = We, .
/( 5@/ 7=0 ( )) !
0
Tw(x)
Mit 7, fur die Platte erhalt man fur den Widerstandsbeiwert) A35,
Cp = W/(®L) 26 +O(Re!), Re— . (308)

pu, /2 vRe

Eine genauere Analyse zeigt, dass die Grenzschichtappatixin in der Nahe der Platten-
vorderkante versagt (erkennbar am singularen Verhaleen\andschubspannung (306) fur
xr — 0), dieses Versagen sich aber nicht in fuhrender Ordnung(308) bemerkbar macht.
Auch an der Plattenhinterkante (sprunghaftederung der Randbedigung an= 1, § = 0)
versagt die klassische (hierarchische) Grenzschichitheein lokales Grenzschichtwechsel-
wirkungskonzept (triple deck Theorie) schafft hier Abailf
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Abbildung 35: Plattenwiderstandsbeiwetf (Re): o ... Mel3punkte,e ... Navier—Stokes-
RechnungRe. ~ 5 x 10° ... kritischeReZahl fur laminar-turbulenten Umschlag.
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