B
4. Quantenstatistik

Q 4.1 Grundbegriffe

© 4.2 Quantenmechanische Dichteoperatoren

© 4.3 Ideale Quantensysteme

G. Kahl & F. Libisch (E136)

Statistische Physik | — Kapitel 4



4.1 Grundbegriffe

@ Hamilton-Operator
H beschreibt das System vollstdndig; Hamilton-Operator ist
selbstadjungiert

@ Hilbert-Raum, Zustandsvektor

[¢]

Gesamtheit (" Zustand") durch einen normierten Zustandsvektor |W),
(mit ((W|W); = 1) beschrieben, der Element eines geeignet gewahlten
Hilbert-Raumes ist

o tist die Zeit (wird weggelassen, wenn sie nicht wichtig ist)
o in diesem Hilbert-Raum nehmen wir an, daB es ein vollstandiges

Orthonormalsystem (Basis) von Vektoren, {|n)}, gibt

verschiedene " Darstellungen” von |W); mdglich:
* Ortsdarstellung: (r, W), = W(r) "Wellenfunktion”  ("q =r)"
* Impulsdarstellung: (k, V), = W(k) bzw. (p, W), = W,(p), mit p = hk

o |W); kann auch von Spinvariablen abhingen
o es kdnnen auch gewisse Symmetrieanforderungen an |V), gestellt

werden (Bose-Teilchen, Fermi-Teilchen)
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4.1 Grundbegriffe

o (a) reine Zustinde |V),

(b) nicht-reine (gemischte) Zusténde: reine Zustinde |W;), liegen mit
Wahrscheinlichkeiten p; vor, mit Z,. pi=1

@ Observable
jeder (klassischen) Observable X wird ein Operator X _zugeordnet, der
selbstadjungiert ist, also X = XT: insbesondere E = H
(Zuordnung kann eventuell schwierig sein)

@ Zeitabhangigkeit
Zeitabhingigkeit des Zustandsvektors durch Schrédinger-Gleichung
gegeben

" .0
H‘\U>t = Iha“u)t

die fiir eine gewisse Anfangsbedingung geldst wird
Beispiel fiir H (Ortsdarstellung):

X N o N
A== o-ni+) Vai—al) + > @(lai)
i=1 i<j i=1
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4.1 Grundbegriffe

Gegenliberstellung Statistische Physik basierend auf der

klassischen Mechanik (KM)
Quantenmechanik (QM)
@ Zustdnde

KM "reiner Zustand": Trajektorie im Phasenraum {p"(t),q"(t)}
" gemischter Zustand": Vielzahl (Ensemble) von Zustinden,
beschrieben durch Verteilungsfunktion pg(p"(t),q"(t))

QM Zustandsvektor |W) = |W), entspricht einem reinen oder gemischten
Zustand
Mittelwertbildung mit Hilfe des Dichteoperators p, der folgende
Eigenschaften hat

p=p" Sp(p)=1 Sp(p°) <1

* ist |W) ein reiner Zustand, dann ist
p=|WyWw| mit =4 und Sp (ﬁz) -1
und der Mittelwert einer Observablen X ist berechnet sich iiber
(X) = (W|XW) = Sp(pX)

G. Kahl & F. Libisch (E136) Statistische Physik | — Kapitel 4 26. April 2016

4/25



4.1 Grundbegriffe

* ist |W) kein reiner Zustand, dann ist

p=> " Wipiwi|  mit p=pt  P#£p und  Sp(p?) <1
und der Mittelwert einer Observablen berechnet sich iiber

(X) = ZP:‘(W:‘|XW:‘> = Sp(pX)
@ zeitliche Entwicklung '
KM klassische Hamilton-Bewegungsgleichungen, basierend auf der
Hamilton-Funktion H(p"(t),q"(t))
QM Hamilton-Operator A und Schrédinger-Gleichung
es gilt die von Neumann-Gleichung (vgl. Liouville-Gleichung)
0 ioa
h=—51A.7]
@ Observable
KM X = X(p"(t),q"(1))
Zeitmittelwert: (X);
Scharmittelwert: (X)g in den verschiedenen Ensembles

QM Observable X = selbstadjungierter Operator: X
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4.1 Grundbegriffe

@ Ununterscheidbarkeit der Teilchen
KM Sind die {p"(t),q"(t)}, sowie H# und X unter Teilchenvertauschung
invariant = Korrekturfaktor 1/N! (Gibbs)
QM Ununterscheidbarkeit stellt in der QM eine starkere Forderung dar als in
der KM
= zwei einander ausschlieBende Klassen ununterscheidbarer Teilchen
mit weitreichenden Folgen
o Bose-Teilchen: Teilchen mit ganzzahligem Spin
(Photonen, Phononen, ...);
Zustédnde sind vollkommen symmetrisch
o Fermi-Teilchen: Teilchen mit halbzahligem Spin
(Elektronen, Protonen, ...)
Zustédnde sind vollkommen antisymmetrisch
Sei |W) Zustand eines N-Teilchensystems; Ortsdarstellung:
(X1, xn), W) = W(x, -, xn)
wobei x; = {q;,si} miti=1,--- N
Bei einer Transposition pj; gilt
W(Xe, o Xiy e Xy X)) = —W(Xey o Xj e Xy XN)
Bei einer Permutation P = [M;;p; = Vorfaktor (—1)""), wobei n(P)
Zahl der Transpositionen in P sind
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4.1 Grundbegriffe

weitere Bemerkungen
o Ahnlich wie in der klassischen Theorie, werden Erwartungswerte der
Observablen in der quantisierten Theorie kleine Schwankungen um den
Zeitmittelwert ausfiihren; " Streben ins Gleichgewicht”
o Wiederkehr
KM Wiederkehrzeit von Poincaré
QM Quantenmechanische " Wiederkehr":
* zeitliche Abhingigkeit eines reinen Zustandes: ~ exp[—i/hEt]
* zeitliche Abhangigkeit eines gemischten Zustandes:
Linearkombination aus Faktoren exp[—i/hE,t]
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4.2 Quantenmechanische Dichteoperatoren

4.2 Quantenmechanische Dichteoperatoren

gegeben Hamilton-Operator A mit (orthonormierten) Eigenzustdnden
{|n)} und Energieeigenwerten {E,}

Hin) = Ealn)

@ mikrokanonisches Ensemble
Makrozustand definiert durch E, V', N
zum mikrokanonischen Dichteoperator p,,, tragen alle Eigenzustinde
|n) mit gleichem Gewicht bei, mit Energien aus E, € [E — A, EJ;
Sei Q(E; A) Zahl der Energieeigenzustande im Intervall [E — A, E]

und sei 1
ey | dm  EElE-AE
0 sonst
dann ist
pm= > |mp(E){n|  mit Sp(pm)=1

mE,€[E—AE]
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4.2 Quantenmechanische Dichteoperatoren

mikrokanonischer Entropieoperator Sm

Sm=—knlnpm=—ks S |n) Inp(Ey) (n]

nE,€[E—A,E] —InQ(E:A)
mit
(Sm)m = SP(PmSm) = -+ = ks InQ(E; A)
@ kanonisches Ensemble
Makrozustand definiert durch T,V N
Dichteoperator
pro= e B = L3 nyeBEn(n Z| _e—,BEn (nl
Z Z
n \q’—/
pP(En)

mit

Zi(T,V,N)=Sp (e_ﬁ’:’) = Ze—ﬁEn
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Thermodynamik

F(T,V,N) = — kT In Z
Mittelwert einer Observablen X («+ Operator X)

(X)k = Sp(pX)

kanonischer Entropieoperator Sy

S = —kgIn px
mit
(Sk)k = Sp(pkSk) = —kBSp(pk In pr) =
= — ks Sp Pk Inexp[—BA]) +knSp(pkIn Zi) =
—+Sp(pH)=—F(E)x
1 1
= —(BE)y— =F
7—< )k T
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4.2 Quantenmechanische Dichteoperatoren

@ groBkanonisches Ensemble
Makrozustand definiert durch T,V u
Operator der Teilchenzahl N: Ni|n) = N|n)
(Achtung: Hilbert-Raum)
Dichteoperator .
5 — o B(H-uN)
Pg Z,
mit (beachte [H, N] = 0)

Zg(T,V,pu)=Sp (e_ﬁ('ﬁ’_“m> = ZSp <e_/3(’:’—MN)> — Z Z,ePreN
N N

Mittelwert einer Observablen X («+ Operator X)

A

(X)g = Sp(PgX)
groBkanonischer Entropieoperator §g

~

5, = —kplnpg
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4.2 Quantenmechanische Dichteoperatoren
mit

<5g>g = Sp(ﬁggg) = _kBSP(ﬁg In ﬁg) =
1

<N>g - %J(Tv V,M)
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4.3 |deale Quantensysteme

4.3 ldeale Quantensysteme

Systeme nicht-wechselwirkender Teilchen, deren Wechselwirkung also
entweder nicht vorhanden ist oder vernachlassigt werden kann
Beispiele:

@ ideale Quantengase, Photonen, Phononen

o Elektronen im Magnetfeld

° ..
Dann ist
I:Ia I:Ia’wa,ia> = €a,i, ’wa,ia>

NE

A=

o

Il
Lv—fn—l

O'(/:Ia) = {€0,0,€a,1;--- } Spektrum von A, a=1,....,N, i=0,1,...
Weiters

AW =elw)  mit  |W)=nNN_,|w,.) Produktzustand

sowie

€ = E €a,ig,

o=
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4.3 |deale Quantensysteme

Beachte

@ |V) hat a priori keine Symmetrieeigenschaft
o Falls die N Teilchen ununterscheidbar sind, dann muf

o |W) bei Bose-Teilchen symmetrisiert werden
o |W) bei Fermi-Teilchen antisymmetrisiert werden

o Darstellung von |W) mit Hilfe von Besetzungszahlen

o Ubergang von N-tupel der (€q=1,i,, " ,€a=n,iy) U den
Besetzungszahlen (n;—q, nj—1,---) der Energieniveaus (€;—o, €j—1, )

mit
Zn,-:N und Zn,-e,-:E
i i

Summe iiber alle Indizes i (mit i =0,1,...) des Spektrums
o n; gibt an, wieviele Teilchen sich in einem Zustand mit der Energie ¢;
befinden (mit i =0,1,...)
@ Konsequenz
» n;=0,1,2,--- fiir Bose-Teilchen
» n; = 0,1 fiir Fermi-Teilchen
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4.3 ldeale Quantensysteme

Berechnung der Thermodynamik

@ kanonisches Ensemble
Einschrankung ", nj = N ist immer zu beachten = lastig

@ groBkanonisches Ensemble

Zg = > N Z(N) =
N N

oo
= E ZZ" "ie—/j' doi€in;
N=0  (no,n1,);>; ni=N

mit
z=¢"

und

Zk(N) = Z e B2 ieini
(nog,n1,- );>-; ni=N
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4.3 ldeale Quantensysteme

explizite Berechnung von Z,

Zo= >y meerme
N=0 (no,nl,m);zin;:N

[e.e]

= Y > n; (ze_ﬂel‘)ni

N=0  (no,ny,);>2; ni=N

= Z I'I,-(ze_ﬁf’)m

no,ny,---

CE ) S )

no m

= I Z(Ze_ﬁe")ni

nj

[e.9]
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4.3 ldeale Quantensysteme

(a) Bose-Teilchen: n; =0,1,2,---
Zustandssumme, Thermodynamik

Z(T,V,p) = I [Z (ze=741) ]

geometrische Reihe: ) 7% x/=1
1 1
"1—zePei "1 —eBle—n)

1
—Xx

J=—kpTInZy=kzT Y In (1 _ e—ﬁ(e;—u))

mittlere Teilchenzahl

(NYyg=N = kBT‘9

op
kBT—l ZIn(l—e (ci= >)1

_ e Blei—p)(_
kBTZ —e /6(6 N) ( 1)6

InZg
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4.3 ldeale Quantensysteme

also

<N>g:szm:Z<n,>g

i
mittlere Besetzungszahl
-1
N (Bla—m) _ -z
(nilg (e 1) efei — 7

Bose-Einstein (BE) Verteilungsfunktion

Bemerkungen
o damit (nj)g > 0 muB u < €
o fiir p — ¢; divergiert (n;)g = Bose-Einstein-Kondensation
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(b) Fermi-Teilchen: n; = 0,1
Zustandssumme, Thermodynamik

Zy =1 Z (ze_'&")n' =; (14 ze 79)

I‘I,'=O,1

J=-kgTnZg = —kgTH In(1+ze P4)

= kT In (1 n e—mﬁf—m)

!
mittlere Teilchenzahl

9
o

— Ky T% Z In (1 + e_,;(é,._#))

1

= kpT Z (1 + e—ﬁ(e;—#)) - e Ala—mg

1
= Zmzz<”i>g
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4.3 ldeale Quantensysteme

mittlere Besetzungszahl

(m)g = (2 1 1)

Fermi-Dirac (FD) Verteilungsfunktion

Sei x = fB(¢; — p) dann gilt fir x > 1, bzw. (¢; — p) > kpT:

(n)g ~e” (€i=1)  Maxwell — Boltzmann (MB) Verteilungsfunktion

sowohl fiir die BE als auch fiir die FD Verteilungsfunktion
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4.3 ldeale Quantensysteme

Zustandsgleichungen

mit

PV

8
Hy

(N)g =) (n)g BEund FD
(mi). = (eﬁ(e,-—/t) — 1)_1 BE
e (efe=# +1)7"  FD

—J=kTInZ =
FhkpTY In (1:er—f3€f) BE (—1), FD (+1)

—Ze, ni)e BEund FD

= kalorische und thermische Zustandsglelchungen (schwierig)

Zustandsdichte D(e) )
wenn die €; sehr dicht liegen, dann ist der Ubergang zur sogenannten
Zustandsdichte D(e) sinnvoll
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4.3 ldeale Quantensysteme

Dabei ist f:f deD(¢€) die Zahl der Einteilchenzustédnde mit einer
Energie aus [e1, €2]

Ist die kleinste Energie €9 = 0, dann sei

Dle) = /oedeD(e) b, D(e):%f)(e)

Weiters gilt die Annahme, daB lim¢_, ., f)(e)e_“ = 0 fiir alle ¢ > 0;

dann gilt mit (n;)g; — fer(€) bzw. (n;)g — frp(€)
W) = [ den@ 0

PV = /Ooodeﬁ(e)fD(e)

(E), — /OoodeeD(e)fD(e)

mit D = BE oder FD
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4.3 |deale Quantensysteme

Zusammenfassend:

Die Eigenschaften idealer Quantensysteme sind vollstandig durch die
universellen Funktionen fgg(e) bzw. frp(e) und durch die
Zustandsdichte D(€) bestimmt, wobei D(€) vom Hamilton-Operator
und der Dimension des Raumes abhangt.

Hinweis
D(e) wird im Allgemeinen aus den Dispersionsrelationen hergeleitet,

also aus der Abhingigkeit € = €(p) und p = hk.

Achtung bei Bose-Teilchen: Grundzustand und der Fall z = 1.
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4.3 |deale Quantensysteme

Nachbemerkung

Beriicksichtigung einer moglichen Entartung bei der Berechnung der
Thermodynamik idealer Quantensysteme

Besetzungszahl: n; = n;

@ Tstellt nun einen Satz von Quantenzahlen dar
e n; gibt an, wie oft der Satz von Quantenzahlen 7in einem Zustand
|W) vorkommt
@ aus Symmetrie-/Antisymmetriegriinden gilt
o Bose: ;»=0,1,2,---
o Fermi: i;=10,1

@ es gilt

S mn
T
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4.3 ldeale Quantensysteme

Berechnung der Thermodynamik analog wie bei nicht-entarteten idealen
Quantensystemen

@ Bose-Systeme

Z, =Tk (1 _ e Bl —M))_l

J= kT In (1 el 00)
(W)g =3 (7 =1) 7 = S

[ T
@ Fermi-Systeme

Zy = nr(l 4o Bl —u))

J= kT In (1 nperlC *ﬂ))

(N)g = Z (eﬂ(er 1) 4 1)71 => (Mg

[ T
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