5. ldeale Bose-Systeme

© 5.1 Ideales Bose-Gas
@ Grenzwert hoher Temperaturen
@ Grenzwert niedriger Temperaturen (Bose-Einstein-Kondensation)

© 5.2 Photonen

© 5.3 Phononen
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5.1 ldeales Bose-Gas

N Teilchen in einem Volumen V = L3, periodische Randbedinungen
N
F=3 "k
i=1

o Einteilchen-Hamilton-Operator A = %f)? i=1---,N
e Einteilcheneigenfunktionen (in der Ortsdarstellung)

1 ikr
Vi(r) = Wy m, (1) \/Ve
mit mg = —s,---,s
Sei k = 2T7r(nx, ny,nz) mit n, € Z und a = x,y, z;
n, heiBen Quantenzahlen
Dann beschreibt i= [k, ms] = [(nx, ny,, n;), ms] Einteilchenzustand
o Einteilcheneigenwerte

h?k?
€ — —
2m
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5.1 Ideales Bose-Gas

Thermodynamik
J = kBTZ In (1 — exp[—B(& — p)])

2
— T ¢ Y m(1-esl-a(] - ))

~—
:(25+]_) {nxrnwnl}

g ist der Entartungsgrad
Wegen Ak, = 2T”Ana, a=x,y,z, wird Ak, fiir groBe L sehr klein

Somit

L\? K2
J ~ kB Tg <%> /]R3 dkIn <1 — exp[_ﬂ(%k2 _ H)]) + Jk:O

L3 o K2
= kplg ﬁ471’/0 dkk? In (1 — exp[—/@(ﬁk2 _ N)]) + Jeeo

~——

v

272
mit 2 e
h2k2 2m h2 5 o’m 1
= k=(e) o s pa=vaa ()3

G. Kahl & F. Libisch (E136) Statistische Physik | — Kapitel 5 10. Mai 2016 3/35



folgt schlieBlich

Vm3/2 ()
J = kBTgm/o dev/eln (1 — exp[—B(e — p)]) + Jeeo =
2 Vmd3/2 o 3/2
= 3B d +kpTgn(1 -
3\/§W2ﬁ3g/o oplBle— =1 ke T&n( —expldu])

wobei der letzte Term von Gleichung (1) fiir k = 0 (bzw. € = 0) herriihrt

Bemerkungen
Zahl der Zustande, €, ,, mit Energie € € [e1, €2] ist gegeben durch

€
Q[ehez] = Z 1N/ dED(e)

{nx,ny,n;}; mit k= "(nx,ny,nz) und h " Eler,e]

ka(€2) kZ(EZ)
(i) / dk:iz/ dkk®
27T k1(€1) 271' k1(€1)
V1 /2m\*? om\ /% re
ﬁi(ﬁ) /dff—<hz> | deve
€1 €1
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5.1 Ideales Bose-Gas

Daraus folgt (eine mégliche Entartung ist in D(e€) nicht beriicksichtigt !)

/ de'D(e ——eD(e)

Thermodynamik (Version 1)

2 Vm3/2 63/2

J=-PV = _§mg/o CoxplBle—mI -1
+ kpTgln (1 —exp[Bu])

_ / " deD(e) fap(e) + ks T In (1 — explByl)
0

0 oJ
(N)g = kBT8 InZg:—@:--- (muehsam) --- =
3/2
= de Ve +g z
47T2 o exp[fle—p)] -1 “1-2z
= g/ deD(e)fpr(€) + g% mit z = exp[fu]
0 —
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5.1 Ideales Bose-Gas

(E)g = ((985 InZ) V+;¢(N>g:--- (muehsam) --- =

Vm3/2 ood 63/2 0
= = +
\/§7r2h3g/0 “exp[B(c — m)] — 1
= g/ deeD(e)fpr(e)
0

Bemerkungen
Aus den Ausdriicken fiir PV und (E), folgt bei hohen Temperaturen

ahnlich dem Gesetz fiir das klassische ideale Gas
Aber

(E)s# s (N)ghs T
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5.1 Ideales Bose-Gas

Thermodynamik (Version 2)

kn T
J=—-PV = —gv%g5/2(z) + kg TgIn(l - 2)

"4 z
(N)g = gﬁgg,/g(Z) + 81,

1
3 kg T
(E)g = §gVWg5/2(Z) +0

h2
A=y ——
2m7rkBT

und (vergleiche Formelsammlung!)

1 [e'e] v—1
g (z) = —/ dx X
0

M(v) eXz7l —1
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CRNEEEICENEEELREESI  Grenzwert hoher Temperaturen

5.1.1 Grenzwert hoher Temperaturen
Ist T groB, dann gilt (ohne Beweis) 1 — —o0;
somit ist z = exp[Su] < 1 und es gilt

kg T kg T Z2
J=-PV = —gVng,/z(Z) ~ V /\3 <Z+ 25/2 . >

74 4 72
(N)g = gﬁ&/z(z) ~Ex3 (z+m+--->

3 kg T z2
= 20T (o 2 )

Nun wird aus der Glelchung fir (N)g ndherungsweise (iterativ) ein
Zusammenhang zwischen z (bzw. p) und (N), hergestellt

~ aNg |1 - S35 v- (Vg ) = explBu]

0
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CRNEEEICENEEELREESI  Grenzwert hoher Temperaturen

Somit
B gV z
~J=PV ~ EliTz (1 + —25/2)
N 1(N),

Daher: durch Symmetrisieren erfolgt eine Verringerung des Drucks im
Vergleich zum idealen Gas, die wiederum einer Anziehung der Teilchen
entspricht (" Clusterbildung”)
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CRNEEEICONEREE T Grenzwert niedriger Temperaturen (Bose-Einstein-Kondensation)

5.1.2 Grenzwert niedriger Temperaturen
(Bose-Einstein-Kondensation)
o erstmals vorhergesagt von Bose (1924) und Einstein (1925)

o erstmals experimentell verifiziert in Boulder (Colorado) und am MIT
(1995)
o Nobelpreis 2001: E.A. Cornell, C.E. Wiemann, W. Ketterle

hohe Temperaturen <_> sehr tiefe Temperaturen
Bose-Teilchen sind Phaseniibergang  pjedrigster Energiezustand
entsprechend der makroskopisch besetzt

BE-Verteilung auf dem
gesamten Spektrum der
Energien verteilt
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CRNEEEICONEREE T Grenzwert niedriger Temperaturen (Bose-Einstein-Kondensation)

Verfeinfachungen fiir die weiteren Rechnungen:
cos=0=g=1
o) <N>g = N
o) <E>g = E

Wir betrachten thermodynamischen Grenzwert bei fester Temperatur T

N—oco V—oo mit N/V=p=const.
Somit

74 z 1

zZ
N = ﬁg3/2(2) t1 5~ N/\Tpg3/2(z) t1 5~ N’ + No

z

Beachte: damit aber die (n;)g > 0, muB p < eg = 0 und somit z < 1 sein
(m sind Besetzungszahlen, € ist das tiefste Energieniveau — vgl. Abschnitt 5.3)

Weiters: die Funktionen g3/5(z) und gs/»(z) sind fiir 0 < z <1 'brav’ mit
g3/2(1) ~ 2.612 und g5 p(1) ~ 1.342
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CRNEEEICONEREE T Grenzwert niedriger Temperaturen (Bose-Einstein-Kondensation)

Diskussion der Beitrage zu N
o N' = NA%pg3/2(z) beschrénkt, da g3/,(z) fiir 0 < z < 1 beschrénkt
o No = 7%; divergiert bei z =1

Also:

i) Wenn A3p < g3/5(1) = 2.612, dann ist der Beitrag 2
/ 1-z
vernachlassigbar wenn N — oo und V — o0

Daher: Ng = 0 und alle N Teilchen sind in angeregten Zustinden
(e > 0) untergebracht, d.h. N' =N

Weiters: z ist Losung von

N 1
v =p= mgs/z(z)

G. Kahl & F. Libisch (E136) Statistische Physik | — Kapitel 5 10. Mai 2016 12 /35



Grenzwert niedriger Temperaturen (Bose-Einstein-Kondensation)
(i) Wenn A%p > g3/2(1) = 2.612, dann reichen die angeregten Zustinde
nicht mehr aus, um alle Teilchen aufzunehmen

Np ist dann makroskopisch groB = z ~ 1
Aus der Bestimmungsgleichung von N folgt dann

1 z
N = N/\Tpg3/2(z ~ 1)+ 1_ 2
——
No
1 3/2
No = N (1 _ ATpg3/2(1)> ~N (1 —cT¥ )
daA~ T 12
Zusammenfassend:

Der Ubergang zwischen den Situationen (i) und (i) erfolgt bei

Np = g3(1) = 2.612
bzw.

21wh? p \2/3
ke Te(p) = = <2.612>
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Grenzwert niedriger Temperaturen (Bose-Einstein-Kondensation)
(i) T>Te: N=N und Np =0
3/2
(i) T < Ta NO:N[1—<TLC) } und N/ = N — N

‘ Thermodynamische Eigenschaften ‘

kg T
P = A3 —385/2(2) — VkBTIn(l —2z)
iy T>T.
ke T . 1
PNWng(z) mit z aus: p= ngg(z)
() T<T.(z~1)

ks T ) 1
P= W\gs/z(z _ 1),_ V—>|cion;12—>1 VkBTln(l —2)
1.342
da (ohne Beweis) limy_oz ~ 1 — % verhilt sich der zweite Term wie

limy_ o0 % In V =0, somit gilt unabhadngig vom Volumen

ks T
= 13020
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Grenzwert niedriger Temperaturen (Bose-Einstein-Kondensation)
Aus der Bedingung A3p = g3/2(1) = 2.612 folgt weiters

NA3
V. =
2.612
(P, V)-Phasendiagram
(i) V>V
N \ Transition Hv;e‘_y o k T
\(\/Pu‘é=%|g:(m% P = %g5/2(2)
\\\\ kB T Z2
:_ngﬁ(l)-é_____\?f\\ ~ F Z—|—25T+

(der erste Term entspricht dem idealen Gas)

(i) V < V¢ P = const.

Grenzkurve:
P = kB—Tg (1)
A3 65/2 h2 1
NN PVC‘F’/‘Q' =5 g5/2( )5/3 N5/3
Vo= NA3—1 M7 [g3/2(1)]

g3/2(1)
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CRNEEEICONEREE T Grenzwert niedriger Temperaturen (Bose-Einstein-Kondensation)

spezifische Warme, Warmekapazitat

Cv = (g_f—)N,V E= ngi—ng/z(Z)
wobei nur die angeregten Zustdnde beitragen
(i) T>T. v
N = ﬁga/z(z)
somit

3 gs/2(T)
E=—-NkgT
2P g3/2(T)

(i) T < T.: hier ist z =1, also temperaturunabhingig

1_5g5/2(z) _ 9g3/2(z)
4 g32(2)  4g12(2)

= -~:>CV:NkB[

3 0 T 15 14
Cv = 5V55/2(Z = 1)k38_T <F) = TkBg5/2(1)ﬁ ~ T3/2
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CRNEEEICONEREE T Grenzwert niedriger Temperaturen (Bose-Einstein-Kondensation)

o z — 0: klassischer Grenzfall

o T=T.(z~1):
dann divergiert g1 /5(1), somit
Cv _ 15g5p2(z~1)

= ~ 1.925
Nkg 4 g3/2(z~1)

o T < T c
v 3/2
Y T
Nkg
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5.2 Photonen

Thermische Eigenschaften des Strahlungsfeldes (Photonengas)
@ Betrachten elektromagnetsiches Feld in einem evakuierten Hohlraum
mit Volumen V(= L3)
@ Dieser wird auf eine einheitliche Temperatur T erhitzt; entspricht
einem Temperaturbad
@ Wainde emittieren und absorbieren stindig elektromagnetische
Strahlung (Photonen); daher:
o im Gleichgewicht ist eine gewisse Menge an elektromagnetischer
Strahlung (bzw. eine gewisse Zahl von Photonen) im Hohlraum

vorhanden
o es erfolgt laufend ein Energieaustausch zwischen der
elektromagnetischen Strahlung und den Wanden
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5.2 Photonen

Bemerkungen

@ Die Wechselwirkung zwischen Photonen ist vernachlassigbar:

Streuquerschnitt ~ 10734 m?;
daraus kann man mittlere StoBzeit 7 abschatzen: 7 ~ 1
zum Beispiel

T ~300 K= 7~ 103 sec

T ~10" K = 7~ 108 sec
daher stellen Photonen ein ideales (also nicht-wechselwirkendes)
Quantengas dar

046 3

p sec m-

@ Die Zahl der Photonen ist nicht erhalten, bzw. nicht fixiert
bei jeder endlichen Temperatur (also T > 0) kénnen Photonen
absorbiert und emittiert werden
= chemisches Potential veliert seine Bedeutung; es wird in der Folge
als ;o = 0 angenommen (bzw. z = 1)

@ Zwei Spineinstellungen (=Polarisationen) sind méglich, 7 = +1;
entspricht links- bzw. rechtspolarisierter elektromagnetischer
Strahlung =- Entartungsfaktor g = 2
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@ Dispersionsrelation
€kx = €kx = hck = hwy » = clp|  bzw.  wi . = ck

System beschrieben durch:
(a) Hamilton-Operator H
A(72 und B( ) sind Operatoren der elektromagnetischen Felder

)

(vgl. Erganzungen zu Kapitel 5)
ck 2 (1) 2 ~
=3 [(E,wr) + (Bkm) =" Fe
k,m k,m

H als Summe von " Einteilchen"-Hamilton-Operatoren I:Ik,7T

Energieeigenwerte
1
Exx = | nkx + 5 Ik =

wobei g » = 0,1,2,--- die Besetzungszahl zum Wellenvektor k und

zur Polarisation 7 ist
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(b) Besetzungszahloperator Nk,m 1 ist der Einheitsoperator
N A 1.
H = kz (/\/.(77r + 51) Ay x
T

Nkm ist der Besetzungszahloperator zum Wellenvektor k und zur
Polarisation 7

Thermodynamik
Berechnung iiber die " kanonische” Zustandssumme Z’

7' = Y ep | -BY Ex| =D ep | =B (m+1/2) hux
{n} k,m {m} k,m
2

= M i exp [—B(nk + 1/2)Iwi]

=0

e [-%]
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Fo= —kBTInZ’:—kBTZk:2In [exp [—ﬁh%} (1 — exp[—Bhwy]) "

- 2% Pk 2k TS In (1~ expl— ]
k

Fuwg hwy
E' = ——IZ’—2 —+2y ———
op Zk: 2 zk: exp[hfwi] — 1

Der Term 2", % entspricht einer unendlich groBer Nullpunktsenergie
und wird im folgenden weggelassen (E’ = E)

somit
E=2 —_— -
Z exp[hﬁwk] -1 Z Mo Ck

wobei ny . die Besetzungszahl des Zustandes {k,w} ist

M = (exp[hfw] — 1)
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Daraus folgt die mittlere Photonenzahl N

N =" (exp[hfur] —1)7"

k,m

Kontinuumslimit:
ist L groB, dann ist bei periodischen Randbedingungen Ak, = 27TA—£°‘
(o = x, y, z) klein; somit

hwye %4 Fuwy
é; exp[hfwi] =1~ (2m)3 /1R3 i exp[hfwi] — 1
4 o hck T2 Vv
= 2. —=4 KCdk———" 2 " g4
(2mr)3 7T/o d exp[Bhck] —1 15 (hc)3ﬁ

)  x3dx
BBR® [0 eX — 1
——

ga(1)=n4/15
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kalorische Zustandsgleichung

2
ki
— B vT*=3vT*  Stefan — Boltzmann — Gesetz (1879!)
15(hc)

a=7.567 10716Jm—3K~* ist die Strahlungskonstante
o =ac/4 =567 1078Js~'m~2K~* ist die Stefan-Boltzmann Konstante

thermische Zustandsgleichung
(folgt aus P = —(9F /OV)T mit V < k)

1
P=_aT*
32
woraus sich die E = 3PV ergibt (< Dispersionsrelation !)

weiters (ohne Rechnung):
3 4 73
Cy =4avT S= §aVT
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mittlere Teilchenzahl

N = ) (exp[Bhwy] — 1) ' ~2-4r
k,m

%4 o 1
k2dk——————
(2m)3 /0 exp[Bhck] — 1
) > x2dx
(Bhe)3 0 e<—1
—_——

g3(1)
= == HVT?>~0244 | — | VT
< C) g3(1) 0 (hc

& hck
E 772/0 exp[Bchk] — 1 lw = ckiw = c2r/A]

= v/ eo(w, T)dw = v/ ex(\, T)dA
0 0
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mit
h w3
eulw, T) = 72c3 exp[Bhw] — 1
Planck (1900)
bzw. g
)\—5
ANT)=8thc——F——F———
ex(\ T) = 8mhe A =1 @

Jene Frequenz, bei der e, (w, T) maximal
ist, ergibt sich aus

0
%ew(w, T) = 0

somit )
Awmax ~ 2.821kg T

Verschiebungsgesetz von Wien (1893/1894)
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Niherungen fiir e,,(w, T) (bereits vor Planck bekannt)

e Rayleigh-Jeans (1900 - 1905)
fhw < 1 = exp[fhw] — 1 ~ Bhw

somit

eu(w, T) ~ w

mw2c3
hergeleitet aus der klassischen Theorie der elektromagnetischen
Wellen; e, (w, T) divergiert mit w? = Ultraviolett-Katastrophe

e Wien (1896)
fhw > 1 = exp[fhw] — 1 ~ exp[Siw]

somit
3

ew(w7 T) ~ 1203 exp[—ﬁhw]
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5.3 Phononen

Quantisierung der Hamilton-Funktion in Normalkoordinaten
(vgl. Ergdnzungen zu Kapitel 5)

3N
A N 1
H = E H; mit Energieeigenwerten E; = <n,- + 5) hw;j
i=1

Dieser Hamilton-Operator entspricht dem Operator eines Systems von 3N

unabhéngigen (nicht-wechselwirkenden) Oszillatoren
Somit:
@ der Zustand des Systems ist durch den Satz {ny, np,--- ,n3n}
charakterisiert, wobei n; =0,1,2,---
o die Gesamtenergie des Zustands ist durch
3N
E{n1,n2,~~~ NI Z (ni + 1/2) hwi
i=1

gegeben
G. Kahl & F. Libisch (E136) Statistische Physik | — Kapitel 5 10. Mai 2016
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5.3 Phononen

Berechnung der Thermodynamik

3N
Z = Y e |8 (12| =

{n1,n2,- ,mpn} i=1

_ > M exp[—B(ni +1/2) hwi]

{n1,m2, ,n3n}

= M exp[—B(ni + 1/2) hwj]

n;=0

1—exp[—Bhwi]

3N 3N
InZ = Z In (exp[—Bhw;/2]) — Z In (1 — exp[—Bhwi])

i=1 i=1
L 3N
F=—kaThZ =7 z;hw,- + kBTZ1 In (1 — exp[—Bhwj])
1= 1=
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5.3 Phononen

9 3N N Fioo:
E=-Zinz= o +5° — i
ap ; ; exp[Shwi] — 1
——
Eo (endlich)

Einfiihrung der Zustandsdichte g(w) [frither D(w)]
g(w)dw ist die Zahl der Normalmoden mit Frequenz aus [w,w + dw] mit

der Normierung

[ stepss —om

weiters wird ein wpax eingefiihrt, wobei g(w) = 0 fiir w > wmax
somit

> haw
E~E0+/ dwg(w )—exp[ﬂhw]—l

mit
EO ~ / dwg
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5.3 Phononen

Somit ergibt sich fiir die Warmekapazitat

_ (OEY\ o h2w? exp[Shw]
o= (57), = || s T

Ist T groB, dann ist Shw < 1 und somit exp[Sfw] ~ 1+ Shw + - --; dann
gilt

Cy = kB/ dwg(w) = 3Nkg  Gesetz von Dulong — Petit (1819)
0

Niherungen bzw. Annahmen fiir g(w)

(i) Einstein-Naherung

gr(w) = 3Nd(w — wg)
somit ist

1 1 1 1
E =3N-hwg+3Nhwgp——————— =3Nhwg | = + —————
2 Bt Eexp[ﬁhwE] -1 . (2 + exp[Bhwg] — 1>
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5.3 Phononen

exp[Bhwg]
(exp[Bhwg] — 1)

0E
= (57, == ey

fiir kg T < hwe gilt

Cv ~ 3Nkg (Bhwg)? exp|—fBliwg]  bzw. lim Cy =0
—

Experiment: anderes funktionales Verhalten wird beobachtet

(ii) Debye-Naherung
Annahmen:
o Phononen durch Wellenvektor k aus dem reziproken Gitter und durch

den Polarisationsindex p = 1,2, 3 charakterisiert
o wj = wk,p = ck, d.h. nur akustische Moden (¢, ¢;)

o alle Phononen mit wy p < Wmax = wp treten auf
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5.3 Phononen

dann ist

wegen

folgt

G. Kahl & F. Libisch (E136)

gp(w)

Z d(w — wk p)
k,p

3
<2£> . dk [0(w — ¢/k) + 20(w — ctk)]

™

nay /0 K2k [5(w — crk) + 25(w — cik)]

Voa(Ll,2
272 ¢ <
wp
/ gp(w)dw = 3N
0

18N 1 2\
w13):8—772<—+—)

3 3
%4 lord o

Statistische Physik | — Kapitel 5 10. Mai 2016
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5.3 Phononen

somit

9N°J—32 w < wp
gD(w) = “D
0 w > wp

fiir die Energie E ergibt sich

1 wp 2 wD Ao w2
E = - dwthN dov———+——9IN—
2 Jo ]33 0 exp[ﬂhw] -1
N (kgT)* [Pheo 3
(hwp)®  Jo exp(x) — 1

= Eo+ 3Nks TD (Bhwp)

D(x) = 5 [ dx' oiiy=y heiBt Debye-Funktion (x = Bhuwp)
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5.3 Phononen

Grenzwerte
o kgT < hwp, d.h., x > 1; dann ist

4
D(x) ~ 7T—x_3
5
und weiters (k T)4
3 B
E = E N
5T ()3
12 kA
Cy = = 4N B T3
Y75 (wp)?

o kg T > hwp, d.h., x < 1; dann ist
D(x) ~1
und weiters

E=FE +3NkgT
Cv = 3Nkg
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