Darstellungstheorie der Quantenmechanik

1) Darstellungstheorie der Quantenmechanik EBurgd. 6
oder von Schrédinger zu Dirac und Heisenberg Eschwabl 8

Darstellung Schrédinger-Glg. in verschiedenen Basis-Syst.
Transfer der Zeitentwicklung von Wellenfunktion zum Operator




Darstellungstheorie der Quantenmechanik
@000

Dirac Notation

1.1) Dirac Notation EBurgd. 6.1
oder von bra’s ( and ket’s ) ESchwabl. 8.2

Basisunabhangige Notation der Schrédinger-Gig.

Ausgangspunkt: Schrédinger-Glg.

2
/h wrt H(P)y(r, < zh V2+V(3>¢(F,t) (1)

Warum tritt — im Gegensatz zur analytischen Mechanik — in der
Schrodinger-Gleichung nur 7 nicht p auf?

H(EB) — H(F) . B —
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Dirac Notation

Wellenfunktion «(t) € H ist Vektor
in linearem Vektorraum (Hilbertraum )
»(r, t), H(r) sind lediglich Darstellungen in Ortsraum-Basis

Vgl. mit v € R®

Basis 1: V= )", v;€j; Basis2: v =3, v/e]

Y(7, t) entspricht v; fur fixen Zeitpunkt ¢

Dirac Notation [+ (t)) entspricht v

Skalarprodukt liefert v; = &'V = (&}, V) = > (&i,8)(€;, V)
5
i

Skalarprodukt Iiefert

W(F, 1) = (7o) = [ ({#r) (Flu(t) = (7, 1)

H,_/ —— ——

=(Tly(1)) S(F=r)  (rt)
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Dirac Notation

Beispiel

Eigenwert-Glg. fir Eigenfunktion [v;) = k)
zum Impuls-Operator p
Dirac-Notation:

= Darstellung im Ortsraum durch Projektion auf (]|

B .
5V Up(F) = hkg(7)
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Dirac Notation

Ziel (erreicht)

Abstrakte, basisunabhéangige Darstellung der Schrédinger-Glg.

Ih*w( 1)) = Hlu(1)) (4)

= gewohnte Schodinger-Glg. im_ Orts-Raum

durch Projektion auf (7| s. &

/h LU(F 1) = HFY(F, 1) = <—2mﬁz+ V(F)> (rt) (1)
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Impulsdarstellung der Schrédinger-Gleichung
1.2) Impulsdarstellung der Schrédinger-Gleichung EBurgd. 6.2
oder Fouriertrafo von Differential- zu Integral-Glg. BESchwabl. 8.3.2

Schaodinger-Glg. im Impuls-Raum .
folgt durch Projektion von ih%]d}(t» = H|y(t)) auf (| S. E

NP s o
inZ (K, t) = =2 (K, )+ / Bk VK -k 0wkt (5)
ot 2m ——

elr(k k

=/ dr Lv(p) (FT)

Integralgleichung! (Fredholmsche, d.h. linear in 1/)(%, t)
und konstante Integrationsgrenzen [—occ..o0])
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Impulsdarstellung der Schrédinger-Gleichung

Schrédinger-Glg. im Impuls-Raum
h2k?
2m

o

~ —

MR0+/waw—ﬂmﬁn

kann auch auf folgende Form gebracht werden (s. ﬁ)

0 - h?k?
/ﬁa l;‘,l(k, t) = °m
Man sieht, Impuls-Darst. ist i.d.R. komplizierter,

da V(r) i.d.R. verschiedene Potenzen von r enthalt

@MJ%+V(—?§@@MJ) (6)

Anwendung: periodisches V(F) = V(7 + R) in Festkdrperphysik
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Impulsdarstellung der Schrédinger-Gleichung

Hamonischer Osszillator in einer Dimension (1D)
(zeitunabh. Schrédinger-Glg. im Impulsraum)

Klassische Mechanik: H = £ + Tmuw2x?

- 2m
Epk) = {pz + 1mwzxz} (k) )
/ - om ' 2

2 320 2 21
Imp. Darst. [Zﬂ B h f;)w ((98’0) ] B(R) ()

folgt aus Analogie x < p oder Glg. (6).
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Impulsdarstellung der Schrédinger-Gleichung

Zusammenfassung

(@n)?
Orts-Darst. Impuls-Darst.
Orthogon. (FF'y = 6(F—TF) (k|K'y = 6(k — k')
Vollstand. [d3r|A)(F| =1 [ d3k |k) (k| =1
Orts-Op. 7 | (AFF)=F5(F—7) | (k|[FIK') = inV (K — K')
Impuls-Op. p | (FIp|7") = BV6(F — ) (k|p|K') = hks(k—K')
PRy . ey h2 2 7
S-Glg. inG (Flu(t) = i (Kl (1 )>ﬂ: o (Kl (1))
(V2 4+ V](Flu(t) | +[ 3K V(K —k)(K'|[)(1))

Wellenfkt. W(F, 1) = (Fl(1)) W(K, 1) = (K|w(t))
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Heisenbergsche Matrizenmechanik

1.3) Heisenbergsche Matrizenmechanik EBurgd. 6.3, 6.4
oder Schédinger-Glg. in diskretem VONS B Schwabl. 8.3.3

Zusammenfassung (Heisenbergsche Matrizenmechanik)
Sei{‘(bn>}ne[\] VONS
z.B. Eigenbasis zu Operator A: A|én) = an|on)

Projektion von S-Glg. in Dirac-Notation auf (¢,| liefert S. E

.. 0 ,
/ha Yn(1) :zm: d’lﬁ”/ Ym(t) 9)
=(¢n|ep(t))=ep(n,t) =(¢n|H|dm)
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Heisenbergsche Matrizenmechanik

Zusammenfassung (Transformationstheorie)

Betrachte zweites VONS {|¢n) } nen
dann gilt analoge Matrizen-Glg.
il (1) Z A, Dm(t) (10)
ot Yn nm Ym
=(nly(t)=(n.t) EW’H\HWW
mit unitérer Basis-Transformation U (Utu=1) s. E
Fom = (Snllgw) (b |H|¢mr) (S ||m) (11)
n'm’ .
U , =Myt =Un'm

statt n € N auch kontinuierlicher Index méglich, z.B.

n«-r ZH/d%’ (12)
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Bilder der Zeitentwicklung

1.4) Bilder der Zeitentwicklung EBurgd. 6.5
oder vom zeitabh. Zustand zum zeitabh. Operator ESchwabl. 8.5

Ausgangspunkt Schrédinger-Bild
(1)) = U()|4(t=0)) (13)
mit U(t) = e~ #H unitar, s. B

Alternative: Heisenberg Bild

[pr(t)) = U™ (B)[(1)) = UTUI9(t=0)) = [¢(0)) = [vw) (14)

Zustdnde (WF) zeitunabh., dafiir Operatoren zeitabh. S. D

Au(t) = UY(1) A u(t)  (15)
\VJ - . .
Heisenberg-Bild Schrédinger-Bild
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Bilder der Zeitentwicklung

Aus den Definitionen (14), (15) folgen S. D
Zusammenfassung ( Heisenbergsche Bewegungs-Glg.)
. d
ih—An(t) = [An(t), H] (16)
sowie
QM-Version der klass. Hamiltonschen Bewegungs-Glg.
far kanonisch-konjugierte Operatoren z.B. x und p: SE
d 0
@™ = wllw®.H]) = (5oH) (17)

d

a0 = ke, H) = 9

—<5H> (18)
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Bilder der Zeitentwicklung

Aus QM-Version der Bewegungs-Gilgn. (17),(18), folgt

Theorem (Ehrenfestsches)

Fir Potentiale V(x) mit Polynomgrad < 2 (in x) gelten
klass. Bewegungs-Glg. fir quantenmech. Erwartungswerte

Beweis: Ableitungen in Glg. (18) liefern nur (x) S. E

(i.A. tritt in Glg. (18) z.B. (x?) 7/2 (x)2 aufl)
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Bilder der Zeitentwicklung

Idee (2. Alternative: Wechselwirkungs-Bild)

Zerlege H in zeitunabh. Teil Hy und zeitabh. Teil V(t):

H=Hy+ V(1) (19)
Dies tbertragt Teil der Zeitentw. (bzgl. Hy) auf Operatoren:
wi(t)) = Uy () (1) (20)
H,._/
EB_%HOt
= iBgi(t)) = Vi(t)|vi(t)) (21)
= Al =U A () (22)
WW-Bild Schrédinger-Bild

= igA) = [Al(t), Ho] (23)
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