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2) Stérungstheorie und Variationsverfahren EBurgd. 9

oder was tun, wenn die S-Glg. nicht exakt I6sbar ist E3Schwabl 11

Herleitung und Anwendung von Naherungsmethoden
zur Lésung der Schoédinger-Gig.

2.1) Zeitunabhéangige Storungstheorie (Rayleigh-Schrédinger)

Zerlege zeitunabh. Hamiltonian H in einfachen Teil Hy mit
bekannten EW und EF: Ho[)\")) = el
und méglichst kleinen Stér-Term \V':

H(\) = Ho + \V (1)
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Gesucht:
nter Eigenwert E,(\) und Eigenfunktion [i¢n())) zu H())

HN)[$n(A)) = En(A)[¢n(A)) (@)
(dee

Stérungsreihe (Taylor-Entwicklung) von | ()\)) und E(\)
fir X < 1 zum EW n:

(N} = [n") + b)) + X2Jr?) + - 3)
Er(\) = ES 0B + N2ER) + ... (4)
~~

€n

O.b.d.A.: Wihle Normierung von |1()\)), so dass |4~ >
keinen Anteil mehr parallel |1/)§,0 ) hat, d.h. |1/1 (A>0) ) 1 \1/1,, >

Einsetzten in S-Glg. (2) s. E
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Einsetzten in S-Glg. (2) liefert in Ordnung \" s. E

A0 HollYy = EP ) (5)
A HolwtD)y + vw,, Ny = EMgy 4 EQ ey 6)
N2 HolwP) + Vigl)y = n2)|w2°>> + EN Nty + Q) (7)

Nehmen wir an, dass e, # em Vn, m; far diesen Fall s. 2.2).

Projektion auf (x| fiir \ liefert s. E
1. Ordnung in X:

= i v ®)
Vi
= 1
W= Y ) v, )

m(#n)=0 m b
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2. Ordnung in \:

gy W Wi Vies)) g
" m(#£n)=0 € — €m

Bemerkungen
@ Die Grundzustandsenergie (n = 0) wird in 2. Ordnung
immer reduziert
@ Statt bei der 2. Ordnung in A abzubrechen, kbnnen wir
naturlich zu héheren Ordnungen analog gehen

@ Selbst wenn E()), ]z/;ﬁ,o)> nicht analytisch in \, erhalt man
oft gute Ergebnisse fur kleines A (asymptotische Reihe;
z.B. g Faktor des Elektrons)
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Entartete Stérungstheorie

2.2) Entartete Stérungstheorie
Ubliche Stérungstheorie:

© (0) (0)y/.,,(0) (0)
E,S,Z)Z Z (WOn [ V]om” ) (m’ | Vg >(10)

€n — €m

m(#n)=0
funktioniert nicht flr e, = em
Einfacher Ausweg:

Wiahle Basis, so dass (40 |V ~ §m in allen Unterraumen
mit entarteten Energien ¢, = ep.

Achtung i.A. [Hp, V] # 0 und damit kein gemeinsames System
von EF; aber Hy = e,1 in den entarteten Unterrdumen.
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Entartete Stérungstheorie

Daraus folgen grof3e Korrekturen (Basis-Wechsell!)

Korrekturen in 1. Ordnung
(i.A. Aufhebung der Entartung)

V= @OV (11)
und gewohnte Korrekturen in 2. Ordnung

B3 @0 VIR YO VI9R) 4o (q2)

€n — €m

m=0(em7#¢n)
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Entartete Stérungstheorie

@ Stark-Effekt s. if’”(Kap. 2.3)
@ relativistische Korrekturen (Feinstruktur) des

Wasserstoff-Problems s. ZE’(Kap. 2.4) u. %ﬁ
@ Zeeman-Effekt s. ﬁ
@ Kristallfeld-Aufspaltung s. ﬁ
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Ritzsches Variations-Prinzip

2.5) Ritzsches Variations-Prinzip

WIHW) = > @n)(nlHw) = @n)(n|Eqe)  (13)

n n

> Eoy (@In){nlly) = Eo(¥ly) (14)

n

Zusammenfassung

Variations-Prinzip |¢/()\)) als Fkt. eines (mehrerer) Param. \

= Abschatzung: £,< min, %

Minimierung via ; “CUARE) = o

Anwendungen: Naherungsrechnungen und exakte Beweise
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Zeitabhangige Stérungstheorie

2.6) Zeitabhangige Stérungstheorie
Sei Hp zeitunabh., ungestorter Hamiltonian: Hy|vn) = Enlin)
Zum Zeitpunkt { = 0 schalten wir Stérterm V/(t) ein:

H(t) = Ho + V(1) (15)
Yi(t)
)=

Fir t < 0 ist das System im “initial state”
i.d.R. ein Eigenzustand von Hyp: |¢;(t = 0)

)
= ¢m>

Wellenfunktion zum Zeitpunkt t: |/(1))

oder “final state” nach Wirkung von V/(1): |¢f)

oder Wahrscheinlichkeit es im Eigenzustand |¢) zu finden.
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Zeitabhangige Stérungstheorie

Wechselwirkungs-Bild (s. Kap. 1.4):

, )
(D) = eR(e) 5 inolei(t) = Vit) ()
——
e/HOt/h V(t)e—iHOt/h
Integration von 0 bis t liefert:
1 t
i) = i) + 37 [ arvieiudey e
oder fir den Zeitentwicklungs-Operator (|1(t)) = U,(t)[v(0)))
t
Uty =1+ /171/ dt' V(£ )U/() (17)
0
Achtung:
Ui(t) wegen [V/(1), Vi(1")] # O keine (normale) Exp-Fkt.
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Zeitabhangige Stérungstheorie

Zurlick zu

t
i) = i) + 77 [ arvite ui(e)

lteratives Einsetzen ergibt Reihe:

wm>—hw»+;/amwwm»

t/
Iﬁ / dt// dt” Vi( T/ Vi( Z‘H)

(von Neumann-Reihe; i.F. nur 1. Ordnung in V/(t) d.h. 1. Zeile)

(0))--- (18)
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Zeitabhangige Stérungstheorie

1. Ordnung in V(1) liefert -
fir konst. Stérung V (S.-Bild) von 0 bis t S. E

Zusammenfassung

Fermis Goldene Regel
Ubergénge zu diskreten Zustéanden:

—0( i, ) (b V |} 2 (19)
(er—€i)/h

Ubergédnge zu kontinuierlichen Zusténden:

2

Wi==  pla)  l@dViviP (20)
—~—
Zustandsdichte

Ubergangsrate Wy = %Pﬁ; Ubergangswahrsch. P; = |ay|?
Ubergangsamplitude a;; = (¢|U(t)|1;)
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Zeitabhangige Stérungstheorie

Zusammenfassung
Fermis Goldene Regel fur periodische Stérung
V(t) _ V elwtzeflwt .

Wﬁ = 2iﬁ2 [(5(Wﬁ = w) aF 5(Wﬁ + W)] |<7/}f’ VW}I>|2 (21)

Zusammenfassung

“Sudden” Approximation
Plétzliches Einschalten: H = Hp fiirt < 0
H = H, firt > T kurze Zeit T — 0 spéter:

W) =D vy e My ) (22)

- ~— ~—
EF von H, [4(0))
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