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Kapitel 1

Darstellungstheorie der
Quantenmechanik

Der quantenmechanische Formalismus beruht im Wesentlichen auf den Arbeiten
dreier Physiker. So konnte der Deutsche Werner Heisenberg in Zusammenarbeit
mit Born und Jordan 1928 als erster quantenmechanische Phianomene in Form
der Heisenberschen Matrizenmechanik beschreiben. Heisenberg wurde 1932 hier-
fir mit dem Nobelpreis ausgezeichnet. Erwin Schrédinger formulierte 1928 eine
nichtrelativistische Wellengleichung zur Beschreibung quantenmechanischer Sys-
teme, nachdem er zuerst an der Interpretation der negativen Energieeigenwer-
te eines relativistischen Ansatzes gescheitert war. Da die Physiker damals sehr

Abbildung 1.1: Werner Heisenberg (1901-1976), Erwin Schrédinger (1887-1961)
und Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984)

vertraut im Umgang mit Differentialgleichungen waren, erwies sich Schrédingers
Wellenmechanik als groRer Erfolg unter den Wissenschaftlern. Schrodinger erhielt
1933 zusammen mit Dirac, der 1928 eine relativistische Gleichung der Quanten-



mechanik aufstellte, den Nobelpreis.

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Darstellung der Schrodingergleichung
in verschiedenen Basissystemen beschéaftigen. Weiters wollen wir den Transfer
der Zeitabhingigkeit von der Wellenfunktion zum Operator besprechen. Dabei
werden wir die verschiedenen Bilder (Schrédinger-, Heisenberg- und Wechselwir-
kungsbild), sowie die Heisenbergsche Bewegungsgleichung kennen lernen.

1.1 Dirac-Notation

Unser Ziel ist eine basisunabhadngige Notation der Schrédingergleichung. Aus-
gangspunkt unserer Uberlegungen ist die zeitabhingige Schrddingergleichung:

m%w(ﬁ t) = H(P) (7 t) = {—;—mA + V(F)] Y(7,t) . (11)

Betrachten wir diese Gleichung genauer, so stellen wir uns die Frage, warum in
der Schrédingergleichung, im Gegensatz zur analytischen Mechanik, nur 77 und
nicht p’ auftritt:

Grund dafiir ist, dass die Wellenfunktion ¢(¢) ein Vektor in einem linearen Vek-
torraum, dem Hilbertraum H, ist:

’u}(f) e H;

(7, t) und H(7) sind dagegen lediglich die Darstellungen dieses Vektors in der
Ortsraum-Basis. Dies ldsst sich mit einem Vektor o € R? vergleichen, dessen
Komponenten sich je nach gewdhlter Basis unterscheiden.

Basis 1: ¥ = Y,v;é; Basis 2: 7 = mgé;
Man erhalt die Komponenten des Vektors durch die Bildung des Skalarproduktes:
v = &5 = (6,7) = 55 (6,6)(65, 7).
5
i

(7, t) entspricht also den Komponenten v; fiir einen fixen Zeitpunkt t. In der
Dirac Notation entspricht |¢(t)) (sprich "ket” 1(t)) dem Vektor ¢. Das Skalar-
produkt wird durch Anwenden von (7] (sprich "bra” ') gebildet:

wmw»:/fwwWMﬁmm:wmw.
———’ —— ——
=(rly(t)) S(F=rT)  (r t)

6



Die Bezeichnungen bra und ket kommen vom englischen Ausdruck fiir Klammer
(=bracket).

Darstellung des Impulsoperators im Ortsraum

Wir gehen von der Eigenwertgleichung fiir die Eigenfunktion [i;) = |/g> des
Impulsoperators p’in der Dirac Notation aus:

plvg) = hklyy) . (1.2)

Beachte: p auf der linken Seite ist ein Operator, genauer gesagt drei Opera-
toren: p,, p, und p,. hk auf der rechten Seite sind dagegen drei Zahlen,
die Eigenwerte hk,, hk, und hk..

Wir multiplizieren diese Eigenwertgleichung nun von links mit dem bra-Vektor
(7] um die Gleichung in die Ortsdarstellung zu bringen:

(FPYg) = Bk (7o) -
——
1/1;(77715)
Im ndchsten Schritt schieben wir eine vollstandige Eins 1 = [ d°r’ |77 (17| ein:
(ate) = [ (71 ) (13
——

w}; (Tlvt)

Nun betrachten wir im Integral iiber 7/ das Matrixelement (7)) genauer und
schieben dazu zwei vollstindige Einsen in k und £’ ein:

191 = [ @ [ @) ERE)

Im nachsten Schritt verwenden wir folgende Definitionen aus der Vorlesung Quan-
tentheorie 1:

(rlk) = e (k'[r7) = e

AuRerdem kennen wir das Matrixelement (k|p]k):

(k|pIK'Y = Bk (kK'Y = Bk 6(k — k) .



Setzen wir diese Terme in das Integral ein, so erhalten wir:
[k [ @R @R )

. 1 T e R
:/d%/d%’ 2y e e Rk §(k — k)

. hE eiE(F—;’)
_/ (2m)3 -

Der letzte Ausdruck kann auch durch Anwendung des Gradienten und anschlie-
Bender Multiplikation mit 7% erhalten werden:

_ ik(F—r7) B o eiE(F—r7) B oo iR (=17
d%h/{:e—: Ehk=V —no = = /d3l<;—.
/ e =] Y e =1V [ Gy
~—_——
5(F—17)

Deshalb kénnen wir das betrachtete Matrixelement (7|p]r") schreiben als:

A = 29 s 7).

Jetzt setzen wir dieses Matrixelement wieder in die urspriingliche Gleichung (1.3)
ein und erhalten durch Auswertung der é-Funktion:

(Fig) = / & () e )

—
/

~ [ @0 9a- Ao = v,

(4

Wir kénnen die Eigenwertgleichung fiir den Impulsoperator in Ortsdarstellung
also angeben als:

;V@Z)E(F) = Tk (7). (1.4)

Abstrakte, basisunabhdngige Darstellung der Schrodin-
gergleichung

Aus unseren Uberlegungen beziiglich der Eigenwertgleichung fiir den Impulsope-
rator haben wir gesehen, dass man die Gleichung im Ortsraum durch eine ent-
sprechende Projektion (Multiplikation mit (7] von links) einer basisunabhangigen
Gleichung erhilt.



Ahnlich stellen wir jetzt eine abstrakte, basisunabhingige Schrédingergleichung
in der Dirac-Notation auf:

m%w(m = Hly(t)) . (1.5)

Darstellung der Schrodingergleichung im Ortsraum

Wir schreiben nun die abstrakte, basisunabhingige Schrddingergleichung (1.5)
in den Ortsraum um. Dazu gehen wir von der Gleichung (1.5) aus und projizieren
sie in den Ortsraum indem wir diese von links mit (7] multiplizieren. Auerdem
schieben wir eine vollsténdige Eins in 7’ ein. Da (7] nicht zeitabhangig ist, kénnen
wir schreiben:

(i o(0) = i (000) = [ 5 GHEFOw) . (L6)

w(T t)
Im nachsten Schritt setzen wir fiir den Hamiltonoperator H = V(7) ein und
verwenden, dass der Impulsoperator in Ortsdarstellung durch (ﬂﬁ] 7y = ?V(S(F—
77) gegeben ist:

(1.6) = /dﬁ’)r’mg V@AY, )

sar a5 T (1.7)
= [ @[ AT + @V e '
_2 gy VP
2m

Beachte: Wahrend der Potentialoperator V (7) des Hamiltonoperators H =
% + V(7) vom Ortsoperator 7 abhingig iit, ist V(7) nach Anwendung
des bra-Vektors (7] und des ket-Vektors |r/) auf den Potentialoperator

V(7) ein Erwartungswert (also eine Zahl), die vom Vektor 7 im Ortsraum
abhangig ist.
2

(17) = /d%' {—%A + V(ﬁ)] S(F—1 (1) = {—;—mA + V(F)} W(F 1)

Auf diesem Weg haben wir die bekannte Form der Schrodingergleichung in der
Ortsdarstellung erhalten:

o) = [~ A+ V)| (). (18)




1.1.1 Impulsdarstellung der Schrédingergleichung

Als nichstes wollen wir die basisunabhangige Schrédingergleichung (1.5) in den
Impulsraum umschreiben. Zur Projektion auf den Impulsraum multiplizieren wir
die basisunabhingige Schrodingergleichung mit </?\ Zusitzlich schieben wir auf
der rechten Seite der Gleichung eine vollstindige Eins in &’ ein. Analog zur Ab-
leitung der Schrodingergleichung im Ortsraum diirfen wir die Zeitableitung und
(k| vertauschen, da (k| nicht zeitabhingig ist. Es ergibt sich somit:

i (o) = [ @R EHIR) )
(k1)
= [ @R+ vEIE)Eo)

Im nachsten Schritt wollen wir nun das Matrixelement <E|% +V(7)|K') berech-
nen:

. ]5»2 . . ﬁz
Z A 2 7
(k]S + V()IK) (kIQm\M (k|V (P)|K) .
Wir verwenden die Eigenwertgleichung plk') = k/|k) und erhalten fiir das Ele-
ment (k| Z-| k) sofort:

N2
K'Y 507 — i
2m

-9
—»p —
k| =—I1k" =
<|2m’ >

Ein wenig aufwendiger ist die Berechnung des Matrixelements (k|V (7)|k’). Dazu
schieben wir zwei vollstandige Einsen in 7" und 7/ ein:

EV@NR) = [ @ [ Er@nv @ ee . )

ik7 ir' k!

(I = 225 und (V1) =
V(7) 6(F — r7). Damit erhalten wir folgenden Ausdruck:
(1.9) /d3 /d3 ¢ V) 8 )

-

/dBrV('F) iR — (k- &) .

Wir verwenden die Identititen <E!F} =

N (27T)

Beachte: V(k — k') stellt die Fouriertransformierte des Potentials in Ortsdar-
stellung V (7) dar:

- N 1 A
Vk—F) = / BV (7) et k=R (1.10)
m




Das Matrixelement (k|Z- + V (7)|K) ergibt sich also zu:

2m

=9 7\ 2
D oy _ (K)o s e o
(BIL + V) = S8 — )+ V(- ).

Damit kdnnen wir die Schrédingergleichung im Impulsraum anschreiben:

o - ( RED? o L *
th (k. 1) Z/d“k’ [%&k—k')ﬂf(k—k’)] V(K1) .

Dieser Ausdruck, lasst sich durch Anwendung der Delta-Funktion noch vereinfa-
chen und wir erhalten die Schrédingergleichung im Impulsraum:

—

0wty = B iy / &K V(%= R) (1) (111)

h—(k,t) =

Dies ist eine Fredholmsche Integralgleichung. Das heilt die Integralgleichung ist
linear in 1 (k,t) und besitzt konstante Integrationsgrenzen [—oc..00].

Die Schrédingergleichung im Impulsraum (1.11) kann auch auf folgende Form
gebracht werden:

L0 =

(Zgw%, t) + ve?@ (k1) . (1.12)

Dies wird in den Ubungen aus Quantentheorie 2 bewiesen.

Die Schrédingergleichung ist in der Impulsdarstellung im Allgemeinen kompli-
zierter, da V/(7) in der Regel verschiedene Potenzen von 7 enthilt.

Die Impulsdarstellung fiihrt in der Festkdrperphysik zu einer vereinfachten Dar-
stellung, da man es in diesem Fall mit periodischen Potentialen V(7)) = V (7+ R)
zu tun hat.

Beispiel: Harmonischer Oszillator in einer Dimension

Der harmonische Oszillator stellt einen Spezialfall dar, der sowohl in der Orts-
als auch in der Impulsdarstellung zu einer gleichwertigen Rechnung fihrt.
Die aus der klassischen Mechanik bekannte Hamiltonfunktion des harmonischen
Oszillators lautet: )

2.2

1
H(x,p) :2p—m—|—§mw x° .

11



Die zeitunabhangige Schrédingergleichung fiir den harmonischen Oszillator ergibt
sich im Impulsraum also zu:

Eyk) =

2m 2

Imp.Darst. p2
2m

h2mw?

2 1 .
{p_ + —mw2:c2] (k)

h 0

Dabei wird x in der Impulsdarstellung eingesetzt x — —2-%

Zusammenfassung

Ortsdarstellung

i 0p”

Impulsdarstellung

Orthogonalitat
Vollstandigkeit

77 =66 =)
Jdr i =1

K|k = 6(k — k)
[ &k k) (k] =1

Ortsoperator 7 | (7|F]r") = 78(F — 17) (K|FIK) = ihV 28 (k — )
Impulsoperator 7 | (Fplr7) = 2V (7 — r7) (K|p|k) = hko(k—k)
Schrédingerglg. ih2 (Fly(t)) = djﬁ;o% SE\U@» = [dF
[FEV2+ VA (F) | PS4V (k= k)] (K]0 (1)

Wellenfunktion

1.2 Heisenbergsche Matrizenmechanik

Wir bilden nun die basisunabhidngige Schrédingergleichung (1.5) auf ein diskre-
tes vollstdndiges Orthonormalsystem (VONS) {|¢n) }nen ab. Weiters wollen wir
uns damit beschéftigen, wie die Transformation zwischen verschiedenen VONS
ablauft. Ein derartiges vollstandiges Orthonormalsystem erhilt man durch die
Bestimmung der Eigenbasis zu einem Operator A. Es gilt:

Alpn) = an|¢n) - (1.13)

Um die Projektion durchzufiihren, multiplizieren wir die basisunabhéngige Schro-
dingergleichung (1.5) von links mit einem Vektor (¢, |. Weiters schieben wir auf

12



der rechten Seite eine vollstdndige Eins in ¢,,,, 1 = > |dm){(¢m|, ein. Dabei
ist zu beachten, dass |¢,,) und |¢,,) unterschiedliche Zustdnde der selben Basis
sind.

0 ’ =
iy (Glb ) =2 (OnlHlom) (Gnli()) (1.14)
=(n,t)=1hn (t) m Hypyom —(m,t)

Wir erhalten somit die Heisenbergsche Matrizendarstellung der Schrodingerglei-
chung:

0

iho i (n,t) = > Humtb(m, t) . (1.15)

Nun wollen wir zeigen, dass eine Basistransformation U, zwischen zwei vollstan-
digen Orthonormalsystemen unitar ist:

UUt=UU=1. (1.16)
Sei {|¢,/) }wren €in anderes vollstandiges Orthonormalsystem. Dann gilt:
o0 ~
iz (dw|(1)) = Z<¢n | H |G ) (Do 1) = ZHnm (G| (2)) -

In der Folge wollen wir das Matrixelement (¢, |H |dpy) = Hymy betrachten.
Dazu schieben wir zwei vollstandige Einsen der alten Basis ein:

o = 35 (0wl6,) (0] H|6m) (S0l - (1.17)
nom Un’ . Hpm Umm’

Wir fuhren U, als
Ui = (nl) = [ &1 (6017 716)
—— ——
(7)ot (7)
ein. Weiters gilt:
<¢~)n”¢n> = (<¢n|¢n >) = ( nn/ )* = (U)Iz’n :

Nun kdnnen wir zeigen, dass der Operator U der Basistransformation ein unitarer
Operator ist:

() ZUnnfU = 3 (6alw) (B[S} = (Galdm) = Guum -

’N/ITL
n/

13



Beachte: Statt einem diskrekten vollstandigen Orthonormalsystem ist auch ein
kontinuierliches vollstandiges Orthonormalsystem mdglich:

n<«r Ze/aﬁr.

Man kann H vereinfacht auch als Matrixgleichung angeben:
H=U'HU . (1.18)

Hat man es mit einem zeitunabhdngigen Problem zu tun, so ergibt sich die
Schrédingergleichung zu:

ZénmE \I[m = Z Hnmqjm )

bzw. in der Matrixschreibweise:
(H—E-1)¥=0.
Man erhilt also die Eigenwerte der Schrédingergleichung durch das Losen von:

det(H—-FE-1)=0.

1.3 Bilder der Zeitentwicklung

In diesem Abschnitt werden wir die verschiedenen Bilder der Zeitentwicklung
besprechen. Man unterscheidet zwischen dem Schrddinger-, dem Heisenberg-
und dem Wechselwirkungsbild. Im Schrddingerbild steckt die Zeitabhangigkeit in
den Zustdnden und die Operatoren sind zeitunabhéngig. Im Heisenbergbild ist es
genau umgekehrt. Beim Wechselwirkungsbild sind sowohl die Zustande als auch
die Operatoren zeitabhangig.

1.3.1 Das Schroédingerbild

Im Schrédingerbild erhdlt man den Zustand [¢)(%)) zum Zeitpunkt ¢ indem man
den Zustand [¢)(t = 0)) zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit Hilfe des Zeitentwicklungsope-
rators U(t) entwickelt:

() =U(t) [¢(t =0)). (1.19)

14



A Im(v)

Abbildung 1.2: Teilchenzahlerhaltung bei der Zeitentwicklung.

Den Zeitentwicklungsoperator U(t) erhédlt man indem man Gleichung (1.19) in
die basisunabhingige Schrédingergleichung (1.5) einsetzt:

in 2 U() [(t = 0)) = BU() [b(t = 0))

ot
Diese Gleichung muss fiir alle |¢)(t = 0)) gelten. Daher gilt:
z’hﬁ U(t)=HU(t)
ot B '

Aus dieser Differentialgleichung ergibt sich der Zeitentwicklungsoperator U(t)
ZU:

Ut) = e w1t (1.20)
Der Zeitentwicklungsoperator U(t) muss unitdr sein, da die Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit 1 = [ @3 ¢*(7, t)y (7, ¢) fiir alle Zeiten erhalten bleibt (siehe Abb.
1.2).
Beweis:

UtU = enfl'te=iHt = 1 ,
wegen H = HT, da der Hamiltonoperator hermitesch ist.

Beachte: Die Exponentialfunktion eines Operators kdnnen wir als Taylorreihe
definieren: ) ,
i 1
Ut)=e nf' =N —(——Ht)".
()= i =3 L (- rn)

n!
n

15



1.3.2 Das Heisenbergbild

Im Heisenbergbild sind die Zustdnde [i;;) zeitunabhdngig und stimmen mit
[1)(t = 0)) im Schrodingerbild tberein:

e (1)) = U O(0) = U] (= 0)) = [9(0)) =

Vi) . (1.21)

Wir erhalten die zeitabhingigen Operatoren Ay (t) des Heisenbergbildes iiber
die Forderung, dass die Erwartungswerte in beiden Bildern gleich sein miissen
(physikalische Messergebnisse hangen nicht von der Wahl der Darstellung ab):

(W(O)|A[0(t)) = (VulAu(t)|vn) - (1.22)

Wir schieben jetzt auf der linken Seite von Gleichung (1.22) zwei vollstandige
Einsen 1 = UUT ein:

(WU UTAU Up(t)) = | Ag(t)|vm) .
wal  AEO gy
Damit ergibt sich fiir den Operator im Heisenbergbild:
Ap(t) = U (1) AU(t) = ex* Aemntt (1.23)

Die Heisenbergsche Bewegungsgleichung

Zur Ableitung der Heisenbergschen Bewegungsgleichung bilden wir die totale
Zeitableitung von Ay (t), wobei wir Gleichung (1.23) fur Ay (t) einsetzen und
beachten, dass [H, U] = 0 gilt:
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Wir multiplizieren nun diese Gleichung mit iA und erhalten die allgemeine Form
der Heisenbergschen Bewegungsgleichung:

L d . 0
ih—Ap(t) = [Ap(t), H] + th=Ay(t) . (1.24)

dt ot

Der letzte Term tritt nur dann auf, wenn der Operator A im Schrédingerbild zeit-
abhangig ist. Da wir uns aber meist mit Problemen mit einem zeitunabhangigen
Operator beschiftigen, vereinfacht sich die Heisenbergsche Bewegungsgleichung
in der Regel zu:

L d
ZHEAH(t) = [Ay(t),H] . (1.25)

Energieerhaltung

Wir betrachten nun einen im Schrédingerbild zeitunabhdngigen Hamiltonoperator
und erhalten mit Gleichung (1.23):

i _ipgy [HU=0 ipy _ i
Hy(t) = ei He wft 0277 enflle=wfl [p — |
N——
1

Der Hamiltonoperator im Heisenbergbild ist in diesem Fall ebenfalls zeitunabhan-
gig und gleich dem Hamiltonoperator im Schrddingerbild. Der Erwartungswert der
Energie ist also zeitlich konstant:

E = (Hu(t)) = (Yu|Hu(t)[Yn) = WulH|bu) = const. .

ErhaltungsgroBen

Allgemein ergibt sich aus der Heisenbergschen Bewegungsgleichung (1.25), dass
der Erwartungswert von A (7) immer dann eine ErhaltungsgroRe ist, wenn Ay (1)
mit dem Hamiltonoperator vertauscht, also [Ay (1), H] =0 :

d
ih = Au(t) = [Au(t), H = 0.

Quantenmechanische Version der klassischen Hamiltonschen Bewe-
gungsgleichungen

Wir betrachten den Orts- und den Impulsoperator in einer Dimension. Es han-
delt sich dabei um zwei kanonisch konjugierte Operatoren. Dies kdnnen wir zum

Beispiel in der Ortsdarstellung (z — z, p, — 2.2} zeigen:
Py e or Yor ' T 0 jer )T 0
=<~ ——
(7o) +e 5 !
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[p, 7] = ? : (1.26)

Wir stellen nun die Heisenbergsche Bewegungsgleichung (1.25) fiir den Impuls-
operator auf, wobei wir gleich auf beiden Seiten mit %& multiplizieren:

d 1
E])H(t> = pr, H] . (1.27)
Fiir diese Gleichung existiert ein Analogon in der klassischen Mechanik:
p={p, H}, (1.28)

wobei {p, H} die Poissonklammer darstellt.

Beachte: Die Poissonklammern der klassischen Mechanik entsprechen den
quantenmechanischen Kommutatoren.

Da wir nun diese Anologie zwischen klassischer Mechanik und Quantenmecha-
nik gefunden haben, wollen wir im n&chsten Schritt auch ein Analogon zu den
Hamiltonschen Bewegungsgleichungen der klassischen Mechanik suchen. Dazu
berechnen wir den in Gleichung (1.27) auftretenden Kommutator fiir einen allge-
meinen Hamiltonoperator, in dem p™ und 2™ mit beliebigen Potenzen n,m € N
auftreten.

Der p-abhangige Teil des Hamiltonoperators vertauscht mit p:

[p,p"]=0. (1.29)
Fiir den x-abhidngigen Teil berechnen wir uns den Kommutator [p, "] in Orts-
darstellung (die Beziehung folgt aber auch aus [p,z] = '%‘ via vollstandiger In-
duktion):
" ho ., RO, L0, R O , h
[p’x]_)[iax’x}_z(&tx x@x)_z(&nx>_in1 ’
h ., ho
"= Ipgnt= D g 1.
[p, 2" -ne P (1.30)

Mit diesen Ergebnissen gehen wir nun in die Heisenbergsche Bewegungsgleichung
fur den Impulsoperator (1.27) ein, wobei wir p;; im Kommutator mit Gleichung
(1.23) umschreiben und [H, U] = 0 verwenden:

d 1 1
— = — [pu, H(: = — [UpU, H
1 0
=—U'[p,H = ——H(x .
ih [ ) (I,p)]U axH (ULHupH>
b2 H(z,p)
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Um eine Analogie mit den klassischen Gleichungen herstellen zu kénnen, bilden
wir den Erwartungswert:

d

pr (pu(t)) =( — %H (zw,pn)) - (1.31)
Wir haben fiir den Impulsoperator p die quantenmechanische Version
S0} = o, H] = { = 50— H(w, o) (13)
dt Pu i [, H TH,PH .

der klassischen Hamiltonschen Bewegungsgleichung
{p,H} 0 H(z,p)
D = 1P =——H(x,p
F P, O ) I
gefunden.

Fiir den Ortsoperator z ergibt sich nach einer analogen Rechnung:

d 1
t)) = —H 1.33
als quantenmechanische Version der klassischen Hamiltonschen Bewegungsglei-
chung:

n—hﬂrf;um

Ehrenfestsches Theorem

Das Ehrenfestsche Theorem besagt, dass die klassischen Bewegungsgleichungen
fur die quantenmechanischen Erwartungswerte fiir Potentiale V' () mit dem Po-
lynomgrad < 2 in x gelten.

Im Allgemeinen folgen die quantenmechanischen Erwartungswerte nicht den
klassischen Bewegungsgleichungen.

Um das Ehrenfestsche Theorem zu beweisen, nehmen wir einen Hamiltonopera-
tor an, der neben der kinetischen Energie ein allgemeines Potential mit Termen
bis zur Ordnung z? enthilt:

2
H(xy,pn) = g—m +ary + gaﬁ{

Mit diesem allgemeinen Hamiltonoperator gehen wir jetzt in Gleichung (1.33)
und erhalten:

d 0 pk

£<IIJH>— ap—H(——i-oz:L“H—l— a:H)>—< >
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Wir formen dieses Ergebnis auf (py) = m <% (xy) um und erkennen, dass eine
Ubereinstimmung mit dem klassischen Ausdruck p = mv = m i gegeben ist.
Nun verwenden wir Gleichung (1.32):

= (- 8$H(_+CmH+§xH)>:_a_ﬁ<xH> :

Setzen wir @ = 0 so haben wir mit dieser Gleichung das Hooke'sche Gesetz
p = F = —[x erhalten.

Die quantenmechanischen Erwartungswerte stimmen also in diesem einfachen
Beispiel mit den klassischen Bewegungsgleichungen iiberein. Sobald aber im Po-
tential ein hoherer Term als 22 auftritt, ist diese Ubereinstimmung nicht mehr
gegeben.

Als einfaches Beispiel nehmen wir ein Potential an, das zusatzlich noch einen
Term der Ordnung 22 enthilt. Gleichung (1.32) ergibt:

9 tom) =~ oo (Lt + 2+ La)) = o= o) — )
ar P Oxp “2m AT g tH T gl / LA

Beachte: Im Allgemeinen gilt: (%) # (xy)>.

Daher folgen die quantenmechanischen Erwartungswerte fiir Potentiale mit ho-
heren Termen als 2% nicht den klassischen Bewegungsgleichungen.

1.3.3 Das Wechselwirkungsbild

Das Wechselwirkungsbild eignet sich bei Problemen mit einem zeitabhangigen
Hamiltonoperator H(t). Dieser Hamiltonoperator ldsst sich in einen zeitunab-
hangigen Teil Hy und einen zeitabhdngigen Teil V (t) zerlegen:

H=H,+V(t). (1.34)
Wir definieren die Zeitentwicklung beziiglich Hy:

Up(t) = e Mot | (1.35)
welche in die Operatoren einflielen soll:

A =UL AT, . (1.36)

Um die Zustande des Wechselwirkungsbildes zu erhalten fordern wir wieder, dass
die Erwartungswerte im Wechselwirkungsbild und im Schrédingerbild gleich sein

| ((OAR()) = (1 (1) Ar(8) 1 (1)) (1.37)
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Einsetzen von Gleichung (1.36) ergibt:
WOIARD) = (OIS A Uolun(D)
~ — ~—

-

()] ()
Fiir den Zustand [¢);(?)) im Wechselwirkungsbild ergibt sich:

(1)) = USOIe(0) (1.38)

Der Index I steht fiir den englischen Begriff interaction.
Die Zeitentwicklung im Wechselwirkungsbild erfolgt iiber den entsprechenden
Zeitentwicklungsoperator des Wechselwirkungsbildes U (#):

[61(8)) = Ur(t) [11(0)) = Ur(£)|(0)) (1.39)
|4(0))
Einsetzen von (1.38) in (1.39) und Umformen nach (1)) liefert:
U(t)

Obige Gleichung (1.40) sorgt durch Vergleich mit der Zeitentwicklung im Schro-
dingerbild laut (1.19) fiir den Zusammenhang der Zeitentwicklungsoperatoren
aus Schrédinger- und Wechselwirkungsbild:

U(t) = Us(8)U(t) . (1.41)

Durch eine analoge Rechnung wie bei der Herleitung der Heisenbergschen Be-
wegungsgleichung, wobei an die Stelle von U(t) — Upy(t) und an die Stelle von
H — H, treten, ergibt sich fiir die Operatoren des Wechselwirkungsbildes fol-
gende Gleichung:

. d
Nun fehlt uns noch die Gleichung fiir die Zeitentwicklung des Zustandes im
Wechselwirkungsbild. Dazu gehen wir von der abstrakten, basisunabhangigen
Schrédingergleichung (1.5) aus. Wir multiplizieren Gleichung (1.38) mit Uy(t)

von links und erhalten dadurch [¢(t)) = Uy(t) [¢1(1)) :

L0
zha |¥(t)) = H [¥(t))

i 2 U(e) [0s(1)) = H U(t) [44(1)

ot
mK%MﬁHwM»HMM%WMMF4%+WM%®WMW
— L Ho Uo(t)
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Der Term HyUy(t) | (t)) tritt auf beiden Seiten auf und kann daher gekiirzt
werden. Damit ergibt sich:

: J,
ih Uy(t) &\1),(1» = V() Uo(t) |0r(1)) .
Nun multiplizieren wir die Gleichung mit U] (t) von links:

ih U3 Un(t) S 10(1)) = U(0) V(1) Uo(t) (1)
—— ~~

1 Vi (t)

Die Zustandsgleichung des Wechselwirkungsbildes lautet also:

L0
i1 (1)) = Vi) [ex (1) (1.43)

22



Kapitel 2

Storungstheorie und
Variationsverfahren

Die Schrédingergleichung ist im Prinzip nur fiir wenige Félle analytisch I6sbar.
Insbesondere sind dies:

e (stiickweise) konstante Potentiale,

1 . . .
e —-abhdngige Potentiale (Wasserstoffproblem),
e das harmonische Oszillatorpotential.

Fiir alle anderen Probleme bendtigt man Niherungsverfahren zur approximativen
oder zur numerischen Ldsung der Schrodingergleichung. Erstere werden in die-
sem Kapitel besprochen.

Wir werden mit der zeitunabhidngigen Storungstheorie (fiir nicht-entartete und
entartete Eigenwerte)beginnen, fiir welche einige Beispiele kurz vorgefiihrt wer-
den. Anschlielend wird das Ritzsche Variationsprinzip vorgestellt und besprochen.
Zu guter Letzt widmen wir uns der zeitabhdngigen Stérungstheorie.

2.1 Zeitunabhangige Storungstheorie

In der zeitunabhdngigen Storungstheorie wird der Hamiltonoperator H in einen
exakt losbaren Anteil Hy und eine Stérung A\ V' zerlegt, wobei fiir die Herleitungen
angenommen wird, dass der Parameter A\ < 1. H hiangt hierbei nicht explizit
von der Zeit t ab (wie der Name des Kapitels schon suggeriert):

H(\) =Hy+ \V . (2.1)
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Hierbei wird die Schrédingergleichung fiir den ungestérten Anteil H, bereits als
gelost angesehen:

Holyy") = ealty) . (2.2)

Das Einschalten der Stérung A V' wird die Wellenfunktion |v,,) und die zugehd-
rigen Energieeigenwerte [, verandern. Es gilt nun die Schrédingergleichung fiir
den gesamten Hamilton-Operator H,

HN)[$n(A)) = En(N)[n(N) (2:3)

ndherungsweise zu I6sen. Die grundlegende Idee der Stdrungstheorie ist nun,
sowohl die Wellenfunktionen |¢,,()\)) als auch die zugehdrigen Energieeigenwerte
E,, jeweils in eine Taylorreihe beziiglich A bis zur 2. Ordnung zu entwickeln:

[Un (V) = [0) + All)) + N [p) + O(N?)
E,(\) = EY + XEW + N2E® L O(\?) . (2.5)
Beachte:

e Die |¢,(Lk)> und die £ heiRen Korrekturen der Eigenzustinde bzw.
Energiekorrekturen k-ter Ordnung in \.

e Die |1/1,(10)> und die E\” = ¢, entsprechen den Eigenfunktionen und
Energieeigenwerten des ungestdrten Problems laut Gleichung (2.2).

e Die |@/)(k> ) sind so gewahlt (normiert), dass sie keinen Anteil mehr
in Richtung |11) haben (siehe Abbildung 2.1), d.h. es gilt:

W) L[y (2.6)

Dies ist 0.B.d.A. moglich, da uns die Normierung der Wellenfunktion
frei steht und wir diese so wihlen kdnnen, dass

(W a(N) =1,

woraus unmittelbar (2.6) folgt.

Einsetzen von (2.4) und (2.5) in (2.3) und Vernachlassigen von Termen O(\?)
liefert:

(Ho + AV) [ [ + Ay + NP ]
= (B + AE) + XE) [ 1) + Awl)) + i) ]
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Hy H=Hy+\V

1 20
[agg)
62 e
Ey(N)
el I YAEDW
W)n()‘» €1 !
/\\L,y(ll)>
1,(0)
[¥n") e Y I I B
Eo(N)

Abbildung 2.1: Veranschaulichung der gestdrten Eigenfunktionen und Eigenwerte
in 1. Ordnung in \.

Im n3chsten Schritt multiplizieren wir aus und ordnen nach der Potenz von A:

Holp(") + AV[0) + MHo|p() + N Holp D) + NV ]pl) + O(N?)
N—_—— ~~ -

20 AL A2
= B + AR ) + AR )
)\(J /\l
+ NEVWD) + NED ) + XEP[0) + O(X%) .
N

Ordnen und Vernachlissigen der Terme O()\?) liefert folgende 3 Gleichungen:

O+ Holuy”) = B,y (27)
O = VIUR") + Holwy) = EX 1) + BV ) (2.8)
ON?) = Holg?) + Vi) = EP W) + B[y + ER o)) . (2:9)
Gleichung (2.7) entspricht wieder der ungestorten Schrddingergleichung (2.2)

und ist schon bekannt.

Ziel ist es jetzt, aus den beiden anderen Gleichungen (2.8) und (2.9) die Ener-
giekorrekturen und die Korrekturen der Eigenzustdnde fiir die 1. und 2. Ordnung
Storungstheorie zu berechnen.

Projizieren von (2.8) auf (1| (unter Verwendung der aus (2.6) folgenden Be-
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ziehung: (V3 0)) = 0) liefert:
WV + () [Ho [9i) = (BP0 + (0 |ELD [4))
~——

<¢(0) ‘E(“)
W WVIe") + BY @ |w,)) = B (0 1wp) +E,D (010,
—— —— ——

0 0 1

Dies liefert die gesuchten Energiekorrekturen 1. Ordnung:

EN = (O . (2.10)

In weiterer Folge wollen wir die Korrektur fiir die Eigenzustdnde erster Ordnung
]wé% berechnen. Hierfiir wird es wichtig sein, zwei prinzipielle Fille fir das
ungestorte Problem zu unterscheiden:

e Nicht-entartete Eigenwerte:
Fiir alle Eigenzustdnde gibt es unterschiedliche Eigenwerte. ¢, # ¢, fir

n#m.

e Entartete Eigenwerte:
Es gibt unterschiedliche Eigenzustande, zu denen der selbe Eigenwert ge-
hort. €, = ¢, firn #m .

Nicht-entartete Stérungstheorie

Durch Einschieben einer vollstiandigen Eins (1) erhalten wir fiir die Korrekturen

der Eigenzustinde:
=D W) - (2.11)
m#n
Beachte: Hier darf die Summe iiber alle m # n gebildet werden, da das innere

Produkt (4 [45) fiir m = n laut Gleichung (2.6) sowieso verschwinden
wiirde.

Fiir die Berechnung der |1/} miissen wir laut (2.11) deren Projektionen (b |1h")
auf die ungestorten Eigenzustdnde fur m =+ n berechnen. Dies geschieht durch
Projektion der Gleichung (2.8) auf (1h%|:

NV + (PO Holyp(D) = (D) By + (O | B [0
L n m n n

WS ED 1wy
EY (@ l)) = BEX (1) = =D IVIR) + B (0 [ol)
~~~ ~~~ w
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Dies liefert die gesuchten Projektionen:

(W (V]

€n — €m

WOy = (2.12)

Einsetzen von Gleichung (2.12) in Gleichung (2.11) liefert die gewiinschten Kor-
rekturen der Eigenzustdnde 1. Ordnung:

m V n
) = 3 [5) lb \ s (2.13)

, — €
m#n m

Beachte: Die Tatsache, dass die Eigenzusténde nicht entartet sind (€, # €,
fur alle m # n) ist entscheidend, da sonst die rechte Seite in Gleichung
(2.13) divergieren wiirde. Fiir entartete Eigenwerte ist diese Art der Be-
rechnung nicht zuldssig. Diesen Fall werden wir im nichsten Abschnitt
betrachten.

Das nachste Ziel ist es, die Energiekorrekturen 2. Ordnung EY zu berechnen.
Hierfiir projizieren wir analog zur Berechnung der Korrekturen 1. Ordnung die

Gleichung (2.9) auf die (1):
(o [Holy i) + (VI =
—_——

1B )

WEDWDY + (N ED ) + (00| EP )
ED W2y — ED 2y + (0 V]yly =

~
0

woraus das Zwischenergebnis
EP = (0P V]p)) (2.14)
folgt.

Diese Gleichung (2.14) liefert nach Einsetzen von (2.13) die gesuchten Ener-
giekorrekturen 2. Ordnung::

g = 3 GV ERWVIST) _ s~ [0 VI

Y p— p— (2.15)
m#n n m m#n n m
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Beachte:

e Die Grundzustandsenergie (n = 0) wird in 2. Ordnung immer redu-
ziert.

e Statt bei der 2. Ordnung in \ abzubrechen, kdnnen wir natiirlich zu
héheren Ordnungen analog gehen.

e Selbst wenn E()\) und |1/17<10>> nicht analytisch in A sind, erhalt man
oft gute Ergebnisse fiir kleines \ (asymptotische Reihe; z.B. g Faktor
des Elektrons).

2.2 Entartete Storungstheorie

Von entarteten Zustanden spricht man nun, wenn im ungestérten Problem gleiche
Energieeigenwerte zu unterschiedlichen Eigenzustdnden auftreten. Dies ist im
Allgemeinen (z.B. Wasserstoff-Problem) auch der Fall.

Wie bereits erwahnt ist fiir entartete Zustdnde die Berechnung von (2.13) nicht
zul3ssig, da in diesem Fall die Energienenner verschwinden wiirden. Dies deutet
bereits auf grole Korrekturen hin.

Der Ausweg ist in diesem Fall ein Basiswechsel und Diagonalisieren der Stérmatrix
im entarteten Unterraum. Im Allgemeinen wird dadurch die Entartung (zumindest
teilweise) aufgehoben und man kann die Energiekorrekturen erster Ordnung in
Form der Eigenwerte der Stérmatrix ablesen. 7

Man wahlt also im entarteten Unterraum eine neue Basis |1E7<:))> fir die gilt:

Im Allgemeinen vertauschen H und V' nicht ([H, V] # 0), weswegen beide nicht
gleichzeitig diagonalisierbar sind. Jedoch gilt im entarteten Unterraum wegen
H = ¢,-1 sehr wohl [H, V] = 0, weswegen hier H und V gleichzeitig diagonalisiert
werden konnen.

Ist dies geschehen, kann man die Energiekorrekturen 1. Ordnung als Eigenwerte
der Stérmatrix ablesen:

B = () VYY) (2.16)

Beachte:

e Im Allgemeinen ist ein Basiswechsel nicht stetig in A, weshalb dieser
Vorgang zu grofen Korrekturen fiihrt, welche sich aus (2.16) ergeben.

e Die Entartung der Zustande wird im Normalfall durch den Basiswech-
sel aufgehoben.
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e Die neuen Eigenzustdnde sind die Eigenvektoren zum zugehdrigen
Eigenwert (Energiekorrektur), die sich durch die Diagonalisierung von
V ergeben.

Die Energiekorrekturen 2. Ordnung lassen sich in der neuen Basis analog zu
Gleichung (2.15) berechnen.

O V) (i |V 1)

€n — €Em

E? — Z

n

(2.17)

€mFen

2.3 Anwendungsbeispiele der Storungstheorie

Um die vorangegangenen theoretischen Ausfiihrungen etwas verstandlicher zu
machen, werden im Folgenden Anwendungsbeispiele der Stérungstheorie bespro-
chen und Ansatze zur Berechnung der jeweiligen Korrekturen gezeigt. Diese Bei-
spiele werden sein:

o der Stark-Effekt,

e die relativistische kinetische Energie,
o der Darwin-Term,

e die Spin-Bahn-Kopplung,

wobei die letzten drei die Feinstruktur des Wasserstoff-Atoms verursachen.

2.3.1 Stark-Effekt

Der Stark-Effekt stellt eine Aufspaltung der entarteten Energieniveaus des Was-
serstoffatoms bei Anliegen eines (schwachen) elektrischen Feldes dar.
Die Wirkung des elektrischen Feldes auf das System werden wir storungstheore-
tisch behandeln. Hierfiir betrachten wir den ungestorten Hamilton-Operator des
Wasserstoffproblems unter Vernachlassigung des Spins:
H= V2
2m r

Die Stdrung durch das elektrische Feld, das in z-Richtung angenommen werden
darf (E' = E - €,), kann beschrieben werden durch:

AV = +|e|E - 7= |e|Ez
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wobei |e| E die Rolle des Parameters A iibernimmt. Die Kleinheit von E ist daher
entscheidend fiir die Genauigkeit der stérungstheoretischen Berechnungen der
Korrekturen. Das elektrische Feld darf jedoch auch nicht zu klein sein, da sonst
die Spin-Bahn-Kopplung beriicksichtigt werden miisste und alle folgenden Be-
rechnungen in der Basis des Gesamtdrehimpulsoperators J stattfinden miissten.

Abbildung 2.2: Skizze des Potentials V;,;,; beim Stark-Effekt.

In weiterer Folge, wollen wir die Energiekorrekturen 1. und 2. Ordnung berechnen.
Da die Energieniveaus des Wasserstoffatoms beziiglich der Hauptquantenzahl n
entartet sind (alle Zustdnde mit gleicher Hauptquantenzahl besitzen die selbe
Energie), ist es notwendig, entartete Stérungstheorie anzuwenden. Die Lsungen
der Schrédingergleichung des ungestdrten Problems sind bereits aus der Quan-

tentheorie | bekannt:
Holnlm) = E,nlm) .

Im Rahmen der entarteten Stérungstheorie ist es das Ziel, die Stérung |e|Ez zu
diagonalisieren. In weiterer Folge miissen wir also fiir festgehaltenes n (sprich im
entarteten Unterraum) folgende Stérmatrix in der Basis |n [ m) des ungestérten
Problems aufstellen:

(nlmlle|EzInl' m'y = |e|E{(nlm|zinl'"m') . (2.18)

Die Berechnung aller dieser Stérmatrixelemente ware sehr kompliziert und lange,
weswegen wir durch Symmetrieiiberlegungen versuchen herauszufinden, fiir wel-
che I[,m,l" und m’ die Elemente aus (2.18) nicht verschwinden. Dies wird auf
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zwei Auswahlregeln fiihren.

Zunachst betrachten wir den Kommutator von L, und z, welcher bekannter-
malen verschwindet:
[L.,2]=0. (2.19)

Daraus folgt auch das Verschwinden der entsprechenden Matrix im entarteten
Unterraum:
(nlm|[L,,z]lnl'"m") =0. (2.20)

Durch Berechnung der linken Seite aus (2.20) und Verwenden der bekannten
Eigenwertgleichung L.|n [ m) = hm|n | m) erhalten wir:

(nlm|[L.,z]|n 1" m')
= (nlm|(L,z— zL,)|nl'm’)
=(nim|L,zlnl'"m'"y — (nlm|z L |nl m)
(n Lmlh han/|n U m?)

= h(m —m")(nlmlzlnl' m'),
was laut Gleichung (2.20) verschwinden soll. Daraus folgt nach Division durch &:
(m—m"Y(nlm|zlnl m)=0. (2.21)

Das Produkt aus (2.21) kann nur O sein, wenn entweder m — m’ = 0 oder
(n l m|z|n " m") = 0 gilt. Daraus ist zu schlieBen, dass die gesuchten Stérma-
trixelemente aus (2.18) nur # 0 sein kdnnen, wenn m — m’ = 0. Dies ist die 1.

Auswahlregel:
(222)

Im Folgenden betrachten wir das Verhalten der Wellenfunktion unter Spiegelun-
gen 7 — —7. Aus der Quantentheorie | weill man, dass sich die Eigenfunktionen
des Wasserstoffproblems im Ortsraum unter Spiegelungen wie folgt verhalten
(Paritdt):

wnlm(_m = <_1)l¢nlm<77) : (2-23)

Die Matrixelemente aus (2.18) lassen sich im Ortsraum als Integrale schreiben:

(nlmlzlnl' m') = /d3r r (7)) 2 pe (T) . (2.24)
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Die Variablentransformation (Spiegelung) 7 — —7 in (2.24) bringt unter Ver-
wendung von (2.23) mit der einfachen Rechenregel (—1)"*" = (—1)7!"

[e.o] [e.9]

/ A U (F) 2 i (7)) =" / () G () () e ()
_ J
> dr

= (-1 / dPr iy, (7) 2 Yprme (F) (2.25)
Vergleich von (2.24) und (2.25) ergibt fiir die Matrixelemente aus (2.18) die
|dentitat: /

(nlmlzlnl' m'y = (=" (nlm|zln I m') . (2.26)

Gleichung (2.26) kann offensichtlich fiir nicht-verschwindende Matrixelemente

nur gelten, wenn
[—1'"+1 gerade (2.27)

ist. Desweiteren kann man z.B. iiber das Additionstheorem fiir Drehimpulse zei-
gen, dass gilt (ohne Beweis):
=U1<1. (2.28)

Die logische Kombination aus (2.27) (! und !’ missen sich um mindestens 1
unterscheiden) und (2.28) (I und I’ diirfen sich um maximal 1 unterscheiden)
ergibt die 2. Auswahlregel (I und !’ unterscheiden sich genau um 1):

(229)

Grundzustand

Im Folgenden betrachten wir den Grundzustand mit n = 1. Da hier die bekannten
Regeln fiir die Quantenzahlen (I < n — 1 und |m| < [) gelten, folgt sofort
[ = m = 0. Wie Ublich gibt es daher nur den einen Grundzustand |1 0 0) (keine
Entartung fiir n = 1), weswegen wir die Energiekorrekturen fiir den Grundzustand
nach den Regeln der nicht-entarteten Stérungstheorie laut Gleichung (2.10) als
Erwartungswert der Stérung berechnen:

EMN =(100]le| E2|100) . (2.30)

Dieser Ausdruck auf der rechten Seite in (2.30) muss wegen der 2. Auswahlre-
gel (2.29) verschwinden, woraus das Verschwinden fiir die Energiekorrekturen 1.
Ordnung fiir den Grundzustand folgt:

EY =0,
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Die Berechnung der Energiekorrekturen 2. Ordnung erfolgt laut Gleichung (2.15)
zu

> 102100
B N 2l 231
1 ;6 E1 _ En ) ( )

wobei die Auswahlregeln (2.22) (m' =0=m =0)und (2.29) (I'=0=1=1)
beriicksichtigt wurden.

Die Berechnung der Matrixelemente in (2.31) und anschlieBende Summation iiber
alle n > 2 ergibt die Energiekorrekturen 2. Ordnung fiir den Grundzustand (0.B.):

9
EY = — B

wobei a der Bohrsche Atomradius ist.

Angeregte Zustinde

Im Folgenden beschrinken wir uns auf die 1. angeregten Zustinde mit n = 2.
Dafiir ergeben sich nach den Regeln fiir die Quantenzahlen 4 entartete Zusténde:

200y, [210), [211), |21-1).

Um im Folgenden die Energiekorrekturen 1. Ordnung zu berechnen, miissen wir
im entarteten Unterraum fiir n = 2 laut Gleichung (2.18) die 4 x 4-Stérmatrix

le|E 21m|z| 21" m")

aufstellen und diese diagonalisieren.

Es ist jedoch sinnvoll, sich zunéchst zu iiberlegen, welche Matrixelemente auf-
grund der Auswahlregeln verschwinden. Wegen (2.22) haben die beiden Zustédnde
|2 1 1) nur verschwindende Matrixelemente mit den anderen beiden Zustanden:

(2 5 02|21 1) =0.

Wegen (2.29) haben selbige Zustdnde auch mit sich selbst nur verschwindende
Matrixelemente:

(2141221 +1)=0.
Es bleiben also nur die beiden entarteten Zustande |2 0 0) und |2 1 0), die tber
die Stérung |e|Ez koppeln, iibrig. Die zu diagonalisierende Stérmatrix V,,, hat
sich zu einer 2 x 2-Matrix vereinfacht und sieht in Matrixschreibweise folgender-
mafen aus:

(2002/200) (200]z/210)
————

Vi = |e| E - (2.32)

0
(210]2[200) (210]z]210) |~
N e’

0
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wobei die Diagonalelemente wegen (2.29) verschwinden. Die Nicht-Diagonalelemente
sind zueinander konjugiert komplex und berechnen sich mit Hilfe der bekannten
Eigenzustidnde zu (hier nicht genauer ausgefiihrt, sieche Quantentheorie 1):

1 r r 1
2002210 = — [ d 4a<1——)/d 2_ 34,
@00l:4210) = gz [arrte i (1= 3) [ dnot = =30

wobei a wieder der Bohrsche Atomradius ist.
Die Stérmatrix sieht also folgendermalen aus:

0 1
V}m——3a|e|E'(1 O> :

Durch Lésen des Eigenwertproblems
vi; = EVE (2.33)

erhalten wir die Eigenwerte laut

—gY  _
det (V= BEV1) = det L
—3ale|E  —E;

welche den gesuchten Energiekorrekturen 1. Ordnung entsprechen und sich erge-
ben zu:

E\Y = +3ale|E . (2.34)

Diese Aufspaltung der Energieniveaus der beiden Zustdnde |2 0 0) und |2 1 0)
um insgesamt

AE = Ey+ BV - <E0 + Eg”) — 6ale|E

heilst linearer Stark-Effekt.

Die in 1. Ordnung korrigierten Eigenzustiande des Hamilton-Operators sind als
Eigenvektoren Z; des Eigenwertproblems (2.33) abzulesen. Diese ergeben sich in
der 2 x 2-Matrix-Notation nach Einsetzen der entsprechenden Eigenwerte und
Beriicksichtigung der Normierung zu:

Ty — % ( 4:11 ) . (2.35)

In Diracschreibweise sehen die neuen Eigenzustande [¢..) folgendermaRen aus:

1

02} = = (200) +[210)) 0-) = = (1200) ~[210)) .

Sl

2
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m=0

25(12,0,0) = [2,1,0))

12,0,0)]2,1,0) , i — 41
Lo 12,1, +1)

12,1,1)]2,1,-1)

-5(12.0,0) +2,1,0))

Abbildung 2.3: Skizze der Aufspaltung der Zustinde beim Stark-Effekt.

Beachte:

Die Stérung V' bricht die Rotationsinvarianz (E || €.).

Die Feinstruktur (siehe nichster Abschnitt) braucht bis £ = 18;\]/

nicht beriicksichtigt werden. Fiir kleinere Felder miisste man in der
Basis des Gesamtdrehimpulsoperators J (|n s j m;)) rechnen.

Man kann grundsatzliche Bedenken gegen die Anwendung der Sto-
rungstheorie haben (auch wenn diese erfolgreich ist und die Physik
richtig beschreibt). Das Problem ist, dass

H=Hy+V=H'

zwar hermitesch, aber nicht selbstadjungiert ist, da fiir die Storung
gilt:
AV 75 —o00

Daher gibt es keine normierbaren sondern divergierende Eigenfunk-
tionen im Bereich des nach —oo strebenden Potentials. Sprich der
Raum iiber dem H definiert ist, spannt nicht den gesamten Hilber-
traum auf (dies wird fiir einen selbstadjungierten Operator neben der
Hermitizitdt aber gefordert.) Dieser Widerspruch wird aber dadurch
aufgehoben, dass das Potential physikalisch natiirlich nicht nach —co
strebt, sondern irgendwann abgeschnitten wird. Dann gibt es in die-
sem Bereich wenigstens periodische Eigenfunktionen.

Selbst wenn vorher erwdhntes Problem durch Abschneiden der im
negativen Bereich divergierenden Stérung z.B. durch

[ le|Ez  firz> —a
AV = { —le|Fa  fir z < —a

gelost ist, beschreibt H immer noch metastabile Zustdnde (falls «
grol genug ist). Die Elektronen konnen iiber sehr lange Zeitskalen
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aus dem X-Potential heraustunneln. Die Stérungstheorie liefert dann
die Energien dieser langlebigen, metastabilen Zustdnde.

2.3.2 Relativistische Korrekturen

In diesem Abschnitt werden die relativistischen Korrekturen zum Wasserstoff-
problem besprochen, welche aus der Dirac-Gleichung (siehe spater) folgen. Wir
erhalten 3 Korrekturterme (im Folgenden wird der Parameter A = 1 gesetzt):
die relativistische kinetische Energie, den Darwin Term und vor Allem die Spin-
Bahn-Kopplung.

1.) Relativistische kinetische Energie

Der Ausdruck fiir die klassische kinetische Energie £ = % wird relativistisch
ersetzt durch den Ausdruck:

2
E = \/p2c® + m2ct = mc*\[ 1+ ]92 5 (2.36)
m2c

Entwicklung der rechten Seite von (2.36) liefert laut der bekannten Taylorreihe

Vitz=1+2-2 4

2 P’ p*
———

Ruheenergie ) N
& klassische F;, relativistische Korrektur

Der letzte Term auf der rechten Seite in (2.37) ist also unsere relativistische
Korrektur, die wir in der Folge als Storung H; betrachten:
4

H=———.
! Sm3c2

(2.38)

In weiterer Folge schreiben wir den ungestdérten Hamiltonoperator H des Wasserstoff-
Problems um, und kdénnen dadurch unsere Stérung H; also Funktion von Hj und
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des Operators 1 schreiben:

2 Z2
g P Z¢
2m r
2 Z2
:>p—:H0 _6
T

1 Ze2\?
= H = -7 (HO + 76) . (2.39)

Die Eigenwerte ¢, des Wasserstoff-Problems wéren eigentlich entartet, weshalb
man die Stérung H; wie beim Stark-Effekt diagonalisieren miisste. Wir haben
hier jedoch das Gliick, dass (wie aus (2.39) offensichtlich) die Stérung H; in
der Basis |n [ m) bereits diagonal ist. Wir kdnnen daher die relativistischen
Energiekorrekturen 1. Ordnung einfach als Erwartungswert der Stérung analog
der Gleichung (2.10) fiir die nicht-entartete Stérungstheorie berechnen:

E&Zn = (nlm|Hynlm) . (2.40)
Einsetzen von Gleichung (2.39) in (2.40) liefert mit den aus der Quantentheorie
| bekannten Erwartungswerten

(nlm|Holnlm)=¢,,

A
Im|=|nl = —
0 Ll dm) = =
1 272
I m|—=|nl =
(n m|r2 I tm) (20 + 1)a®n3
in Termen der Feinstrukturkonstante o = < ~ - mit dem Bohrschen Atom-

he ™ 137
radius a die gesuchten relativistischen Korrekturen der kinetischen Energie 1.

Ordnung (Berechnung hier nicht explizit vorgezeigt):

2 2 2
o _ mc (Za)” (Za) n 3
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2.) Darwin-Term:

Der Darwin-Term beschreibt eine Korrektur zur potentiellen Energie (Potential),
die folgendermalen aussieht:

-

Vo= s ViV (2.42)

Man kdnnte auch sagen, er beschreibt eine Zitterbewegung des Elektrons um
eine Position 7. Um das in etwa zu verstehen, betrachten wir den Mittelwert des
Potentials bei einer infinitesimalen Verschiebung von 7 um 7 und entwickeln in
eine Taylorreihe:

V(74 679) = (V (@) + 57 9V )+ ((679) V4 (243)
V() 0 M ’

wobei der lineare Term im Mittelwert verschwinden muss und der Mittelwert des
quadratischen Beitrags um einen Faktor ; fiir die Mittelung tiber die 3 Raum-
richtungen vermindert wird. Gleichung (2.43) ergibt sich also insgesamt zu:

V(7 +67) =V (7) + 079 V (1) (2.44)

wobei der zweite Term uns die in Gleichung (2.42) angeschriebenen Korrektur
des Potentials verstehen ldsst.

Das Potential des Wasserstoffproblems ist bekanntlich gegeben durch V(r) =
_2762, was mit der aus Mathematische Methoden in der Physik bekannten Formel
V2L = Al = 474(r) eingesetzt in (2.42) die Storung Vs ergibt (Die Herkunft
das Vorfaktors aus (2.42) wird hier nicht explizit vorgerechnet.):

Th?Ze?
2m?2c?

Vo= o(r) . (2.45)
Die Delta-Funktion aus (2.45) in der St6rung sorgt dafiir, dass nur s-Wellenzustdnde
(mit { = 0) von der Korrektur betroffen sind (nur fiir diese gibt es einen nicht-
verschwindenden Betrag der Wellenfunktion im Ursprung 1,,0(0) # 0). Der so
storungstheoretisch berechnete Darwin-Term lautet dann:

mwh*Ze? mc(Za)*
Vg(l) = 922 Y (0))? = 2—725”6[0 : (2.46)
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3.) Spin-Bahn-Kopplung

Aus der relativistischen Dirac-Gleichung folgt fiir die durch die Spin-Bahn-Kopplung
verursachte Storung Hs:
1

T 2m2e2 5L

H3 V(T) s

a
dr

S |-

was sich fiir das Wasserstoffpotential V(r) = —2762 zu

1 Ze* 5
2m2c? 3

]

H, (2.47)

ergibt.

Heuristisches Verstandnis

Wir stellen uns im Folgenden (ohne Riicksicht auf die physikalische Korrektheit)
das Elektron ruhend vor, welches dann vom Proton umkreist wird. Letzteres be-
wirkt durch seine beschleunigte Bewegung ein elektromagnetisches Feld, welches
mit dem durch den Spin des Elektrons verursachten magnetischen Moment wech-
selwirkt und eine Anderung der Energie zur Folge hat.

Das durch das Proton bewirkte elektrische Feld £ nehmen wir (siche Elektrody-
namik) als den negativen Gradienten des Potentials & = |—‘6/| an und verwenden
die aus der Elektrodynamik bekannte Rechenregel

60 _oro _0mmo 1, a0 7o
- Qx;  Ox; 0r Ox; Or  2r Y Ox; Or  ror’
5

Dies ergibt fiir E:
- - 71 dV
E=-vVvp=_--2" 2.48
rle| dr (2.48)

Das magnetische Feld B ergibt sich mit (2.48) und der Definition des Drehim-
pulses L = 7 x p'=m (7" x ¢/) dann zu:

— 1 — 1 1 dV 1 1 —’dV
B:—<E><U> =———(Fx0)—=———L—. (2.49)
c crlel ~~~"dr merle|  dr
L

Das magnetische Moment i des Elektrons ist ge|g|eben durch i = ’“‘735 was
hle
‘me

nach Einsetzen des Bohrschen Magnetons pip =

i = lel g (2.50)

mc

39



liefert.

Die Energie eines magnetischen Dipolmoments 7 in einem Magnetfeld B ist
nach den Gesetzen der Elektrodynamik gegeben durch —ji - B. Dies liefert nach
Einsetzen von (2.49) und (2.50) den zu verstehenden Term fiir die Anderung der
Energie durch die Spin-Bahn-Kopplung:

V() . (2.51)

Beachte: Die heuristisch hergeleitete Formel (2.51) fiir die Spin-Bahn-Kopplung
ist im Vergleich mit dem exakten Term aus (2.47) um einen Faktor 2 zu
groB. Der Grund dafiir ist, dass das Ruhesystem des Elektrons kein Inerti-
alsystem ist (beschleunigte Kreisbewegung).

Will man jetzt die durch Hj3 verursachten Energiekorrekturen berechnen, ist es
aufgrund der Entartung der Eigenenergien des Wasserstoffproblems fir gleiche
Hauptquantenzahlen n notwendig, entartete Storungstheorie anzuwenden. Wir
brduchten also eine Basis, in der die Stérung H3 diagonal ist. Eine solche ist aus
der Quantentheorie | bereits bekannt: die Eigenbasis des Gesamtdrehimpulses J.
Unsere Storung Hj ist proportional zum inneren Produkt der Operatoren S und
L. Dieses ist mit der Definition des Gesamtdrehimpulses J = L + S wegen
J? = [?+ 52 + 215 durch einfache Umformung darstellbar als

5 % (P-12-5) (2.52)

Es ist also offensichtlich, dass unsere Storung in einer Basis diagonal ist, in
der die magnetischen Quantenzahlen m; und m, fiir Bahndrehimpuls und Spin
durch die zum Gesamtdrehimpuls J gehérigen Quantenzahlen j und m; ersetzt
werden. Diese Basistransformation aus der alten Basis |n | s m; mg) in die
neue Basis [n [ s j m;) geschieht mittels der Clebsch-Gordan-Koeffizienten
(siche Quantentheorie 1). Die Eigenwerte des Operators L - S sind in der neuen
Basis unter Verwendung von (2.52) und der bekannten Eigenwerte h2I(l + 1)
(h2s(s+1), h2j(j +1)) fiir die drei Operatoren des Drehimpulsbetrages L (52,
J?) mit Drehimpulsquantenzahl [ (s, ;) gegeben durch:

GG+ =ll+1)=s(s+1)), (2.53)

L h2
LS|nl$jm]—):§

was fiir ein Elektron mit Spin s = % ergibt:

2

E§|nlsjmj>:%(j(j+1)—l(l+1)—%) : (2.54)
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Die Energiekorrekturen 1. Ordnung berechnen sich nun als Erwartungswert der
Stoérung Hj in der J-Basis, was mit Hilfe von (2.47) und (2.54) fiir das Wasser-
stoffpotential V(r) = —ZTEQ liefert:

EY = (nlsjmj|Hslnls jm;)

~ sy D104 ) =3 2. (2ss)

2m2c? 2 73

Gleichung (2.55) liefert mit dem bekannten Erwartungswert (5),; = %O‘;ﬁd)
und der Feinstrukturkonstante @ = % die gesuchten Energiekorrekturen 1. Ord-
(1),

nlj"

nung fiir die Spin-Bahnkopplung F

(2.56)

(1) mctatZ4 { 3}

" A3l + D+ 1) A L

Beachte:

e Die Energiekorrekturen aus (2.56) gelten nur fir I # 0. Fiir [ = 0
verschwinden die Matrixelemente laut Gleichung (2.54) bereits in der

Herleitung und somit gilt E,(LB)] = 0.

e Daher verschwindet der Beitrag der Spin-Bahn-Kopplung auch fiir
den Grundzustand (! immer 0).

e Die Entartung beziiglich j wird aufgehoben.

Fasst man die 3 Energiekorrekturen aus (2.41), (2.46) und (2.56) geschickt zu-
sammen (hier nicht vorgezeigt), erhalt man die Energiekorrektur fiir die Fein-
struktur des Wasserstoffatoms:

_ mca? Z%a? (3 n )

nj=l+i 9 n4 1
——

(2.57)

4 j+1
Ry

wobei der erste Faktor, der Rydbergkonstante Ry entspricht.

Beachte:

e Erklarung der spektroskopischen Notation aus Abbildung 2.4:
Man notiert nach der Form:

SLJ )
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A
1 0,45 -107% eV
v

Abbildung 2.4: Aufspaltung der Energieniveaus laut der Wasserstoff-Feinstruktur
in spektroskopischer Notation

wobei der Buchstabe L in der Mitte fiir den Wert der Quantenzahl [

laut der Tabelle:
0

ol1[2]3]-
LIS|P[D|F[-

steht.

S ergibt sich aus der Spinquantenzahl s laut S = 2s+1 und entspricht
der Spinentartung (Anzahl méglicher magnetischer Spinquantenzah-
len my).

J entspricht der Gesamtdrehimpulsquantenzahl j laut J = j.

e Die Korrekturen sind sehr klein ~ a2 ~ 1074,

e Es gibt noch weitere Korrekturen, wie z.B. den Lamb-Shift (ergibt
sich aus der Quantisierung der Felder in der Quantenelektrodynamik)
oder die Hyperfeinstruktur (Einbeziehung des Kernspins).

2.4 Ritzsches Variationsprinzip

Das Ritzsche Variationsprinzip ist eine Mdoglichkeit, die Grundzustandsenergie
komplizierterer Systeme (z.B. des Helium-Atoms) abzuschatzen. Wir betrachten
zunichst den Erwartungswert des Hamiltonoperators H im Zustand [¢)) und
schieben eine vollstandige Eins 1 = > |n)(n| ein (wobei |n) die Eigenzustidnde
des Hamilton-Operators sind):

(W H) => (¢[n) (nlH ) = > E.(n)(n|v) . (2.58)

" (n|En
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Die Eigenenergien E,, kdnnen in (2.58) jetzt nach unten hin abgeschatzt werden
durch die Grundzustandsenergie Fj:

(W|HW) = Eu(bn)(n|v)
> Eo Y _(¥[n)(nfy) = Eo(v|y) . (2.59)

(Wle)

Beachte: Die Wellenfunktion |¢)) muss in diesem Fall nicht notwendigerweise

normiert sein: (1[¢)) # 1.

Das Ritzsche Variationsprinzip funktioniert jetzt folgendermalen: Man “rat” ge-
eignete Testwellenfunktionen [¢)())), welche von einem (oder auch mehreren)
Parameter(n) A abhingen. Einsetzen in die Ungleichung (2.59) und Umformen
liefert die Abschatzung fiir die Grundzustandsenergie:

O HI)
Bo < min = o) (2:60)

wobei die Minimierung beziiglich A durch Variation

W H[PN)

1)
2 W)

erfolgen kann.
Beachte:

e Die Genauigkeit oder sogar Brauchbarkeit dieser Abschatzung ist sehr
stark abhdngig vom “educated guess” der Testwellenfunktionen [1)())).
Fiir unbrauchbare Testwellenfunktionen, liefert das Variationsverfah-
ren keine oder unbrauchbare Ergebnisse.

e Mit Hilfe des Ritzschen Variationsverfahrens kann man nicht nur
Abschatzungen oder numerische Berechnungen durchfiihren, sondern
auch exakte Beweise.

Um das mathematisch etwas verstandlicher zu machen, betrachten wir den einfa-
chen Fall eines Skalarfeldes f(x,y), das von zwei Koordinaten z und y abhdngt.
Um eine Abschatzung fiir das globale Minimum zu erhalten, nehmen wir die
eine Koordinate als Parameter A = x und geben fiir die andere Koordinate ei-
ne Testfunktion y = yo(z) in Abhdngigkeit des Parameters z fest vor. Das so
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modifizierte Skalarfeld f (x,yo(x)) minimieren wir beziiglich des Parameters x
laut 5

o] (@ 30(2)) = 0

und finden ein lokales Minimum von f, dessen Genauigkeit von der Wahl der
Testfunktion y,(z) abhéngt (siehe Abbildung 2.5). Haben wir zuféllig oder wohl
wissend eine Testfunktion erwischt, auf der das globale Minimum liegt, erhalten
wir als Ergebnis der Variation sogar die exakte Losung.

Ay

Minimum

y = yo(x)

Minimum von f als Variation
von z = A\ mit y = yp.

> X

Abbildung 2.5: Darstellung der Konturen des Skalarfeldes f(z,y) und der vorge-
gebenen Funktion y = yo(z).

Beachte: In der Quantenmechanik ist der Sachverhalt noch viel komplizierter,
da die Wellenfunktion |¢)) von oo vielen (statt 2) “Koordinaten” abhangt.
In der Ortsbasis ist z.B. |1)(7)) von unendlich vielen Positionen 7 abhéngig!

2.5 Zeitabhidngige Storungstheorie

Im folgenden Unterkapitel werden wir eine zeitabhangige Storung V'(t) betrach-
ten, die zum Zeitpunkt ¢t = 0 eingeschaltet wird. Der ungestére Hamilton-
Operator Hj sei weiterhin zeitunabhdngig und die Lésung seines Eigenwertpro-
blems sei bereits bekannt:

HO’wn> = En’wn> . (2.61)

Das System sei vor dem Einschalten der Stérung fiir ¢ < 0 in einem (zeitlich
veranderlichen) “initial state” |1;(¢)). Beim Einschalten sei das System iiblicher-
weise in einem Eigenzustand [¢;) von Hy: |[¢;(t = 0)) = |[¢4).

Im folgenden wollen wir wissen, mit welcher Wahrscheinlichkeit wir das System
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nach dem Einschalten der Stérung in einem “final state” [¢)) (der ebenfalls Ei-
genzustand von H ist) finden. Dies wird auf Fermis goldene Regel fiihren.

Fiir derartige Probleme, bietet sich das Wechselwirkungsbild zur Berechnung
an (siehe Kapitel 1.3.3). Integration der Zeitentwicklung in Gleichung (1.43) von
0 bis ¢ liefert die rekursive Reihe fiir die zeitabhdngigen Zustdnde [¢;()) im
Wechselwirkungsbild:

r(0) = 10r(0) + 5 [ V) (e) (2.62)

Im Folgenden werden wir den Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild
U;(t) bendtigen, um beim Einschalten der Stérung eine Zeitentwicklung des An-
fangszustandes durchfithren zu kdnnen. In seiner Eigenschaft als Zeitentwick-
lungsoperaotr muss fiir U (t) gelten: |¢;(t)) = Ur(t)]11(0)). Setzt man dies in
Gleichung (2.62) ein, erhilt man unmittelbar:

1 ! / !/ /

Ur(Or(0) = [os0) + 5 [ Vil )UrE)101(0)
0

was durch Projektion auf die (¢;(0)| unter Verwendung der Orthogonalitdt

((1(0)]1(0)) = 1) eine rekursive Reihe fiir Uy(t) liefert:

1 t
Ui(t) =1+ g dt'Vi(t"Ur(t') . (2.63)

thJo
Durch iteratives Einsetzen in (2.63) erhalten wir die von-Neumann-Reihe fiir

U](t)i
1 t 1 t t

t)y=1+— [ d'Vi(t') + — [ dt'Vi(t’ dt"Vi(t") + ... (2.64
Uit =1+ [ @)+ s [avie) [Camvien+ @)
Wir brechen (2.64) im Folgenden nach der ersten Ordnung ab und erhalten so

einen Ausdruck fiir den Zeitentwicklungsoperator im Wechselwirkungsbild in 1.
(1) (4.
Ordnung U; "’ (t):

1 t
U}1>(1t):1+E /O de'vi(t') . (2.65)

2.5.1 Fermis goldene Regel

Nun wollen wir zunichst im Wechselwirkungsbild die Ubergangsamplituden agcl,i)
von unserem “initial state” |i;) = |¢p;) in den “final state” |¢f) = [¢rs) be-
rechnen. Dafiir miissen wir die |¢;) laut (2.65) zeitentwickeln und auf die (1|
projizieren:

o) = (U (0)s) - (2.66)
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Gleichung (2.66) ergibt durch Einsetzen der Ul(l)(t) aus Gleichung (2.65) und
weiters unter Verwendung der Storung im Wechselwirkungsbild

Vi(t') = UL(#) V(#') Up(') laut (1.36) mit |17) # [1;) (der Anfangs- und der
Endzustand werden als unterschiedliche Eigenzustdande von Hy angenommen):

1 t
o) = wmm>./ﬁWA Vi) )

Ul vt Us(t)
1
=+ [ @i Ve i) (2.67)

Einsetzen des bekannten Zeitentwicklungsoperator Uy(t') = e~ #0" des unge-
storten Problems in (2.67) und Auswerten laut (2.61) liefert mit der abkiirzenden
Schreibweise wy; = <=

-
1 1 ¢ 3 / 4 /
a?Zf/mewmwwewww
! ih 0 H—/ \“,_/
(wyleher” e h [y)
wrg
4,
=—/dt WVl B
= & [arwaves (2.68)
th J,

Da die Storung V(t') = V zwischen 0 und ¢ nicht zeitabhangig sein soll, kann
man das Matrixelement (¢¢|V (t')|1;) aus (2.68) aus dem Integral herausziehen.

. . . [ @rit .
Anschlielende Integration nach ¢’ und herausheben eines Faktors e’z , ergibt:

t
%w»wmm/mw
%/_/
eszit71

i“’fi

= (Ve F (2.69)

Diese Gleichung (2.69) liefert nach kurzer Umformung die gesuchten Ubergang-

samplituden ai}f

f it
o
afz = __<¢flv|¢z> wfl 2. (270)

2
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Die Ubergangswahrscheinlichkeit ;. ; entspricht dem Betragsquadrat der Uber-
gangsamplitude a;ll.) laut (2.70):

w1 , sin? 22
Prei = ol | = S 1@aViv P =3 (2.71)
()
W—/
::f(w:wfi,t)
2}
| fl@,t)
o 4m o 2_" EEC:

e T Tt

Abbildung 2.6: Die Funktion f(w,t) fiir fix gewahltes t aufgetragen iiber w.

Die Berechnung der Ubergangsrate W;._,

= %PfH (d.h. Ubergangswahrschein-
lichkeit pro Zeiteinheit) wird in asymptotischer Naherung fiir ¢ — oo mit

flw, t) =3 20t - §(w) (2.72)
nach Differentiation zu Fermis goldener Regel (der Faktor 27 aus (2.72) ist ein
Normierungsfaktor!):

2
Wiei = 75 - 6(ws) VIl

(2.73)
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Beachte:

e Der Faktor +6(wy;) aus (2.73) lasst sich noch umschreiben durch die
bekannten Rechenregeln fiir die Delta-Funktion zu

1

70wsi) = 0(hwpi) = d(ey — &)
woraus ersichtlich ist, dass nur energieerhaltende Uberginge erlaubt
sind.

e Fiir endliches ¢ sind hingegen auch Uberginge mdglich, bei denen die
Energie nicht exakt (aber innerhalb der Grenzen der Unschérferelation
AtAE < 1) erhalten ist:

02 szt

Wi = !

g VI

Kontinuumsversion von Fermis goldener Regel:

Hier betrachten wir statt dem diskreten Energiespektrum €, ein kontinuierliches
Spektrum e. Man definiert die Zustandsdichte p(e) als Anzahl der Zustdnde je

Energie-Intervall de:
= Z d(e —ey) .
!
Die Ubergangsrate 17 wird dann fiir das Kontinuum zu einer glatten Funktion

W = 2 pled) [l VIl (274

Fermis goldene Regel fiir periodische Stérungen:

Wir betrachten nun eine periodisch zeitabhangige Stérung V() = V coswt =

iwt —iwt . . . . . .
Ve—— Die Herleitung funktioniert nun analog zur Herleitung von Fermis

goldener Regel. Nur ab Gleichung (2.68) kommt im Ausdruck fiir die Ubergang-
e'iut,+€7iwt/

5 hinzu:

samplituden a;li) der periodische Term

Y Y
eLwt +e wwt

t
_ dt/ iwfz-t’ .
o) = twviv [ are -
11 t 1w pitw)t! ! 1 i(wpi—w)t!
= g (rlVien) ([ dt'elrt | arelton (275)
0 0

Der Ausdruck aus (2.75) besteht aus zwei Termen, die analog zu dem aus der
Zwischenrechnung zu (2.69) sind. Stellt man sich wy; — wy; £w vor, so sind die
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Herleitungen ab hier vollkommen analog (mit dem Unterschied, dass man jetzt 2

Terme und einen Faktor % - dieser wird im Betragsquadrat der Amplituden zu %

- behandeln muss). Weiters tragen nach der Ausfithrung des Betragsquadrats die
Mischterme fiir t — oo nicht bei. Fermis goldene Regel fiir periodische Stérungen

ergibt sich also zu:

m
Wi = oy [8wss + @) + 6 — )] (g VI (2.76)
Beachte: Die beiden Delta-Funktionen aus (2.76) erlauben jetzt Energietiber-
trage AF = +hw! Es kann also durch die eingestrahlte Frequenz w Energie

in Quanten von fw hinzugefiigt oder abgefiihrt werden.

2.5.2 "“Sudden” Approximation und adiabatische Nahe-
rung

Im Folgenden ziehen wir in Erwdgung, dass es fiir das quantenmechanische Sys-
tem einen Unterschied macht, wie schnell die Storung eingeschaltet wird. Hierfiir
werden wir die beiden Grenzfille des plétzlichen Einschaltens (“Sudden” Appro-
ximation) und des unendlich langsamen Einschaltens (adiabatische N&herung)
betrachten. Aus Griinden der ZweckmaRigkeit nennen wir unseren ungestdrten
Hamilton-Operator nun H,. Das Einschalten der Stérung soll zum Zeitpunkt
t = 0 beginnen und dauert fiir die Zeitdauer der Einschaltzeit 7" an. Nach dem
Einschalten folgt das System dem neuen Hamilton-Operator Hy. Die Losungen
der Schrédingergleichung vor und nach dem Einschalten sind bekannt:

15[0’%) = gn|7;n> )
H0|77/)n> = €n|¢n> .

Der gesamte, zeitabhingige Hamiltonoperator H (t) ist also gegeben durch:

Hy t<0
H(t)=9 Ho+Vf(t) O0<t<T ,
Hy t>T

wobei fiir die Funktion f(¢) gelten muss (siehe Abbildung 2.7):

m={0 155

damit nach der Einschaltzeit T fiir den neuen Hamilton Hj gilt:
Hy=Hy+V .

Es liege zum Zeitpunkt ¢ = ( der Eigenzustand l1;) des ungestdrten Hamilton-
Operators Hy vor.
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> 1

0 T
Abbildung 2.7: Skizze der Funktion f(t)

Pl6tzliches Einschalten (“Sudden” Approximation)

Wir beschaftigen uns nun mit den ersten Grenzfall: Das plotzliche Einschalten
der Storung fir T — 0. Dies fiihrt fiir den Zeitentwicklungsoperator im Wech-
selwirkungsbild zu

Urt) =1, (2.77)

da das Integral aus (2.63) mit der oberen Grenze t = T — 0 verschwindet. Mit
(2.77) ergibt sich fiir den Zeitentwicklungsoperator im Schrddingerbild U (t) laut
(1.41):
U(t) = Up(t) Up(t) = Uy = e~ wHot (2.78)
g

Um den zeitabhangigen Zustand |¢(t)) zu berechnen, kann man nun den Aus-
gangszustand [¢;) im Schrédingerbild fiir ¢ > 0 mittels des Zeitentwicklungsope-
rators U(t) laut (2.78) im Schrédingerbild zeitentwickeln:

[¥(1) = U(®) [$(0)) - (2.79)
i)

Das Problem ist nun, dass die |¢;) keine Eigenzustinde von Hy sind. Dies lasst
sich durch Einschieben einer vollstandigen Eins T = ) |1),,) (¢, in (2.79) [sen,
was nach Einsetzen und Auswerten des Zeitentwicklungsoperators U (t)

= 2 U)) (l (2.80)

—7€nt‘w >
Gleichung (2.80) ergibt den gesuchten zeitentwickelten Zustand [¢(t)):

Z () e F (1 |2l (2.81)
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Langsames Einschalten (adiabatische Niherung)

Der zweite Grenzfall ist das langsame Einschalten, wobei fiir die Einschaltzeit 7'

gelten soll:
h

T> N

Das adiabatische Theorem besagt (ohne Beweis): Ein quantenmechanisches Sys-
tem bleibt bei adiabatischem Einschalten und diskreten Eigenenergien ¢; immer
im gleichen Eigenzustand. D.h. ist z.B. ein Elektron bei Einschalten der Stérung
bei ¢ = 0 im Grundzustand des ungestérten Hamilton-Operators Hy, so bleibt es
im Laufe der Zeit 0 <t < T im Grundzustand des gestorten Hamilton-Operators
H(t) = Hy+ V(t).

Der Grund dafiir ist, dass die Ubergangsraten in einen anderen Zustand vernach-
|assigbar klein werden und fiir T' — oo sogar verschwinden.

Es
Ey
Problem
Ey
: : | | | >t < T

Abbildung 2.8: Skizze des Verhaltens der Eigenzustdnde bei langsamen Einschal-
ten der Storung.

Beachte: Es ergeben sich Probleme, wenn zwei Zusténde sich im Energiedia-
gramm kreuzen (siehe Abbildung 2.8), denn dann wird der Energienenner
AF sehr klein!
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Kapitel 3

Messprozess, Dichteoperator
und Axiome der
Quantenmechanik

In diesem Kapitel wollen wir uns iiberlegen, was formal passiert, wenn wir an
einem quantenmechanischen System eine Messung durchfithren. Dabei werden
wir die Kopenhagener Interpretation der Quantenmechanik kennenlernen. In die-
sem Zusammenhang ist eine philosophische Auseinandersetzung mit Schrédingers
Katze unumganglich. AnschlieBend werden wir uns liberlegen, wie wir inkoharente
Phasengemische quantenmechanisch behandeln kénnen. Auf diesem Weg werden
wir den Dichteoperator p einfiihren. In einem weiteren Schritt wollen wir die Zeit-
entwicklung eines Phasengemisches betrachten. Dies fiihrt uns zur Liouville - von
Neumann Gleichung. Zum Abschluss des Kapitels werden die fiinf Axiome der
Quantenmechanik zusammengestellt, die jeder quantenmechanischen Rechnung
zu Grunde liegen.

3.1 Messprozess fiir einen reinen Zustand

Unter einem reinen Zustand versteht man einen wohldefinierten quantenmecha-
nischen Zustand [¢), der im Allgemeinen kein Eigenzustand eines Operators A
ist. Bisher haben wir uns nur mit reinen Zustianden beschéftigt. Wir wollen nun
eine Messung der Observable durchfiihren, die dem Operator A mit dem Eigen-

wertspektrum
A ‘@n> = An |()n> (31)

entspricht. Die Eigenwerte a,, sind die moglichen Messergebnisse.
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Wir kdnnen nun unseren reinen Zustand [¢) als Linearkombination der Eigenzu-
stinde |¢,) des Operators A durch Einschieben einer vollstindigen Eins schrei-

ben:
[y =D_16n) nll) = Zan\on. (3.2)

n
Qn

Nun bilden wir den Erwartungswert des Operators A und verwenden (3.2):

(A) = (W Al) = Za o,L!A!o,,L = a (3.3)

2
Q|
~—
pﬂ
So gelangen wir zu der von Max Born vorgeschlagenen, Wahrscheinlichkeitsin-

terpretation der Messung:

(A) = anpn . (3.4)

n

Der Erwartungswert (A) der Messung ergibt sich also als Summe iber die mog-
lichen Messwerte «a,, gewichtet mit den Wahrscheinlichkeiten p,, fiir diese Mess-

werte, wobei gilt:
Z |an|2 = an =1. (35)

Wir definieren nun den Projektionsoperator (Projektor) P,:
Py = |¢n)(dnl - (3.6)
Fiir den Projektor muss gelten (Projektionseigenschaft):

= ’¢n> <¢n||¢n><¢n| =P, . (3-7)
———r

1

Wir erhalten die Wahrscheinlichkeit p,, mit Hilfe dieses Projektors:

= (Y| P |¢) - (3.8)

Kollaps der Wellenfunktion

Wir betrachten nun einen Messprozess fiir ein Spin—% System. Die Zustandswel-
lenfunktion |¢)) eines solchen Systems hat folgende Form:

)= anlon) =alT)+B]1).
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Fiir die Messung der z-Komponente des Spins kennen wir folgende Eigenwert-
gleichungen:

h

S T)=511),
h

S 1) ==511).

Der Erwartungswert (S.) der Messung ergibt sich zu:

(1S. 1) = ({1 " + (1185 (al 1)+ 8] 1)) = o 5~ 1oP 2

Eine derartige Messung des Spins wird im Stern-Gerlach Experiment, welches wir
im nachsten Abschnitt besprechen werden, realisiert.

Wird nun die Messung durchgefiihrt, so geht der Zustand in den zum gemes-
senen Wert «a,, gehorigen Eigenzustand |¢,,) iber:

P, |[Y) =[¢n) (3.9)

Dieser Ubergang wird als Kollaps der Wellenfunktion bezeichnet. Der Faktor i
dient der Normierung.

Wird also die Messung mit dem selben Teilchen wiederholt, so erhilt man mit
einer Wahrscheinlichkeit von p,, = 1 den Messwert a,,.

Dies ist die sogenannte Kopenhagener Interpretation der Quantenmechanik, die
vor allem von dem in Kopenhagen tatigen Niels Bohr, sowie von Max Born und
Werner Heisenberg vertreten wurde.

Beachte: In der iiblichen Kopenhagener Interpretation der Quantenmechanik
verdndert eine Messung den urspriinglichen Zustand in einen Eigenzustand
des zum Messwert gehérigen Operators A. Dieser Kollaps der Wellenfunk-
tion ist mit allen Experimenten in Ubereinstimmung und liegt allen quan-
tenmechanischen Rechnungen zu Grunde.

Als Analogie zu einer quantenmechanischen Messung findet man die Polarisation
in der Wellenlehre, die in Abbildung 3.1 dargestellt ist. Trifft eine elektrische Welle
E(t) auf ein Polarisationsfilter, so reduziert sich die Welle nach dem Durchlaufen
des Filters auf die zum Polarisationsfilter parallele Komponente. Dies entspricht
der Projektion P = |y)(y|. Ein weiteres gleiches Polarisationsfilter verdndert die
Welle nicht. Es gilt also P%2 = P.
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Polarisationsfilter 2

e
de
B E(t) = cos(kz — wt) - [ cos O |y) +sin O |z) ]
/ [ ——
* pop o

Abbildung 3.1: Polarisation eines elektrischen Feldes E(t), als Analogie zur Wir-
kung einer Messung an einem quantenmechanischen System.

Kopenhagener Interpretation und Schrédingers Katze

In den dreiiger Jahren des 20. Jahrhunderts herrschte zwischen den Wissen-
schaftlern eine heftige Debatte um die von Max Born vorgeschlagene Wahrschein-
lichkeitsinterpretation, welche als Kopenhagener Interpretation der Quantenme-
chanik bekannt ist und heute die Basis fiir quantenmechanische Berechnungen
von Messergebnissen bildet.

Abbildung 3.2: Vertreter der Kopenhagener Interpretation: Born, Bohr und Hei-
senberg.

So machte sich zum Beispiel Einstein dariiber lustig, indem er die Frage in den
Raum stellte, ob der Mond etwa nicht da sei, so lange man nicht hinsehen wiirde.
Ein weiterer Versuch die Absurditit der Kopenhagener Interpretation aufzuzeigen
ist Schrodingers Katze, die wir im folgenden kurz besprechen wollen.

Bei diesem Gedankenexperiment ist eine Katze in eine Kiste eingesperrt, in der
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sich ein a-Teilchen befindet, dessen Zerfall iiber einen Mechanismus die Tétung
der Katze bewirkt. Da der Zerfall den (statistischen) Gesetzen der Quantenme-
chanik folgt, kann der Beobachter erst durch Offnen der Kiste (= Messung)
feststellen, ob die Katze bereits tot oder noch am Leben ist. So lange die Mes-
sung nicht erfolgt ist, ist die Katze gemall der Kopenhagener Interpretation also
lebendig und tot zugleich. Das System kann durch folgende Wellenfunktion fiir
a-Teilchen und Katze beschrieben werden:

|t(t)) = ¢1(t)|nicht zerfallen) [lebendig) 4 co(t)|zerfallen)|tot) .

Die Koeffizienten ¢;(t) und ¢5(t) sind dabei von der Halbwertszeit des a-Teilchens
abhangig und es gilt: |c;(¢)|* + |e2(8)|* = 1.

Eine alternative Interpretation des Gedankenexperiments beruht auf dem Begriff
der Dekohéarenz. Da sich in der Kiste viele makroskopische Objekte mit vielen
unbekannten Phasen befinden, die miteinander wechselwirken, geht die Phasen-
information des a-Teilchens verloren, wodurch die Katze bereits tot oder lebendig
vor Offnen der Kiste ist. Ohne Messung kann dies aber nicht festgestellt werden,
sodass die gleichen Messergebnisse wie bei Schrodingers Gedankenexperiment
vorliegen.

Diesen Verlust der Phaseninformation nennt man Dekoharenz.

3.2 Messprozess fiir einen gemischten Zustand,
Dichteoperator

Unter einem inkohdrent gemischten Zustand versteht man ein System von dem
keine Phaseninformationen bekannt sind. Dem System kann man also keine Wel-
lenfunktion |¢)) zuordnen. Wir kennen aber die Wahrscheinlichkeiten p; das Sys-
tem im Zustand [¢;) zu finden. Zur Beschreibung des Systems werden wir nun
den Dichteoperator p einfiihren.

Im ersten Schritt wollen wir fiir ein quantenmechanisches System, das durch
die Wellenfunktion |¢)) beschrieben wird, zeigen, dass der Erwartungswert eines
Operators A als Spur geschrieben werden kann:

(A = (W1 AY) = (0] D ailas) i) = 3 aile: [9)(] )
l Z e (3.10)
= Z<a1| P¢A ‘CLZ> = Spur (PwA) )

56



Dies motiviert uns dazu, den Dichteoperator so einzufiihren, dass man auch fiir
einen gemischten Zustand den Erwartungswert eines Operators in dhnlicher Weise

als Spur berechnen kann:
(A), = Spur (pA) . (3.11)

Der Erwartungswert eines gemischten Zustandes ergibt sich als Summe der Er-
wartungswerte der Einzelzustinde |v;) gewichtet mit ihren klassischen Wahr-
scheinlichkeiten p;:

Wh=3m Al =3 Spur (P

(A)y,= Spur (Py, A) !

= Spur (Z piPy, A) = Spur (pA) .

Wir haben auf diesem Weg den Dichteoperator p erhalten:

p= Zpi|wi><wi| . (3.12)

Vergleich von reinem und gemischtem Zustand

Wir wissen, dass wir einen reinen Zustand beziiglich einer beliebigen Basis als
Linearkombination der Basisvektoren darstellen kdnnen:

) = anlén) -

Der Erwartungswert eines Operators kann also als kohadrente Superposition ge-
schrieben werden:

(A) = (W[ AW) = arlow| Albn)on =Y ahon(dw|Ald,) . (3.13)

Fiir den Fall des gemischten Zustands gilt fiir den Erwartungswert die bei der
Ableitung des Dichteoperators bereits verwendete Beziehung:

<A> = ZPNM A W%) . (3-14)

Betrachten wir nun die Gleichungen (3.13) und (3.14) so stellen wir fest, dass
fur den gemischten Zustand nur Diagonalterme (1;| A |1);) auftreten, wihrend
fur den reinen Zustand auch Terme (¢,/| A|¢,) mit n’ # n existieren.

Nun stellen wir uns die Frage wann auch im reinen Zustand nur Diagonalterme
existieren:
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e Fiir den Fall, dass die |¢,,) Eigenfunktionen des Operators A sind, verandert
die Messung die Wellenfunktion nicht. Es gilt dann mit (¢, |¢,) = dprn:

Zan’an ¢n | A |¢n Zan’an an n'n Z |O~/n|2an
an‘(ﬁn)

Beachte: p ist im Allgemeinen in der Eigenbasis von A oder H nicht
diagonal.

e Fiir den Fall, dass eine zufillige, schnell fluktuierende Phase (random phase
approximation) existiert, gilt:

Oy = O €7,
wobei &, = const. eine Konstante und ¢ eine im Ort und (oder) der

Zeit schnell fluktuierende Phase ist. Um den Erwartungswert berechnen zu
kénnen bilden wir das Orts- und (oder) Zeitmittel von o, v,

ak an, = GGy, €700 eiPn = @Gy, O, -
Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dass sich die Mittelung fiir

alle n’ # n weghebt, wihrend sich die e-Potenzen fiir n’ = n zu Eins
multiplizieren.

Den zweiten Punkt wollen wir nun anhand eines Beispiels noch einmal diskutieren.
Gegeben sei ein Zustand mit einer zeitlich schnell fluktuierenden Phase:

-ent

an(t) =dape "

Das zeitliche Mittel e~ ei¢n ergibt sich dann zu:
det: 1 firn=n
firn #£n’

1 1

—_— 1 et .ent =
e~ Wn/eiPn = |lim — dt e n et n = lim {
T—o0 0 T—o0 T

wobei wir w = h " eingefiihrt haben.
Fiir den Fall n # n’ kdnnen wir das Integral in den Grenzen wie folgt abschatzen:

eiwt}OT = T 1€ [-2,0].
el-1,1]

Im Limes 7' — oo ergibt sich der zeitliche Mittelwert fiir n # n’ zu 0. Damit
erhalten wir fiir das zeitliche Mittel wie oben besprochen:

efid)n/ €i¢7L — 671/71 .

Beachte: Bei Entartung kdnnen trotz schnell fluktuierender Phase nicht dia-
gonale Terme auftreten, weil:

y , . ,

5o 1 firn=n'und fir n £ n’ wenn ¢, = &,

nn .
0 fiirn#n' wenn g, # e,
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Beispiele zum Dichteoperator
Statistische Physik

Wir betrachten ein kanonisches Ensemble im thermodynamischen Gleichgewicht.

1 —BH
Z€

—

Q
Warmebad

Abbildung 3.3: Kanonisches Ensemble im thermodynamischen Gleichgewicht.

Der Dichteoperator fiir das kanonische Ensemble ist gegeben durch:

]. __a_ 1 —_tn_
p= ¢ T = Y )l e T (3.15)
n H,—/
Pn

wobei man den Faktor ¢ 757 als Boltzmann-Operator bezeichnet.

Durch die Wechselwirkung mit dem Warmebad finden im kanonischen Ensemble
stindig Ubergénge zwischen den Enerigieniveaus statt. Da durch diese Wechsel-
wirkung die Phaseninformation verloren geht stellt das System einen gemischten
Zustand dar und wird durch den Dichteoperator p beschrieben. Dies ist unab-
héngig davon ob der Anfangszustand ein reiner Zustand war oder nicht.

Die Entropie des Systems kann nun entweder mit Hilfe der Gleichungen der
Thermodynamik, oder iiber die von Neumann - Entropie bestimmt werden.

Als erstes wollen wir den Weg der Thermodynamik wahlen. Wir wissen, dass die
Helmholtzsche freie Energie als:

F(T) = —kpTIn Z (3.16)
gegeben ist, wobei

Z = Spur e T (3.17)

59



die Zustandsfunktion des kanonischen Ensembles darstellt. Die Entropie ergibt
sich zu: 3

S(T) =~ F(T) . (3.18)

Aus der Bedingung ) p, = 1 kann der Dichteoperator p bestimmt werden.

Nun wollen wir den formalen Weg der Quantenmechanik wihlen um die Entropie
zu bestimmen. Der Entropie-Operator S(7T') ! ist definiert als:

S(T) = —kglnp . (3.19)

Die von Neumann-Entropie ergibt sich als Erwartungswert des Entropie-Operators
S(T):

S(T) = ($(T)) = Spur (p S(T)) = Spur (p [~k In p])

3.20
= —kp Spur (plnp) . (3.20)

Die beiden Ausdriicke fiir die Entropie sind aquivalent, was in den zur Lehrver-
anstaltung gehdrenden Ubungen gezeigt wird.

Stern-Gerlach Experiment

Im Stern-Gerlach Experiment, in dem erstmals der quantenmechanische Eigen-
drehimpuls (Spin) beobachtet wurde, haben wir es mit einem Spin—% System zu
tun.

In diesem Experiment ldsst man einen Strahl aus Silberatomen ein — durch die
spezielle Form der Polschuhe — stark inhomogenes Magnetfeld durchqueren. Der
Aufbau des Experiments, sowie die Elektronenkonfiguration [Kr|4d'°5s! von Sil-
ber im Grundzustand sind in Abbildung 3.4 dargestellt.

Der Grundzustand von Silber ist ein Zustand mit der Bahndrehimpulsquantenzahl
[ =0 2. Da fiir das magnetische Moment ji = ji; + i, gilt und das magnetische
Bahnmoment auf Grund des verschwindenden Bahndrehimpulses 1; = 0 ist, ist
die Wechselwirkung mit dem Magnetfeld B durch den Spin des Elektrons des 5s -
Orbitals bestimmt. Dieses Elektron besitzt als Spinwellenfunktion entweder | T )
oder | | ). Durch die Wechselwirkung des magnetischen Moments i = ;i mit
dem Magnetfeld B kommt es zu einer Aufspaltung des Strahls in zwei Teilstrah-
len. Da der Strahl aus vielen Atomen besteht haben wir es mit einem gemischten

1Um Entropie und Entropie-Operator unterscheiden zu kénnen, trigt der Operator ein Dach.
Das in der Gleichung auftretende p ist der gewohnte Dichteoperator (ohne Dach).

2Die inneren Orbitale sind alle voll besetzt, wodurch sich sowohl die Bahndrehimpulse wie
auch die Spins der inneren Elektronen zu Null addieren. Das duRerste Orbital, das von einem
Elektron besetzt ist, ist ein s-Orbital, d.h. [ = 0.

60



p:mm;(}, 8)
’):é(H)(T\Hl)(H):éG) ‘f) 2

//
/@

Abbildung 3.4: Links: Elektronenkonfiguration eines Silberatoms; Rechts: Stern-
Gerlach Experiment.

Zustand zu tun, der durch die Dichtematrix p beschrieben wird:

=5 THTI+ILHLD) (321)

Nach dem Durchlaufen des Magnetfeldes kann man nun den Eigenwert von S,
bestimmen. Dabei kollabiert der Dichteoperator in gleicher Weise, wie wir es fiir
die reine Zustdnde beschreibende Wellenfunktion |¢)) kennengelernt haben.

Dichteoperator fiir einen reinen Zustand

Ein reiner Zustand wird durch einen Dichteoperator der Form

p =1}

beschrieben.
Im Stern-Gerlach Versuch ergibt sich fiir den oberen Strahl also

p=11)(11.

3.2.1 Eigenschaften des Dichteoperators

1. Die Diagonalelemente des Dichteoperators sind Zahlen zwischen Null und
Eins:
0<p <1. (3.22)
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2. Fiir die Spur der Dichtematrix gilt:
Spurp = Spur (p1) = (1) = Spur (sz’¢z><¢z|1>

=2l <sz|wz @bz) = S 3 ol 03

:Zpizl-

Die Spur der Dichtematrix ergibt also Eins:

Spurp=1. (3.23)

3. Fiir die Spur des Quadrats der Dichtematrix gilt:

Spurs? = (anwnan\) (mewm><wm|> i)
= Db (Cnltom) S Wi (il

7
(& J/

<wm [¥n)

—~ anmel wmm )7 < anme =1.

H/—’W—/
1 1

Die Spur des Quadrats der Dichtematrix ist also stets kleiner oder gleich
Eins:
Spurp* <1. (3.24)

Beachte: Das Gleichheitszeichen gilt genau dann, wenn nur ein p,, # 0
ist. Das heilt, wenn ein reiner Zustand vorliegt.

Es gilt:

Spur p? = 1 <= reiner Zustand , (3.25)
Spur p?> < 1 <= gemischter Zustand . (3.26)

Anhand der Spur des Quadrats der Dichtematrix kann man also feststellen,
ob es sich bei einem System um einen reinen oder einen gemischten Zustand
handelt.
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4. Bei einer Messung kommt es zum Kollaps des Dichteoperators:

vor der Messung :  p = an\wnﬂwn\ , (3.27)
nachder Messung :  p =1 |ty ) (¥n,] - (3.28)

Dabei ist |1),,,) die Eigenfunktion zum gemessenen Wert a,,,.

5. Der Erwartungswert (A) = Spur (pA) ist nicht von der Basis abhangig
in der die Spur gebildet wird. Dies beruht darauf, dass die Spur invariant
gegeniiber unitdren Transformationen ist.

3.2.2 Zeitentwicklung des Dichteoperators

Wir wissen, dass die Zeitentwicklung eines reinen Zustandes durch die Schrédin-
gergleichung

0
ihs |0(0)) = HI(2)

gegeben ist. Nun wollen wir uns im Schrédingerbild Giberlegen, wodurch die Zeit-
entwicklung eines gemischten Zustandes bestimmt wird. Unser Ergebnis wird die
Liouville-von Neumann Gleichung sein.

Wir beginnen mit dem zeitabhangigen Dichteoperator p(t):

= paltn(®) Wal0)] (3.29)

Im Schrédingerbild erfolgt die Zeitentwicklung eines Zustandes mit Hilfe des
Zeitentwicklungsoperators U (¢):

[$(1)) = U@ (t = 0)) = e F gt = 0)) .
Damit ergibt sich fiir Gleichung (3.29):

(3.29) anwn WO U =U(#) p(0) U' () -

J/

p(O)

Wir haben auf diesem Weg den zeitabhingigen Dichteoperator p(t) im Schro-
dingerbild erhalten:

p(t) =U(1) p(0) U'(1) . (3.30)
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Nun bilden wir die totale zeitliche Ableitung von p(%):

d

d l ?

Spl0) = SUW) pO) V() = =5 HUMp(O)U(1) +5 U0V (1) H

- %(Hp(t) — p()H) = % [H, p(t)] -

Dies ist die Liouville - von Neumann Gleichung im Schrédingerbild:

3.3

i (1) = [H, p(1)] (3.31)

Axiome der Quantenmechanik

Die Axiome der Quantenmechanik sind Kochrezepte auf denen die quantenme-
chanischen Berechnungen beruhen. An dieser Stelle wollen wir diese noch einmal
zusammentragen.

Der Zustand eines quantenmechanischen Systems wird im Falle eines reinen
Zustandes durch den Zustandsvektor |¢)) beschrieben. Handelt es sich um
ein statistisches Gemisch, so wird das System mit Hilfe des Dichteoperators
p beschrieben.

Einer physikalischen Observablen @ entspricht ein hermitescher Operator
A=A

Hat man es mit zwei kanonisch konjugierten Observablen wie beispielsweise
Ort und Impuls zu tun, so gilt fir den Kommutator der entsprechenden
Operatoren die Beziehung:

h

Der Mittelwert einer Messung ist durch den quantenmechanischen Erwar-
tungswert (A) gegeben. Fiir einen reinen Zustand gilt: (A) = (| A|Y).
Fiir ein Gemisch erfolgt die Berechnung mit Hilfe des Dichteoperators:
(A) = Spur (p A).

Bei der Messung der Observablen ¢ mit dem Messergebnis a, geht das
quantenmechanische System in den Eigenzustand [¢,,) von A iiber. Man
nennt dies den Kollaps der Wellenfunktion bzw. des Dichteoperators.

Die Wahrscheinlichkeit als Messwert «@,, zu erhalten ist durch den Erwar-
tungswert des Projektionsoperators (F,) gegeben.
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Die Zeitentwicklung eines Systems erfolgt im Falle eines reinen Zustandes
durch die Schrédingergleichung:

.0
i lw(6) = HIv()

Handelt es sich um ein statistisches Gemisch, so erfolgt die Zeitentwicklung
durch die Liouville - von Neumann Gleichung, die im Schrodingerbild

(1) = [, (1)

lautet.
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Kapitel 4

Streutheorie

Unsere Kenntnis iiber die Struktur der Materie und Materialien basiert zum GroR-
teil auf Streuexperimenten. Wir bendtigen also eine allgemeine Beschreibung des
Streuprozesses. Dazu werden wir die Wellenfunktion () fiir asymptotische
Abstinde r — oo als Uberlagerung einer ebenen Welle und einer gestreuten
Kugelwelle ansetzen und zeigen, dass dieser einfache Ansatz unter bestimmten
Voraussetzungen tatsachlich eine Lésung der Schrédingergleichung fiir r — oo
ist.

Um die Messergebnisse mit der mathematischen Beschreibung zu verkniipfen
werden wir den Wirkungsquerschnitt o;,; bzw., da der Detektor im Allgemeinen
nur einen kleinen Raumwinkel abdeckt, den differentiellen Wirkungsquerschnitt
j—g einfiihren.

Mathematisch suchen wir stationdre Losungen 1)z(7) mit positiven Eigenener-
gien (Streuldsungen) der Schrddingergleichung. Diese Losungen sind durch die
Lippmann-Schwinger-Gleichung gegeben. In diesem Zusammenhang werden wir
auch die Bornsche N3herung kennen lernen.

Das formale Gegenstiick zum in der Experimentalphysik bestimmten differentiel-
len Wirkungsquerschnitt stellen S-Matrix und T-Matrix dar, die wir in der Folge
kurz diskutieren werden.

Im Anschluss daran werden wir die Symmetrie von sphérisch-symmetrischen Po-
tentialen ausniitzen, was auf die Partialwellenzerlegung der Wellenfunktion v (7)

fuhrt.

4.1 Asymptotik, differentieller Wirkungsquer-
schnitt

In einem Streuexperiment trifft ein Teilchen (z.B. Elektron, Proton oder Neutron)
auf das zu untersuchende Target (Streuzentrum), wo es gestreut bzw. transmit-
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tiert wird. Das gestreute Teilchen wird dann detektiert, wobei die Messung als
Funktion der Streuwinkel 6 und ¢ erfolgt. Diese Situation ist in Abbildung 4.1
dargestellt.

auslaufende (gestreute) Kugelwelle
. Streuzentrum

\
\

‘ ‘ @ - auslaufende ebene Welle

L/
[

‘/&)(etektor

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung eines Streuexperiments.

einlaufende ebene Welle

An dieser Stelle erinnern wir uns kurz an die Quantentheorie I, in der die Streu-
ung in einer Dimension diskutiert wurde. In diesem Zusammenhang haben wir
die Reflexions- und Transmissionskoeffizienten kennen gelernt (Abbildung 4.2).

V(z)
eikz
Tetk=
Re k=
: .

Abbildung 4.2: Streuung in einer Dimension.

Beachte: Eigentlich wird ein Teilchen durch ein Wellenpaket beschrieben und
wir hatten es im Experiment mit der in Abbildung 4.3 gezeigten Situation
zu tun.

Zum Zeitpunkt tq verldsst das Teilchen die Quelle und wird durch das Wellenpaket

> L ik
wo(r,to) = /dgk (271')3 €k ag (41)
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Quelle > .

Streuzentrum

Abbildung 4.3: Streuung von Teilchen, die durch Wellenpakete beschrieben wer-
den.

beschrieben. Die Translation des Wellenpakets stellt ein zeitabhdngiges Problem
dar. Es ist aber einfacher stationdre Losungen der zeitunabhingigen Schrédin-
gergleichung

h? . _,
= g4 VO 05() = Byt (42
mit By = h;:j > 0 zu betrachten und (7, t9) nach diesen zu entwickeln. Es
ergibt sich:
" 1 »
o(rito) = [ s U A (4.3

Die Translation des Wellenpakets erhalten wir durch die Zeitentwicklung von
(4.3):

1

vt = / Pk s Vi) Ape HEECT). (4.4)
Diese stationire Behandlung entspricht dem Ubergang von einem einfallenden
Wellenpaket zu einer einfallenden ebenen Welle. Experimentell gelingt dieser
Ubergang zu stationdren Verhiltnissen indem man nicht einzelne Teilchen, son-
dern kontinuierliche Teilchenstrahlen auf das Target schielt. Wir werden in der
Folge nur noch den stationdren Fall betrachten.

Beachte: Die v;(7) stellen analog zu den Wellenpaketen des ungestérten Pro-
blems entartete Kontinuumszustande dar.

Asymptotik

Wir setzen die Wellenfunktionen v (7) fiir asymptotische Abstdnde » — oo als
Uberlagerung einer ebenen Welle und einer gestreuten, durch die Streuamplitude
(0, ¢) modifizierten, Kugelwelle an:

ikr

Uelr) = [ 4 £(0.0) —] | (45)

68



Wir wollen nun zeigen, dass unser Ansatz fiir asymptotische Abstinde r — oo
eine Losung der Schrédingergleichung darstellt, wenn folgende Voraussetzungen
erfillt sind:

e kurzreichweitiges Potential': [V (7)] < r~* fiir r — oo mit a > 1,
o Zweikdrperpotential V (1),

e elastische Streuung (Energieerhaltung),

e kein Spin.
Dazu lassen wir den Hamiltonoperator des Streuproblems auf (4.5) wirken und
iiberpriifen, ob wir den Energieeigenwert £} = erhalten da sich dieser durch
die elastische Streuung nicht verandert:

Huglr) = |- n+v @) (51
-

B h2 0? 2 0
N or? r@r

h2k2 o h2 82 <

-)

(0.6)¢
) +v(] (5 fi6 ¢>€fr)
)5) 06 + 067

. )+(9 (r )+ 00

2m ¢ 2m Or?

6

h2 k2 i
= m(’“+f( , )
(0

"= B () q.e.d.

Definition des Wirkungsquerschnitts

Wie wir in der Einleitung zu diesem Kapitel bereits besprochen haben, benéti-
gen wir das Konzept des Wirkungsquerschnitts um eine Verkniipfung zwischen
den experimentell ermittelten Z3hlraten und den theoretischen Vorhersagen zu
erstellen.

Der auf das Target auftreffende Teilchenstrom wird durch die Stromdichte J,

beschrieben:
Zahl der einfallenden Teilchen

Flachen- und Zeiteinheit

Der Detektor besitzt den Offnungswinkel dS. Die Anzahl der vom Detektor pro
Zeiteinheit in Richtung 6 und ¢ gezéhlten Teilchen ist dann gegeben durch:

= (4.6)

da
N = Q 4.
!Dies ist fiir das Coulombpotential V () = —27?2 nicht erfiillt!
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wobei 92 (6, ¢) den sogenannten differentiellen Wirkungsquerschnitt? darstellt.

Dieser wird auch als Streuquerschnitt bezeichnet und besitzt die Dimension einer
Flache.

Beachte: Der differentielle Wirkungsquerschnitt stellt die effektive Flache dar,
die das Target fiir die Streuung in Richtung 6 und ¢ bietet.

Wir wollen im nichsten Schritt den differentiellen Wirkungsquerschnitt berech-
nen. Umformen von (4.7) liefert:
do dN
—(0,¢) = :
dQ( ®) Jo dS2
Nun erinnern wir uns an den, aus der Quantentheorie | bekannten, Wahrschein-
lichkeitsstrom j (7, ):

(4.8)

—

h . B
I = 5o |0V — V| (49)

Da wir, wie zuvor angekiindigt, nur den stationdren Fall betrachten mochten,
ergibt sich die einfallende Stromdichte Jy, = |j| durch Einsetzen der einfallenden

ebenen Welle v;, = ¢

— h P g o = Pagin
JO — ’]‘ — % (6—zkrvez T 6zkrv6—zkr>
h P = - 7o
- — <€—zk7‘ Zkezlm" . ezkr(_i )e—zkzr>
2tm
ChE hk
N m N m

Die Anzahl dN der pro Zeiteinheit detektierten Teilchen ergibt sich aus der
. . ikr
radialen Stromdichte Jyesirent der gestreuten Kugelwelle ¢gesirent = (0, @) &

r

Jgestreutw’ ¢) = % |:¢gestreut % Ygestreut — Ygestreut % wgestreut}
—ikr ikr ikr
:%%pwwfrf@@GfT—Z)
ikr —ikr —ikr
— f(6,9) er f(0,9) (_ik : o 67‘2 )}
— e OO | - S
= 510,00,

2 do (9 ¢) __ Zahl der in das Raumwinkelelement df2 gestreuten Teilchen
’ - einfallende Stromdichte und Zeiteinheit
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die mit der Detektorfliche dF = r? dQ) multipliziert wird:
dN = Jgestreut(e, ¢) T2 dsQ) . (410)

Einsetzen von (4.10) in (4.8) und der Ergebnisse fiir die Stromdichten Jy und
Jgestreut (9, ¢) “efert:

do o Jgestreut(97¢> 7’2 ds? _ 7%2 % ’f(9,¢)’2 Tz ds2 - 9

Der differentieller Wirkungsquerschnitt fiir elastische Streuung ergibt sich zu:

do

AbschlieRBend fiihren wir noch den totalen Wirkungsquerschnitt oy als den tiber
den gesamten Raumwinkel integrierten differentiellen Wirkungsquerschnitt ein:

d
Otot — /dQ% . (412)

4.2 Lippmann-Schwinger-Gleichung

Jetzt wollen wir die stationdren Streuldsungen () der Schrédingergleichung
berechnen. Unser Ergebnis wird die Lippmann-Schwinger-Gleichung sein.
Wir gehen von der Schrédingergleichung

h? . .
= oo A4 VU 02l = Bl (4.13)
mit By = % aus und formen diese durch Multiplikation mit zh’—? um:
2m_ . S
{—A + §V(T)} Y () = k> Yp(F) . (4.14)

Weiteres Umformen liefert mit U(7) = 22V (7) folgende Differentialgleichung:

[A+ K] () = U(F) (7). (4.15)

Die Losung von (4.15) ergibt sich wie bei jeder inhomogenen Differentialgleichung
durch Kombination der Lésung der homogenen Gleichung mit einer Partikularls-
sung. Die Losung der inhomogenen Gleichung erfolgt mit Hilfe der Greenschen
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Funktion G*(k,7,r")3, fiir die gilt:
W 7

[A + k2] Gi(/;, 7o) = 5(3)(7?_ ) . (4.16)

Die Greensche Funktion des Streuproblems* ergibt sich zu:

G (R, 7y = — &:I . (4.17)
AT |7 — |
Als Losung der homogenen Gleichung
[A+ K] ¢p(7) =0 (4.18)
ergibt sich eine ebene Welle:
6o(7) = ——r P (4.19)

2V 27r3

Damit erhalten wir die Lippmann-Schwinger-Gleichung als Lésung des Streupro-
blems (4.15):

V() = o) + / dr' GE (R, 7,7 U () o5 () (4.20)

Bei der Lésung der inhomogenen Differentialgleichung mit Hilfe der Greenschen
Funktion, erhalten wir zwei linear unabhingige Losungen, wobei diese beiden
physikalisch die Laufrichtung der Kugelwelle angeben. Die fiir uns interessante
Losung ist wg(F), welche aus der ebenen Welle und jener Kugelwelle, die sich
vom Streuzentrum entfernt, besteht.

3Zur Lésung einer partiellen DGL mit Hilfe der Greenschen Funktion:

Die inhomogene DGL sei gegeben durch:
Lu(x) = g(x) u(x) .
Dann ergibt sich nach Lésung von
LG(x,x")=6®(x —x')

die gesuchte Funktion u(x) zu:

u(x) = uo(x) + /d3x’ G(x,x") g(x') u(x') .

*An dieser Stelle mdchten wir auf die zur Lehrveranstaltung gehdrenden Ubungen verweisen,
in denen die Greensche Funktion explizit berechnet wird.
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Abbildung 4.4: Julian Seymour Schwinger (1918-1994) erhielt 1965 zusammen
mit Richard Feynman und Shinichiro Tomonaga den Nobelpreis fiir Physik.

In der Dirac-Notation ergibt sich die Lippmann-Schwinger-Gleichung zu®:

%) = ) + GE(k) U v . (4.21)

Dabei haben wir verwendet, dass gilt: G=(k,7,77) = (7|G*(k)|r). AuRerdem
haben wir die ebene Welle |k) eingefiihrt, fiir die in der Ortsdarstellung gilt:
1 7

(Flk) = o(F) = Nors et (4.22)

Beachte:
e Die Lippmann-Schwinger-Gleichung ist dquivalent zur Schrodinger-
gleichung mit Streurandbedingungen.

e Die aus- und einlaufende Welle sind zwei linear unabhingige Lésun-
gen.

e Wie ebene Wellen sind die w;zi(F> nicht L? quadratintegrabel.

Asymptotik der Lippmann-Schwinger-Gleichung

Als ndchstes mochten wir die Streuamplitude f(6, ¢) berechnen. Dazu betrach-
ten wir die Asymptotik der Lippmann-Schwinger-Gleichung und vergleichen das

Die Berechnung der Lippmann-Schwinger-Gleichung in Dirac-Notation erfolgt in den zur
Lehrveranstaltung gehodrigen Ubungen.
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Ergebnis mit unserem Ansatz (4.5).
In einem ersten Schritt diskutieren wir den in der Greenschen Funktion (4.17) im
Exponenten auftretenden Term k|7 — r/| fiir asymptotische Distanzen r > 1’

2 o
klIr —r'| =kA/r2+7r2 =27 =kr 1+r——2fr—
|
r2 r
Wy / 7
:kr\/l—ZrA’r——l—O(T—?) ' kr (1—fr—>
r r

=kr —k'r'.

Dabei haben wir # = T und k" = |k|* definiert, wie in Abbildung 4.5 dargestellt
ist, und verwendet, dass fiir z < 1 gilt: V1 -2~ 1— 3.

, Streubereich

einfallende ebene Welle
mit Wellenvektor &

Detektor

Abbildung 4.5: Skizze des Streuvorgangs; Beziehung zwischen k, k' und 7

Damit gehen wir nun in die Greensche Funktion (4.17) ein und ndhern den Term
|7 — r'| im Nenner durch |7 —r'| = r:
R o 1 eiikr‘e:]:ik?r_;
GF(k, i) =8 - — ——— 4.23
(k.7 = - L T (123)

Beachte: Im Nenner, nicht aber im schnell fluktuierenden Exponenten, diirfen
wir in der Naherung |7"— /| &~ r — 717 den zweiten Term vernachldssigen.
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Mit dieser asymptotischen N3herung der Greenschen Funktion erhalten wir nun
die asymptotische Lésung der Lippmann-Schwinger-Gleichung:

+ikr

WE) = 0p(F) — / ' eFET U () (1) (4.24)

Arr

Der Vergleich mit (4.5) liefert mit ¢z(7) = \/L ¢'*" den Ausdruck fiir die Streu-

amplitude:

£(6,0) = m / Br! 7 () () (4.25)

Wir werden die Streuamplitude nun noch in Dirac-Notation darstellen:

4m7r

EE VI (426)

f(6,6) = =27 (|U|pt) =

4.3 Bornsche Niherung

In diesem Abschnitt werden wir die Bornsche N&dherung einfithren. Dazu gehen
wir von der Lippmann-Schwinger-Gleichung in der Dirac-Notation (4.21) aus:

[0F) = |k) + GE(R) U o) .
Wir bringen nun den zweiten Term der rechten Seite nach links und heben \1/12?)
heraus: . B

- GER U] ) = 1R

Damit erhalten wir die Streuwellenfunktion |¢]§E> als Produkt eines Integralope-

rators mit der ebenen Welle |£):

wE) = [1- =Ry u] IR . (4.27)
Nun verwenden wir, dass die Taylorreihe von (1 — x)~! durch
l—a)t=1+z+2>+.. :Zx"

gegeben ist. Damit erhalten wir fiir (4.27) die Bornsche Reihe der Wellenfunk-
tionen |v:f>

) - (fj 640y v] ) . (4.28)

n=0
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Beachte: Die Bornsche Reihe konvergiert nur, wenn |V ()| < -5 mit J > 3
erfiillt ist (ohne Beweis).

Zur Berechnung der Bornschen Reihe der Streuamplitude gehen wir mit (4.28)
in (4.26) ein:

£(6,6) = —2m*(R|UJ) = —2n(#|U (Z GH(F) U}”) k) -

n=0

Damit ergibt sich die Bornsche Reihe der Streuamplitude f(€, ¢):

1(6,0) = =272 > (R|U |G (F) U]" £ . (4.29)

Beachte: Unter der (n + 1)ten Bornschen Naherung versteht man, wenn man
in der Bornschen Reihe nur Terme bis zur Ordnung n beriicksichtigt.

Vergleich der Bornschen Ndherung mit der Storungstheo-
rie
Wir wollen nun die Streuamplitude f (6, ¢) in 1. und 2. Bornscher Ndherung mit

den Energiekorrekturen in 1. und 2. Ordnung Stérungstheorie vergleichen. Dazu
bilden wir die Bornsche Reihe von f (0, ¢) bis zum Term n = 1:

£(6,6) = —2r° [</5fy U k) + (FUGHER)U |BY] . (4.30)

Wir erinnern uns nun an Kapitel 2, in dem wir die Energiekorrekurterme in 1.
und 2. Ordnung nichtentarteter Stérungstheorie hergeleitet haben. Wir wollen
hier nur die Energiekorrekturen fiir den Grundzustand |¢g) betrachten:

B = (g0l Vo) , (4.31)
@) _ N~ (ol VIgn)[*
EY _; —— (4.32)

Vergleichen wir nun die Energiekorrektur 2. Ordnung mit dem 2. Term der ge-
ndherten Streuamplitude (4.30), so erkennen wir, dass die Greensche Funktion

-

G* (k) die Rolle des Energie-Nenners spielt.

Dies sehen wir auch durch Umformung der Differentialgleichung (4.16) fiir G (k):
[A+ B GE(k, 7y = 6O (7 — ) |

om o B RREL e ;
o A ] GEE ) = a0 (=)
[4

2m 2m
——
—Hy
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—1
Im nadchsten Schritt multiplizieren wir diese Gleichung mit [522—7’7“; — HO] , wobei
wir durch den so entstehenden Pol zusitzlich den Term 444 einfihren und, um
die Gleichung dadurch nicht zu verdndern, den Limes fiir § — 0 bilden:

o

. h2k> -
—Gi(k,f,r):hm[z —Hoi@'(s] OB (F — 71 . (4.33)

m

Nun fiihren wir von dieser Gleichung die Fouriertransformation durch® und erhal-
ten:

. K2k2 h2q2 -1

! —— 41 . 4.34
[ 2m om } (4.34)

Mit 22—7?; = F sehen wir also, dass die Greensche Funktion dem Energienenner

entspricht.

Beachte: In der Stérungstheorie haben wir es mit diskreten Zustdnden zu
tun. In der Bornschen N3herung handelt es sich jedoch um kontinuierliche
Zustdnde.

T-Matrix und S-Matrix

Waihrend das Konzept des Wirkungsquerschnitts vor allem in der Experimental-
physik Anwendung findet, verwendet man in der theoretischen Physik in der Regel
Operatoren wie die T- und die S-Matrix zur Beschreibung von Streuprozessen.

Wir méchten als erstes den Ubergangsoperator (T-Matrix) einfiihren. Dazu ge-
hen wir von der Gleichung fiir die Streuamplitude (4.26) aus und setzen (4.27)
fiir die Wellenfunktion [¢7) ein:

Amm? -1

dmn? - - - -
f0.0) = === @IV IvE) = ——=(@IV 1= G R)U| E).
Wir setzen U = % V ein und erhalten:
2m)2m - 2m -t o2m)m  ~
0.0 = ~ZLEY - eb ] m = - B E T

(4.35)

®Die Berechnung wird in den zur Lehrveranstaltung gehdrigen Ubungen durchgefiihrt.
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Beachte:

e Die T-Matrix ist unendlich dimensional.

e Da wir nur elastische Streuung behandelt haben gilt: k| = |¥|.

Wir definieren den Streuoperator (S-Matrix) als:

| S=1-2miT.]| (4.36)

Wir kénnen die Streuamplitude f(6, ¢) mithilfe von T' = ;- (S — 1) angeben:

i

27

2mm
K2

2mm -

RS — 1)IE) = -

1(6,0) = - [(FISIR) — 6(F — )
AuBerhalb der Vorwartsrichtung tritt wegen dem Verschwinden der d-Funktion
fir alle &/ # k nur der erste Term auf. In der Vorwartsrichtung wird dagegen der
transmittierte Anteil abgezogen.

Weiters kann man zeigen (ohne Beweis):

S = Ur(+o0, —0) = Tlim Ur(+T,-T),

wobei U;(+T,—T) = e V2T der Zeitentwicklungsoperator im Wechselwir-
kungsbild ist, der die Entwicklung von —T" nach +T" bewirkt.

Beispiel: Yukawa Potential

Wir wollen nun die Streuamplitude fiir das Yukawa Potential in erster Bornscher
Naherung berechnen und daraus den differentiellen Wirkungsquerschnitt ableiten.
Das Yukawa Potential wurde von Hideki Yukawa zur Beschreibung der kurzreich-
weitigen Kernkrafte eingefiihrt:

Vir) = %e“’" : (4.37)
Es ergibt sich zum Beispiel durch Lésung der durch einen Bosonenquellterm mo-
difizierten Klein-Gordon Wellengleichung mit Hilfe der Greenschen Funktion und
anschlieBender Lokalisierung der Nukleonen. Es beschreibt die Wechselwirkung
der Nukleonen auf Basis des mesontheoretischen Modells. Dies wird in der Vor-
lesung »Kern- und Teilchenphysik« genauer behandelt.
Ganz allgemein ergibt sich das Yukawa Potential im Rahmen der Quantenfeld-
theorie.
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Wir wissen, dass die Streuamplitude in erster Bornscher Naherung durch fol-

genden Ausdruck gegeben ist:

47*m
72

Wir wollen in einem ersten Schritt nur das Matrixelement (k|V|k) betrachten.

Dabei erinnern wir uns an das erste Kapitel. AuRerdem niitzen wir aus, dass das
Potential sphdrisch symmetrisch ist.

Eviey = @1 ([ ern)v ([ o) i

f0,0) = - (KV k) . (4.38)

1 i

_ (2 )3 d37’ ez(kfk )7 V(F)
s
1 -

= o | ATV

Dabei haben wir den Vektor ¢ = k' — k eingefithrt. Dies ist in Abbildung 4.6
dargestellt.

ol

Abbildung 4.6: Geometrische Beziehung zwischen k, K und

Aus diesem Zusammenhang fiir den Vektor § ergibt sich mit |k| = |k/|:

¢ = K>+ K — 2kk = k”? + k* — 2kk' cos 0 (4.39)
7
= 2k* (1 — cos ) = 4k*sin® — . (4.40)
— 2
2sin2%

Nun wollen wir das Matrixelement (k'|V|k) berechnen:

N vaIA 1 —iq7
VIR = (2ﬂ)3/d3re V()
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Wir gehen zum Losen des Integrals auf Kugelkoordinaten iiber und wahlen die
Symmetrie so, dass —7'- 77 = qr cos ¥ gilt, also der Winkel 9 zwischen —¢ und 7
liegt. Damit ergibt sich:

2 00 m —ar
KV |E) = VOS/ dgb/ err/ sin 9dd) el E (4.41)
(2m)2 Jo 0 0 r

Mit der Substitution 2 = cos ¥ folgt dz = — sin ¥dv und es ergibt sich:

(4.41) = —VO /27r do /OO r2dr /1 dx ' _6*0“" (4.42)
. B (27T)3 0 0 ~1 ro .

Nun berechnen wir das ¢-Integral:

Vb > 2 e " ! iqre
(4.42) = redr de e . (4.43)
(2m)? Jo L
Als nichstes wird das z-Integral ausgewertet:
% o) 5 e—a'r 1 ) »
4.43) = d — (" =) 4.44
( ) (277)2/0 e iqr (6 ° ) ( )

Umordnen und kiirzen liefert:

1 &0 ) o0 )
(4.44) = (2‘/—0)2,— ( / dr el / dr e—<2q+a>r> : (4.45)
m)%iq \Jo 0

Jetzt fiihren wir die r-Integration durch und erhalten:
> . (4.46)

1/ 1,
(4.45) = 0 ( elia=e)r
0

- —(ig+a)r
(2m)2iq \ iq — «

> 1
+ -
0 1+«

e

Auswerten an den Grenzen und Erweitern liefert:

Vo 1 1 a+iq 1 a—1ig
(2m)2ig \a —iq a+iq iq+aa—iq)

(4.46) = (4.47)

Zusammenfassen und Vereinfachen der Terme fiihrt uns zum Ergebnis fiir das
Matrixelement (k'|V|k):

0 1 2@(] 0 1
gary = o 1 _ Y 1 4.48
( ) (2m)%iq <a2 + q2> 212 a2 + ¢2 ( )

Damit kdnnen wir die Streuamplitude f(6, ®) unter der Verwendung von ¢* =
4k sin® & berechnen:

Am%m 'V, 1 _2m 1
2 2m2 a?4¢q2  R2 0a2+4k281n2§ '

f0,0) = (4.49)
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So gelangen wir zum differentiellen Wirkungsquerschnitt in erster Bornscher Na-
herung fiir das Yukawa Potential:

do 4m? 9 1

2
- = e ‘/ . 4
dQ |f(97 ¢)| h4 0 (CK2 + 4]{)2 Sin2 g)Q ( 50)

Coulomb Potential

Wir wollen nun das Coulomb Potential als Grenzfall des Yukawa Potentials be-
trachten. Das Coulomb Potential hat die bekannte Form:
. 21Z2€(2]

vir) =22

(4.51)

Wir miissen also im Yukawa Potential den Grenziibergang o — 0 durchfiihren
und fiir Vo = Z,Z,e} einsetzen um einen zum Coulomb Potential dquivalenten
Ausdruck zu erhalten.

Der Wirkungsquerschnitt des Coulomb Potentials ergibt sich damit zu:

do 4m? _, 1
aQ  ht 0 (4k?sin? £)2

(4.52)

Mit £ = f—:f erhalten wir den aus der Atom- bzw. Kernphysik bekannten Ru-
therfordschen Wirkungsquerschnitt, der das exakte Ergebnis fiir den Wirkungs-
querschnitt des Coulomb Potentials darstellt:

2
do_ (LY 1 (453)
S

a0~ \41E in' ¢

Dieses Ergebnis ist iiberraschend, da wir diesen Grenziibergang vom Yukawa
Potential zum Coulomb Potential nicht so ohne weiters machen diirfen und wir
aulerdem einige Ndherungen gemacht haben:

Beachte:

e Wir haben den Wirkungsquerschnitt fiir das Yukawa Potential und so-
mit auch fiir das Coulomb Potential nur in erster Bornscher Naherung
berechnet, erhalten jedoch dennoch das richtige Ergebnis.

e Damit die Bornsche Reihe konvergiert, muss |V (r)| schneller abfallen
als Tiﬁ mit 5 > 3. Das Coulomb Potential ist jedoch ein %—Potential,
womit die Forderung nach der Konvergenz der Bornschen Reihe nicht
erfillt ist.
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e In unserer Diskussion iiber Asymptotik haben wir gefordert, dass
[V (r)| schneller abfallen muss als -~ mit & > 1. Auch diese For-

derung ist verletzt.

Tatsachlich erhdlt man fiir das Coulomb Potential fiir r — oo kein konstantes
f(0,¢). Die r-abhangige Streuamplitude f(r, 6, ¢) ergibt sich zu einer fiir r — oo
nur vom Winkel abhingigen Streuamplitude f(6, ¢), die durch eine fluktuierende
Phase modifiziert wird:

f(r.0,0) = f(0,¢) e (4.54)

Diesen Sachverhalt werden wir an dieser Stelle nicht beweisen. Allerdings ist
(4.54) der Grund, warum die Berechnung des Wirkungsquerschnitts gemald

do_

d_Q |f(Ta07¢)|2: |f(9a¢)|2

Sinn ergibt.

Abbildung 4.7: Ernest Rutherford (1871-1937), Hans Geiger (1882-1945) und
Ernest Marsden (1889 - 1970).

Historisch bedeutsam ist der oben abgeleitete Rutherfordsche Wirkungsquer-
schnitt in Hinblick auf den a-Teilchen Streuversuch der 1909 auf Anregung durch
Ernest Rutherford von Hans Geiger und Ernest Marsden durchgefiihrt wurde. Die
beim Versuch gemessene Streuwinkelverteilung stimmte sehr genau mit der von
Rutherford im Rahmen der klassischen Streutheorie berechneten Verteilung tiber-
ein und legte fiir die Atomstruktur ein Kern-Hiille-Modell nahe. Dieser Versuch
stellte den Beginn der heutigen Atomphysik dar.
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4.4 Partialwellenentwicklung und Streuphase

Partialwellen sind stationdre Ldsungen unseres Streuproblems, die gleichzeitig
Eigenfunktionen des Drehimpulses sind.

Ableitung von v; und der Streuamplitude f(6)

Wir gehen von einem spharisch symmetrischen Potential V' (7) = V() aus. Die
Geometrie unseres Streuproblems sei wie in Abbildung 4.8 dargestellt.

. Streuzentrum

Abbildung 4.8: Geometrie der Problemstellung

Unser Ziel ist es die Schrodingergleichung fiir ein spharisch symmetrisches Poten-
tial zu 16sen. Dazu werden wir die Wellenfunktion als Produkt von Radial- und
Winkelanteil ansetzen. Der Winkelanteil wird dabei durch die Kugelflachenfunk-
tionen Y,"(0, ¢) reprasentiert. Aus diesem Grund wollen wir uns in einem ersten
Schritt iiberlegen zu welchen Vereinfachungen das spharisch symmetrische Po-
tential in Hinblick auf die Kugelflachenfunktionen Y;*(6, ¢) fiihrt.

Wir stellen fest, dass die Streuamplitude f(6,¢) = f(6) auf Grund der Ku-

gelsymmetrie des Potentials und der gewahlten Geometrie (k || &) vom Winkel
¢ unabhangig ist. Das wollen wir uns jetzt zu Nutze machen. Dazu betrachten
wir die Definitionsgleichung der Kugelflachenfunktionen Y;™ (0, ¢):

Yi™(0,¢) =

( 1 m+2|'m\ |:2[ + 1 (Z - |m|)'

— yrT |m|)'} P™(cos ) e™? . (4.55)

Die spharische Symmetrie des Potentials bedingt, dass nur noch Kugelflichen-
funktionen vom Grad m = 0 in Betracht kommen, da sonst eine ¢-Abhangigkeit
auftreten wiirde und wir kdnnen schreiben:

YO(6) = \/254; L By(cosh) . (4.56)

Dabei sind die P(cosf) die Legendrepolynome, die durch folgende Gleichung
gegeben sind:

1 d ! I
Py(cosf) = BTl (M) (cos*6—1)" . (4.57)
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Mit diesem Wissen wollen wir nun nach Lésungen ¢;:(7) der Schrédingergleichung
suchen. Wegen der Kugelsymmetrie des Potentials schreiben wir die Schrédin-

gergleichung in Kugelkoordinaten, wobei wir den bekannten Laplace-Operator in

. 2 2
Kugelkoordinaten A — 25 + 2.2 — L verwenden:

2m 2mr?

{_h_Q (08722 N g%) ML V(fr)} U = Bup() . (458)

Diese Gleichung erweitern wir nun mit 2% und erhalten mit U(r) = 22 V(r)
folgende Differentialgleichung:

2m

U0 ) = 2B (459)

0> 290 L?
or2  ror rZh?
Im nachsten Schritt werden wir £ = % einsetzen und fiir ¢); einen Separati-
onsansatz fiir Radial- und Winkelanteil machen:

Up(F) =D i) =Y Ru(r)Y"(6,9) - (4.60)

Mit diesem Ansatz gehen wir nun in die Schrédingergleichung (4.59) ein:
82 2 (9 L2 L.m 2m l.om
{w Tror R UW} 2= TR v (46

Damit erhalten wir fiir die einzelnen wgm die Gleichung:

{_ - — U(r)} Ri(r)Y,"(0,0) = —5 E Ru(r)Y;" (0, ¢) -

(4.62)
Dadurch kdnnen wir sofort den Drehimpulsoperator L? auf die Wellenfunktion
w%m anwenden und erhalten die Gleichung fiir den Radialanteil Ry (r):

ld2 2d  RII+1)

L2484 ML) U(r)] Ru(r) = —Ru(r) . (463)

Wir machen nun eine Niherung indem wir die Gleichung fiir r — oo betrachten.
Dazu fordern wir, dass fiir unser Streupotential U(r) gilt:

1
|U(r)| < pt mit v > 2. (4.64)
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Deshalb kdnnen wir fiir groRe r das Streupotential U(r) vernachldssigen. Wir
werden jetzt die rechte Seite der Gleichung nach links bringen und die Gleichung
mit 1%2 multiplizieren:

{1 @ 2d U1+

EW k’Q’l“% - 2] + 1:| le(T) =0. (465)

Mit der Substitution p = kr ergibt sich die Gleichung:
[ > 2d I(l+1)
+

dp> " pdp P2

+ 1} Ri(p) =0 (4.66)

Beachte: p ist dimensionslos.

Gleichung (4.66) ist die spharische Bessel Differentialgleichung. Sie ist analytisch
|6sbar und stellt die Definitionsgleichung fiir die spharischen Besselfunktionen
Ji(p) und die von Neumann Funktionen n;(p) dar:

Ji(p) = (=) (%d%) i (4.67)
ni(p) = —(—p) (%dip) =1 (4.69)

Betrachten wir das Verhalten der beiden Funktionen in der Ndhe des Ursprungs,
so stellen wir fest, dass die von Neumann Funktionen n;(p) divergieren und somit
irreguldre Losungen darstellen. Die reguldren Losungen der Differentialgleichung
am Ursprung werden durch die sphéarischen Bessel Funktionen j;(p) geliefert.

Die sphéarischen Bessel Funktionen, sowie die von Neumann Funktionen stellen
die Lésung der radialen Schrédingergleichung ohne Potential, sowie die asympto-
tische Ldsung bei Potentialen, die die Forderung (4.64) eines rasch abfallenden
Potentials erfiillen, dar.

Ebene Wellen e**"

Beachte: Die sphéarischen Besselfunktionen j;(p) sind die Ldsung fiir ebene
Wellen.

Dies kdnnen wir wie folgt begriinden. Wir wissen, dass die Losung der Schro-
dingergleichung fiir ein verschwindendes Potential V' (r) = 0 durch ebene Wellen

¢'*" gegeben ist. Wir haben fiir die Losung der Schrédingergleichung den Ansatz

Up(F) = > Ru(r)Y;"(0,0) = > Ri(p)Y™(6, )
I,m I,m
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gemacht und als Lésung der Radialgleichung die spharischen Bessel Funktionen
Ji(p) und die von Neumann Funktionen n;(p) fir R;(p) erhalten.

Ganz allgemein kdnnen wir eine ebene Welle nach Kugelflichenfunktionen wie
folgt entwickeln:

e =" el Ri(p) Y (6, 0) (4.69)
Im

Um die ebene Welle im Ursprung betrachten zu kénnen verwenden wir die in
Abbildung 4.8 gezeigte Geometrie des Streuproblems. Damit diirfen wir die ebene
Welle wie folgt schreiben:

eikF — eikrcose . (470)
Wir stellen fest, dass die Welle (4.70) im Limes r — 0 beschrankt bleibt (gegen
1 geht). Wir haben uns iiberlegt, dass die von Neumann Funktionen im Ur-
sprung irreguldre Losungen darstellen und divergieren. Aus diesem Grund stellen
die sphérischen Bessel Funktionen j;(p) die Ldsung fiir den Radialanteil R;(p)
von ebenen Wellen dar.

Verwenden wir nun die Entwicklung der ebenen Welle nach Kugelflachenfunk-
tionen (4.69) unter der Beriicksichtigung, dass sich die Kugelflichenfunktionen
fir spharisch symmetrische Potentiale zu den Legendrepolynomen (4.56) verein-
fachen, so erhalten wir:

[e.9]

eikF _ eikrcos& — Zal ]l(p) _Pl(COS 0) . (471)

=0

Die Koeffizienten a; = ' (21 + 1) kdnnen berechnet werden, indem man (4.71)
mit Py (cos ) multipliziert und anschlieBend das Integral [ d(cosf) bildet. Die
Berechnung werden wir hier nicht explizit durchfiihren.

Y fiir asymptotische Distanzen

Unter Beriicksichtigung des kugelsymmetrischen Potentials ergibt sich die Lo-
sungswellenfunktion des Streuproblems v;:(7) fiir asymptotische Distanzen zu:

Yp(F) "= i (20 + 1) Ry(r) Pi(cos6) . (4.72)
=0

Die Losung der radialen Schrédingergleichung R (r) fiir asymptotische Distan-
zen ergibt sich zu einer Linearkombination aus den sphérischen Bessel Funktionen
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Ji(p) und den von Neumann Funktionen n;(p):

le(T) = Al jl(k‘T) + Bl nl(kr) . (4.73)

Deshalb iiberlegen wir uns nun wie die beiden Funktionen j;(kr) (4.67) und
ny(kr) (4.68) fir kr — oo aussehen.

Die in der Definitionsgleichung der sphérischen Bessel Funktionen auftretende
[-fache Ableitung nach kr fiihrt auf Grund der Quotientenregel dazu, dass fiir
groRe k7 nur jener Term von Bedeutung ist, bei dem der sin(kr) [-mal abgeleitet
wird. Die [-fache Ableitung ergibt fiir gerade [ wieder einen Sinus, wihrend sie
fur ungerade [ einen Cosinus liefert, wobei die Vorzeichen wie bekannt periodisch
alternieren. Dieses Verhalten konnen wir mit Hilfe des Additionstheorems

sin(a + ) = sina cos B + cosa sin 3 | (4.74)
mit a = kr und § = —Z ebenfalls erhalten:
. Im . Im _ Im
sin(kr — ?) = sin (k1) cos -5 + cos (kr) sin -5 ) (4.75)

Damit kdnnen wir die spharischen Bessel Funktionen j;(kr) fiir kr — oo schrei-

ben als:

. kr—oo 1 . Im
gikr) "— Hsm(k‘r - 3) : (4.76)

Mit denselben Uberlegungen erhalten wir fiir die von Neumann Funktionen n;(kr):

o — 00 1 l
ny(kr) e e cos(kr — g) : (4.77)

An dieser Stelle fiihren wir jetzt die Streuphase §; ein:

Al = Qa; COS 55 s (478)
B__ tan o; (4.79)
A ’ '

Bl = —Qq sin 51 . (480)

Mit dieser vorerst willkiirlich erscheinenden Definition der Streuphase kdnnen alle

Werte von A; und dem Verhiltnis’ % erreicht werden. Wir werden im nichsten

- - . - -l - . .
Schritt sehen warum sich diese Definition als sinnvoll erweist.

"Aus diesem Verhiltnis kann man die Streuphase §; bestimmen und so auf a; schliefen.
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Mit den oben gemachten Niherungen und der neu eingefiihrten Streuphase J,
erhalten wir fiir die radiale Lésungsfunktion Ry (r) fir asymptotische Distanzen:

rooo 1 . l . l
Ry.(r) = o a [cos 9; sin (kr — g) + sin d; cos (kr — g)}

r—oo 1 . l
= Ea;sm(kr—%—l—é,).

Wir haben also die Definition fiir §; so gewahlt, dass wir wieder das Additions-
theorem (4.74) verwenden konnten.

Damit erhalten wir fiir die Lésungswellenfunktion des Streuproblems 1) (7) fiir
asymptotische Distanzen:

r—c0 Z (20+1) — —a sin (kr - %r + 51) Py(cosb) . (4.81)
—0

Streuamplitude f(0) als Funktion der Streuphase ¢,

Mit (4.81) kdnnen wir uns jetzt die Streuamplitude f(6) als Funktion der Streu-
phase §; darstellen.

Um die Streuamplitude f(6) zu berechnen setzen wir (4.81) mit unserem Ansatz
fur die Wellenfunktion fiir asymptotische Distanzen (4.5) gleich, wobei wir den
n (4.81) auftretenden Sinusterm durch die Eulerdarstellung ersetzen:
ei(kr—%r—l-(sl) o e—i(kr—%r—&-(il)

2

(7 THOOZ (20+1) —al Py(cos @) (4.82)

| zkr

= (o)

4.83
- (4.83)
Die ebene Welle in der letzten Gleichung wollen wir jetzt nach Kugelflichen-
funktionen entwickeln, wie wir es in (4.71) gemacht haben, wobei wir fiir die
sphérische Besselfunktion j;(kr) die oben berechnete Losung fiir groRe kr (4.76)
verwenden und wiederum die Eulersche Darstellung des Sinus wahlen:

(4.83) _iil@zﬂ)i el ) — il ) Picos0) + £(6)
— kr 21 r
(4.84)
Damit (4 82) und (4.84) gleich sind, missen fiir alle | die Vorfaktoren von #
und <2 gleich sein.
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e—?,kr

T

Zuerst betrachten wir die Vorfaktoren der Terme und erhalten:

S i+ 1L a S peoss
) +1)—-a ———F(cos
— k 21

I

i(-%)

= Y20 +1) = Pi(cosb) .
;z( + )k: 5; ) (cos )

Daraus erkennen wir, dass gelten muss:
a e =1 = q; =" . (4.85)

Auf diesem Weg haben wir einen Zusammenhang zwischen a; und der Streuphase
; gefunden.

Als nachstes betrachten wir die Vorfaktoren der Terme # und setzen fiir q;

(4.85) ein:

_Z'l7r

=S i1 1) 3 S Bleost) + £69).

N
Il
o

Umformen liefert:

. ) . ilx : : .
Im nichsten Schritt verwenden wir e=*2 = (—i)! und ziehen ¢t aus der Klammer
heraus:

e 1 . 67,51 _ e—iél
FO)=>(2+1) - Pcos0) el T (4.86)
=0
=> (21+1) - ¢ sin §; Py(cos ) . (4.87)
=0 ———
fu(or)

Damit haben wir die Streuamplitude f(#) als Funktion der Streuphase ¢, erhalten:

F0) =Y (20 +1) fi(61) Pi(cosb) . (4.88)

=0
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Beachte:

e fi(4;) stellt den Beitrag der [-ten Partialwelle dar.

e Das gesamte Streuproblem kann durch einen Satz von Zahlen §; be-
schrieben werden.

ungestreute ebene Welle

einfallende ebene Welle
gestreute Welle

Abbildung 4.9: Zum Begriff der Streuphase ¢;. Dargestellt ist eine Partialwelle,
deren Streuung durch eine Phase §; beschrieben wird.

Beachte: Fiir ein schwaches, langsam variierendes Potential V (r) gilt:

e 0; < 0: attraktives Potential,

e §; > 0: repulsives Potential.
Differentieller und totaler Wirkungsquerschnitt als Funktion der Streu-
phase 9,

In diesem Abschnitt méchten wir nun den differentiellen Wirkungsquerschnitt g—g
und den totalen Wirkungsquerschnitt o als Funktionen der Streuphase ¢; be-
rechnen.

Fiir die von uns betrachtete elastische Streuung |k| = |¥/| gilt:

do . 9

d_Q(e) = |f(O)7,
d

Otot — /%dﬂ .
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Mit der oben abgeleiteten Beziehung zwischen Streuamplitude f(6) und Streu-
phase 0; (4.88) ergibt sich:

0_ 1 (e 9] o0
—=0) = 20+ 1) (2 + 1) e™
k2 ZZ e (4.89)

1=0 I'=0
sin 0; sin dy Py(cos @) Py(cos @) .

Beachte: Die auftretenden Interferenzterme fallen fiir den totalen Wirkungs-
querschnitt o,; weg, den wir im folgenden berechnen werden.

Dazu verwenden wir, dass fiir die Legendrepolynome P;(cos @) gilt:

47
20+ 1

/dQ Py(cos ) Py(cosf) = o - (4.90)

Damit erhalten wir:
1 oo oo
Trot = 13 Z Z 20+1) @2 +1)e 01 =10y
1=0 I'= (4.91)
sin ¢; sin &y /dQ Py(cosf) Py(cos) .

Der totale Wirkungsquerschnitt als Funktion der Streuphase 0, ergibt sich nach
Auswertung des Integrals zu:

[e.o]

47 .
Tioy = 73 Z(Zl 4 1) sin?§; . (4.92)
1=0

Beachte:

e Im totalen Wirkungsquerschnitt treten fiir 6, = (2n+1)7 Resonanzen,
also Maxima von sin® §;, auf.

e Es tragen nur Terme mit k- a 2 [ bei, wobei a die Reichweite des
Potentials angibt.
Im Grenzfall kleiner Energie (kleines k) tragt nur die s-Wellenstreuung
(I =0) bei.

Die letzte Aussage mochten wir jetzt noch begriinden. Fiir » > a wirkt nur das
Zentrifugalpotential hzlr(rljl) In einer halbklassischen Naherung kénnen wir nun
den Umkehrradius fiir das Potential berechnen. Dazu setzen wir die Energie des

einfallenden Teilchens A= 5— mit dem Zentrifugalpotential gleich:

R2k2 R+ 1)

om  2mr?

(4.93)
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Nun formen wir nach  um und erhalten jenen Radius 7., bis zu dem das Teilchen
klassisch kommen kann, da an diesem Punkt die gesamte kinetische Energie
in potentielle Energie (genauer in das Zentrifugalpotential) umgewandelt wurde
(klassischer Umkehrradius):

Tum — 2 Nkj

_ ViR (4.94)

Ist nun die Reichweite a des Potentials kleiner als der Umkehrradius, so spiirt das
Teilchen das Streupotential nicht. Fiir solche [ wirkt das Potential nicht. Daher
muss k - a 2 | gelten, damit das Potential wirkt.

Optisches Theorem

Das Optische Theorem ermoglicht uns den totalen Wirkungsquerschnitt o di-
rekt aus der Streuamplitude f(0), also ohne Berechnung des Betragsquadrats,
zu berechnen.

Dazu erinnern wir uns an (4.88) und berechnen f(0), also die Streuamplitude in
der Einlaufrichtung der Welle, wobei P;(0) = 1 gilt:

o

F0) =S (20 + 1)%6@ sin (4.95)

=0

Nun verwenden wir die Eulersche Beziehung e?® = cos §; +i sin 6; und betrachten
den Imaginérteil von f(0):

Im (f(0)) = %2(21 +1)sin?4; . (4.96)

Vergleichen wir nun (4.96) mit (4.92) so stellen wir fest, dass wir den totalen
Wirkungsquerschnitt schreiben kénnen als:

47

Ttot = 7~ Im (f(0)) . (4.97)

Dies ist das optische Theorem. Der Zusammenhang zwischen dem totalen Wir-
kungsquerschnitt und dem Imaginarteil von f(0) ist physikalisch eine Folge der
Teilchenzahlerhaltung.
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1. Bornsche Naherung fiir die Streuphase ¢,

Um die 1. Bornsche Ndherung fiir die Streuphase §; berechnen zu kdnnen, miissen
wir uns daran erinnern, dass die 1. Bornsche Naherung der Streuamplitude (6, ¢)
gegeben ist durch:

m

2mh?

F(0,0) = —2r(K|U|K) = — & e FT Y (17) R (4.98)
Dieser Beziehung sind wir bei unserer Diskussion des Yukawa Potentials schon
begegnet. Niitzen wir nun noch die spharische Symmetrie des Potentials V (') =

V(r') aus, so erhalten wir:

m ik

3 7zk’r
2mh? ' vir )

f(0) = - (4.99)
Im ndchsten Schritt setzen wir unser Ergebnis fiir die Entwicklung ebener Wellen
nach Kugelflachenfunktionen im sphérisch symmetrischen Potential (4.71) ein,
wobei wir die Geometrie aus Abbildung 4.8 verwenden, also k || &.. Weiters
definieren wir den Winkel 6 zwischen &’ und 7, sowie den Winkel 6’ zwischen &
und 77. Damit erhalten wir:

m

10) = oh2

&P (Z(—i)’ (2014 1) ju(K'r") Pi(cos 9)) V(r)

1=0
(Z i (20" + 1) gy (kr") Py(cos @ )) .

An dieser Stelle benétigen wir das Additionstheorem fiir Kugelfunktionen:

(4.100)

l

S Vi) Vi) (4.101)

m=—1

47

Pi(cost) = 5

Dabei haben wir €2, anstelle von 6 und ¢ geschrieben, wobei  und ¢ die Winkel
zwischen & und k sind (Abbildung 4.8). Ebenso steht Q. fiir die Winkel ¢’ und
¢' zwischen den Vektoren r’ und k.

T Yio(23) zu:

Die Orthogonalitatsrelation ergibt sich wegen P (cos0') = 575

4r
2U +

/ 405 Vi () Pr(cost!) = 20— b G (4.102)
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Mit (4.101) gehen wir nun in (4.100) ein:

- 27rh222/ %ﬁ/dgﬂ

=0 l'=

47
20+ 1

(—i)" (21 + 1) 5y (K'r")

I
D V() Y (23) V()
=1

i (2 + 1) ju (k') Py(cos @) .
Diesen Ausdruck kénnen wir wie folgt vereinfachen:

ZZ Z D21+ 1) i ()

=0 I'=0 m=—1

/T’2dr'V(r’)jl(k’r’)jl/(kr') /dQ;, Yim () Pr(cost’) .

Fiir elastische Streuung ist k = k’. Deshalb kdnnen wir mit der Orthogonalitats-
relation (4.102) schreiben:

uv

ZZZ Nt U +1)Y, (Q)2l’+15”5

=0 I'=0 m=—1
/T’2d7" V(r") ji(kr") gp (k') .
Auswerten der Kronecker Deltas liefert:

—T L AmYae) [ V) Gl

Jetzt verwenden wir den Zusammenhang (4.56) und erhalten:

£(0) = —2—? So@+1) / 240 V(') Gi(kr'))? Pi(cosf) . (4.103)

=0

Wir haben weiter vorne die Streuamplitude f(#) als Funktion der Streuphase §,
abgeleitet und (4.88) als Ergebnis erhalten. Vergleichen wir (4.103) mit (4.88)
so erhalten wir:

fi= teising = —22 [ 24 V() Gilke'))? (4.104)
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Im Grenzfall §; < 1 kdnnen wir f; wie folgt annihern:

1, 4
f = Ee“ﬁ sin §; EI _ (4.105)
Umformen von (4.104) liefert mit der Ndherung (4.105) die 1. Bornsche Naherung

fir die Streuphase 0; fiir kleines ¢;:

B 2mk

o = = /r’2dr’V(r') Gi(kr')? . (4.106)

Beispiel: Rotationssymmetrisches, konstantes Streuzentrum

Wir gehen von einem rotationssymmetrischen Potential der Form

V(r):{ivo r<a

0 r>a

aus und mochten die 1. Bornsche Naherung der Streuamplitude f(0) fiir eine
s-Welle (I = 0) berechnen. Mit (4.88) und (4.104) erhalten wir:

a

F0)=fo=—75 i r2dr' (£V5) (o(kr')” .

Mit (4.67) erhalten wir fiir jo(kr) = Si“k(fr) und es ergibt sich:

2m [ sin?(kr')  2m ¥V [° :

Jo= 7 ), rdr’ (£Vp) T R R, dr' sin®(kr') .
Losen des Integrals mit [ drsin®(kr) = ir — 2 sin(2kr) liefert das gesuchte
Ergebnis:

2m a 1 do
fo= :FWVO (5 1 sm(Zka)) N (4.107)

Beachte: Die Bornsche Naherung liefert dann gute Werte, wenn das Streu-
potential V' klein ist und ka 2 [, wobei a die Reichweite des Potentials
ist.
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Kapitel 5

Relativistische
Quantenmechanik

In diesem Kapitel werden wir eine relativistische Version der Schrédinger-Gleichung
aufstellen, welche die relativistische Energie-Impuls-Beziehung

E? = p*c® + m?c (5.1)

erfillt und Lorentz-invariant ist.

5.1 Kurze Wiederholung:
Lorentz- Transformation, Minkowski-Metrik,
Viererschreibweise:

In der speziellen Relativitdtstheorie wird die Viererschreibweise verwendet, welche
die Zeit (oder besser das Produkt ct) als zusatzliche 4. Raumkomponente mitein-
bezieht. Dies ist notwendig, da bekanntermalien die Relativitatstheorie die Vor-
stellung einer absoluten Zeit unabhidngig vom Bezugssystem zunichte gemacht
hat. Jedes Bezugssystem besitzt somit seine eigene Zeitkomponente, welche in
den Vierervektor, ein verallgemeinerter Ortsvektor, miteinbezogen wird. Die kon-
travariante Form dieses Vierervektors z# wird als Spaltenvektor interpretiert:

ct

- :(ﬁ). (5.2)

z

<

Der zu z* duale kovariante Vektor z,, ergibt sich durch Transformation iiber den
Metriktensor g, der Minkowskimetrik und kann als Zeilenvektor interpretiert
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werden:

a:u:g,wx”:(ct,—x,—y,—z):(ct,—F) (5.3)
1 0 0 0
. 0 -1 0 0
mit g, = 0 0 —1 0 (5.4)
0 O 0 -1

Somit flieRBt der Metriktensor g,,, aus (5.4) in die Definition des inneren Produktes
(Ldngenquadrat, Viererabstand) mit ein:

z,1" = g, atat = A — i (5.5)

Eine Lorentztransformation
" = L', z" (5.6)

ist so definiert, dass das Langenquadrat x,2* durch die Transformation aus (5.6)
nicht verdndert wird. Es muss also gelten:

rpaf =) at . (5.7)

Einsetzen von (5.5) und (5.6) in die rechte Seite von (5.7) liefert:

I w,_ v PT I o
z, " = gure = gL’ , 2" L'y
——
Lp¥gup
. v o __ _ o
=L, g LFoaP2” = x,0° = gpoaa’ . (5.8)

Diese Bedingung aus (5.8) ist nur erfiillbar wenn gilt:
LpVgVuL'uo = Ypo » (59)

was in Matrixschreibweise lautet:

L'gL =g. (5.10)

Eine Lorentztransformation ist also jede Transformation, welche den Metriktensor
gy laut (5.10) invariant |asst.

Als eigentliche Lorentz-Transformation wird dabei ein Geschwindigkeits-Boost
bezeichnet, welcher in x-Richtung folgende Form hat:

v =By 00
A = _(?7 g (1) 8 mit y = und 8 = Y (5.11)
v &
0 0 01 I-a
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D.h. wir haben eine Transformation vom Inertialystem S in ein mit der Geschwin-
digkeit v in x-Richtung relativ bewegtes Inertialsystem S’ darstellt. Ausgehend
von (5.11) kdnnen alle eigentlichen Lorentztransformationen A tber eine Dreh-
matrix D, welche die Drehung des Geschwindigkeits-Boosts aus der x-Richtung
beschreibt, dargestellt werden:
o= (Y )
A=D"A,D mit D= ,
D3><3
wobei DI, = Dy 5 und det D3 =1 .

Beachte: Neben diesen eigentlichen Lorentztransformationen wird Gleichung
(5.10) auch durch normale Raumspiegelungen, Ortsraumdrehungen oder
Zeitumkehrungen erfiillt. Diese werden in den eigentlichen Lorentztrans-
formationen nicht beriicksichtigt.

Setzen wir die Matrix aus (5.11) in die Transformationsgleichung fiir den Vierer-
vektor (5.6) ein, so erhalten wir die explizit bekannten Transformationen fiir die
Komponenten fiir einen Geschwindigkeits-Boost in x-Richtung:

ct" = ~(ct — fBx)
' =~y(x — fet)

Mit der Definition des Viererimpulses p*

P = ( ?7 ) (5.12)

kann man sein Langenquadrat p,p" berechnen zu:

was der relativistischen Energie-Impuls-Beziehung aus (5.1) entspricht.

5.2 Quantisierung der relativistischen Energie-
Impuls-Beziehung

Unser Ziel ist nun (wie bereits anfanglich erwahnt) eine zur Schrédinger-Gleichung
analoge Gleichung zu finden, welche der relativistischen Energie-Impulsbeziehung
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laut (5.1) geniigt. Wir werden also im Folgenden versuchen, durch die Quanti-
sierung

E — ih% (5.13)
P h$ (5.14)

eine geeignete Gleichung zu finden, welche die Physik richtig beschreibt.

5.2.1 1. Versuch: Widerspriiche ergeben sich

Im 1. Versuch, dies erfolgreich zu tun, [6sen wir vorerst die Gleichung (5.1) nach
der Energie E auf und bilden die Quantisierung laut (5.13) und (5.14):

E = +/p%c® + m2ct

- m%w, F) = £/ - 2R et (1, 7). (5.15)

Wir erkennen folgende Probleme:

e Zeit und Ort sind asymmetrisch, was der Relativitatstheorie grundlegend
widerspricht.

e Es gibt Losungen mit negativer Energie, welche noch dazu unbeschrankt
nach —oo gehen. Dies ist unphysikalisch, da das hiele, dass man durch
Beschleunigung eines Teilchens auf immer hdhere Impulse unendlich viel
Energie gewinnen kdnnte.

e Eine Taylorentwicklung der rechten Seite von (5.15) liefert

| BT
2 mZ 8 m3cf

Man sieht, dass der Nabla-Operator hier in beliebigen Potenzen vorkommen
kann. Dies verursacht ein hochgradig nicht-lokales Problem. Dies bedeutet,
dass dadurch die Wellenfunktion an einem weit entfernten Ort immer noch
beitragt. Dies ist unphysikalisch und eine falsche Beschreibung der Realitét.
Wir konstatieren folglich: 1. Versuch gescheitert!!!

\/—0271262 + m2ct )(t,7) =~ mic +0 <€6> +....
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5.2.2 2. Versuch: Klein-Gordon-Gleichung

Wir versuchen nun direkt die relativistische Energie-Impulsbeziehung aus (5.1)
mit Hilfe von (5.13) und (5.14) zu quantisieren. Dies liefert:

E2 — 02]72 +m204

o (e = (R )

8752
1 62 A2
= — —8——XV2 Y(t, F)—mc W(t, 7) (5.16)
c? Ot?
N - J/ \/—/
O=9,0m =k?

Definiert man den verallgemeinerten Gradienten 0" als

10
o= ( g ) : (5.17)

so ergibt sich fiir den allgemeinen Laplaceoperator 0,,0":

10 2 .
8#8#&:(12,6)( 08L>:ia ~V?

L) =50m O. (5.18)

Dieses Ergebnis (5.18) ist auch bekannt als der D'Alembert-Operator [J.

Auch die Abhidngigkeit der Wellenfunktion aus (5.16) (¢, ) kann als Abhangig-
keit vom 4er-Ortsvektor z* geschrieben werden. Gleichung (5.16) fiihrt auf die
Klein-Gordon-Gleichung:

—Wp(t,7) = kS (t,7) oder — 9,0"p(x") = k. b(a") . (5.19)

Die Klein-Gordon-Gleichung wird durch eine ebene Welle gelést. Wir kdnnen
folglich schreiben:

W(t, ) ~ eFn BT (5.20)

Dass diese ebenen Wellen laut (5.20) tatsdchlich Losungen sind, zeigt man durch
Einsetzen in die Klein-Gordon-Gleichung (5.19):

. 2 . 2
1 (i%) E? — (:l:%) 52] b(t,F) = k20T mit kS = mh;

= — [—%—ng} Y(t,7) = %M“ﬂ

= F? =cp? + mPct qed.

Die Klein-Gordon-Gleichung hat folgende Eigenschaften:
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e Zeit und Ort werden hier dquivalent behandelt. Die Losungen aus (5.20)
kénnten laut der Definition des Viererimpulses (5.12) auch als skalares
Produkt im Minkowski-Raum geschrieben werden:

G(t,7) ~ TR (5.21)

Ein solches skalares Produkt ist per definitionem immer Lorentz-invariant.
Die Klein-Gordon-Gleichung erfiillt somit die anfanglich geforderte Eigen-
schaft der Lorentz-Invarianz.

e Es gibt weiterhin Lésungen mit positiver und mit negativer Energie. Dieses
Problem wurde erst spater von Paul Dirac gelSst.

e Die Klein-Gordon-Gleichung ist tatsdchlich die richtige Beschreibung fiir
spinlose Teilchen oder auch Quantenfelder. Sie beschreibt jedoch leider
keine Fermionen, da diese bekanntlich halbzahligen Spin besitzen. Deshalb
muss es noch eine andere Moglichkeit der Beschreibung geben.

5.2.3 3. Versuch: Dirac-Gleichung

Seit jeher storte Dirac die zweite Zeitableitung g—;, die bei der direkten Quantisie-
rung zu Stande kommt. lhm ware eine zur Schrédingergleichung (ih%@b = Hy)
analoge Form mit einer einfachen Zeitableitung und ohne Zustande mit negativer
Energie lieber gewesen. Er schlug daher eine Linearisierung durch die abstrakten

Objekte @ = «; und 3 vor, was auf eine solche Form fiihrt:

0

ihaw(t ) = [c&ﬁ—i— ﬁmcﬂ W(t,T) (5.22)
—_—
Hp
mit dem Dirac-Hamiltonoperator Hp:
Hp = cdp + pmc? . (5.23)

Wie wir sehen werden, kann man dies einfach so schreiben, wenn «; und (3 ei-
ne bestimmte Algebra (eine sogenannte Clifford-Algebra) erfiillen. Wie wir aus
(5.23) schon ersehen, miissen «; und (3 hermitesch sein, damit der gesamte
Dirac-Hamiltonoperator ebenfalls hermitesch ist. Weiters miissen sie vom Vierer-
ortsvektor z* (also sowohl von der Zeit als auch vom Ort) unabhéangig sein. Die

weiteren Eigenschaften ersehen wir aus der Forderung, dass fiir den stationaren
Fall

z‘h%w = B = Hpt
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Abbildung 5.1: Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) und William Kingdon
Clifford (1845-1879).

die relativistische Energie-Impuls-Beziehung
E? = p? + mPct
laut (5.1) erfiillt sein muss. Wir erhalten also fiir das Quadrat der Energie als
Erwartungswert des Quadrats des Dirac-Hamiltonoperators Hp nach Einsetzen
von (5.23):
E*) = (Hp)’ ¢ = (caipi + Bmc?) (cayp; + Bmc?) 1

= (Caspiajp; + B°mc* + mcPapiB + mc® Ba;p;) ¢ (5.24)
Da «; und (§ von z* unabhidngig sind, missen sie mit dem Impulsoperator ver-
tauschen:

[a;,p;] =0 und [G,pi] =0. (5.25)
Anwenden von (5.25) in (5.24) liefert:

(5.24) = [CQOéioszipj + B2mPct + mcPp; (uf + ﬁai)] v =E*. (5.26)

Die Forderung der Erfiillung von (5.1) liefert uns unter Beriicksichtigung von
(5.26) insgesamt die Beziehung:

[c2ozioszipj + B2m2c* + mcp; (i3 + ﬁai)} (0 L [02p2 +m?ct + O] Y.
(5.27)
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Ein Vergleich in (5.27) liefert die folgenden Bedingungen fiir «; und g

Q04 + ;00 = 26,J s (528)
;3 + Ba; =0, (5.29)
B2=1. (5.30)

Diese Bedingungen (5.28), (5.29) und (5.30) bilden die bereits erwahnte Clifford-
Algebra.

Eine mogliche Darstellung fiir die Objekte a; und [ ist in Form von Matri-
zen gegeben. Die erste Bedingung der Clifford-Algebra (5.28) ist (wie bereits aus
Quantentheorie | bekannt) auch durch die Pauli-Matrizen

(0 e (U e (2 0) e

erfillt. Wie leicht nachzurechnen ist, gilt namlich:
0;0; + 0;0; = 25,” . (532)

Damit nun allerdings auch (5.29) und (5.30) erfiillt sind, bendtigt man (mindes-
tens) vierdimensionale Matrizen. Eine mégliche Darstellung fiir «; und [ ist die
sogenannte Pauli-Darstellung:

10 0 0
0 o o1 0 o

O‘i:(ai 0)’ =100 -1 o0 (533)
00 0 -1

Bildet man mit dieser Definition

0,03 0
Q0 = )
0 00

so sieht man dass (5.28) wegen (5.32) unmittelbar erfiillt ist.
Dass die Beziehungen (5.29) und (5.30) mit den Definitionen aus (5.33) ebenfalls
stimmen, ist durch Einsetzen und Beriicksichtigung von (5.31) leicht zu zeigen.

Die so linearisierte relativistische Energie-Impuls-Beziehung fiihrt also (wie in
(5.22) bereits angesetzt) auf die Dirac-Gleichung:

ih%w(t,ﬁ = [c@p+ Bmc®] ¥(t,T) . (5.34)
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Beachte:

e Andere Darstellungen fiir a; und (3 folgen aus der Pauli-Darstellung
(5.33) durch unitdre Operatoren U lber die Transformationen

a, - UaU™' und p—UBU .

e Weiters transformiert durch die Darstellung von «; und ( als 4 x 4-
Matrizen die Wellenfunktion (¢, ) zu einem vierdimensionalen Vek-

tor (Spinor)
,7)

.7
w(t7 F) - wB(t T)
Ua(t,7)
Dies liefert eine Erklarung fiir das Vorhandensein eines Spins. Er folgt
unmittelbar aus der Linearisierung. Dies ist ein duBerst befriedigendes
Ergebnis, mit dem so nicht zu rechnen war. In der bisherigen nicht-
relativistischen Quantentheorie und beim Wasserstoffproblem hatte

man den Spin aufgrund empirischer Erkenntnisse ja einfach postulie-
ren miissen.

5.3 Losung der Dirac-Gleichung fiir ein ruhen-
des Elektron

Im Folgenden wollen wir die Dirac-Gleichung (5.34) fiir ein ruhendes Elektron
ohne Impuls "= 0 I6sen. Sie vereinfacht sich dann entsprechend zu:

(e, 10 0 0\ [nd

O wut,™ | |01 0 o0 Ua(t, T)

Mo | vt | T 00 -0 0 || wen) | G
Yy (t,7) 00 0 -1 Va(t, T)

Fiir die ersten beiden Komponenten j = 1,2 liefert dies die partielle Differenti-
algleichung:

0

Zha?/]j = mCQQ/Jj (536)
N .

ST
¥j ho
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woraus durch Integration mit der Randbedingung v;(0, 7) = ;o die Lésung:

Wi(t,7) = e 7N j=1,2 (5.37)

folgt. Fiir die anderen beiden Komponenten k = 3,4 des Vierer-Spinors erhalten
wir aus

e,
Zhawk = —mc*y, (5.38)
analog die Losungen
Unt, ) = o en™ | k=34 (5.39)

Insgesamt hat der Vierer-Spinor 1 (t, ) also zwei mal zwei linear unabhingige
Losungen:

e Zunichst jene beiden mit dem aus der Eigenwertgleichung (5.36) ersicht-
lichen Energieeigenwert £ = mc?:

w(t, ’l?) = ¢10 e_%mc2t Und w(t7 77) — ¢20 6_%mc2t

o O O =
o O = O

e Des weiteren existieren nun noch 2 linear unabhdngige Lésungen mit dem

aus der Eigenwertgleichung (5.38) abzulesenden Energieeigenwert £ =

—mc?:

W(t, 7) = hag er ™ und  (t,7) = e en ™

o = OO
_ o O O

Wir erhalten also insgesamt noch immer Lésungen mit positiver Energie und
negativer Energie mit jeweils 2 verschiedenen Spinzustdnden. Eigentlich wollte
Dirac die negativen Losungen loswerden, was ihm jedoch nicht gelang. Aber er
lieferte fiir das Problem eine Erkldrung: den Dirac-Fermi-See.

Beachte:

e Wir betonen noch einmal, dass die Dirac-Gleichung neben der vierdi-
mensionalen Raumzeit auch noch einen Spinorraum involviert!
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o Die Pauli-Darstellung aus (5.33) ist nur eine Darstellung von & und 3.
Man bendtigt mindestens Matrizen der Dimension 4. Dies fiihrt auf
einen vierdimensionalen Spinorraum, der 2 verschiedene Spinzustinde
fir Teilchen und 2 weitere fiir Anitteilchen beschreibt. Insgesamt hat
man dann also ein Spin-3-Fermion beschrieben. Verallgemeinert man
die Pauli-Darstellung auf hhere Dimensionen (z.B. achtdimensional),
so kénnen auch andere Fermionen (z.B. Spin-3-Teilchen) beschrieben
werden.

5.4 Dirac-Fermi-See

Dirac geht von der Annahme aus, dass der makroskopische Zustand des Vaku-
ums dadurch gekennzeichnet ist, dass alle Zustdnde mit negativer Energie bereits
besetzt sind. Jene mit positiver Energie sind dann unbesetzt. Da fiir Fermionen
das Pauli-Prinzip gilt, ist es nicht moglich einen Zustand mit negativer Energie
neu zu besetzen.

Teilchen

mc? +

AE > 2mc?

Loch
2 |

—mc

besetzt!!!

\

Abbildung 5.2: Veranschaulichung des Konzepts des Dirac-Fermi-Sees.
Bringt man nun allerdings eine Energie £ > 2mc? auf, ist eine Teilchen-Loch-
Anregung moglich. Dies bedeutet, dass ein Teilchen aus dem negativen in den
positiven Energie-Bereich angeregt werden kann. Dort manifestiert es sich als die
uns wohlbekannte Materie. Das entstandene Loch entspricht nun dem Antiteil-
chen.
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Als Beispiel betrachten wir ein Elektronen-Loch. Es kann auch durch das Anti-
teilchen des Elektrons, das Positron, beschrieben werden.

Elektronen-Loch Positron
fehlende Ladung —|e| Ladung +|e|
fehlende Ruheenergie —mc? Ruheenergie mc?
fehlender Impuls p Impuls —p’
fehlender Spin z.B. | 1) Spin z.B. | |)

Diese Vielteilcheninterpretation erlaubt es, Fermionen richtig zu beschreiben und
fihrt auf Antimaterie. Zu einer vollstandigen Beschreibung fehlt allerdings noch
die Quantisierung der elektromagnetischen Felder (— Quantenfeldtheorie).

5.5 Lorentz-invariante Form der Dirac-Gleichung

Mit der Lorentz-Invarianz im Bezug auf die Dirac-Gleichung werden wir uns in
Kapitel 6.3.4 noch eingehender beschiftigen. Im Folgenden wollen wir versuchen,
die Dirac-Gleichung als skalares Viererprodukt zu schreiben. Zu diesem Zwecke
bringen wir in (5.34), alle Terme auf die linke Seite, dividieren durch ¢ und
multiplizieren mit 3 von links:

th 0 .
f—— — Bap— [3* =0 5.40
R~ pap— [ mel v (5.40)
1
Bei Anwesenheit eines elektromagnetischen Feldes mit den Potentialen ® und ff
miissen wir die kanonischen Transformationen
ih 0 thd e
c Ot c Ot c
p— ﬁ—gzﬁf
c

durchfiihren. Dies macht aus (5.40):

[(ith O e L € B
= |:J) (?a—cq)) — pa (p—EA) — ]lmc] v =0. (5.41)

Dies kann mit den Definitionen des Viererimpulses p* laut (5.12) und des elek-
tromagnetischen Viererpotentials A*

v-(%)
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als skalares Viererprodukt geschrieben werden. Wir erhalten so durch Umschrei-
ben von (5.41) also die Lorentz-invariante Form der Dirac-Gleichung:

['yﬂ (p“ — ZA“) — mc] =0, (5.42)

wobei die kontravariante Form der Gamma-Matrizen definiert wurde als

= ( ﬁ%) | (5.43)

Ohne elektromagnetisches Feld und mit der Definition des verallgemeinerten Gra-
dienten 0" laut (5.17) kann die Dirac-Gleichung auch in der Form:

[ihy"0, — mc|(ct, ) =0 (5.44)

geschrieben werden.

Beachte: In der Schreibweise aus (5.41) ist der Operator, der auf die Wel-
lenfunktion wirkt, wegen der Multiplikation mit 3 von links, nicht mehr
hermitesch. Dies kann man wegen der Hermitizitdt von p;, a; und (3 fol-
gendermalen zeigen:

(Baip:)' = plalBt = pia3 (5.45)

Wiahrend p; mit «; und 5 kommutiert

[]%Oéz'] =0, [piyﬁ] =0,

gilt fir o; und [ die Eigenschaft der Cliffordalgebra aus (5.29), aus der
folgt
i} = —fa; .

Damit wird (5.45) zu

(5.45) = a;fp; = —Baup; . (5.46)

Der Operator aus (5.41) ist somit leider antihermitesch! Dies stort uns
jedoch nicht weiter. Auch in der Schrédingergleichung kénnten wir durch
Multiplikation der gesamten Gleichung mit 7 den antihermiteschen Opera-
tor 1 erzeugen.
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Zusammenfassung

e Die Dirac-Gleichung liefert eine relativistische Beschreibung von Fermio-
nen, jedoch fiir ein klassisches - d.h. nicht quantisiertes - elektromagne-
tisches Feld. Diese Quantisierung wird erst in der Quantenfeldtheorie be-
riicksichtigt.

e Mit dem Dirac-Fermi-See benutzen wir eine Vielteilchentheorie, beschrei-
ben aber keine Wechselwirkungen zwischen den Fermionen. Diese Wech-
selwirkungen sind laut Quantenfeldtheorie jedoch sehr wohl vorhanden.

e Fiir starke Potentiale V (r) = ¢q®(r) erhélt man teilweise merkwiirdige
Ergebnisse. So wird z.B. ein Potentialwall hdher als V' > mc? véllig durch-
|assig (transparent). Dieses als Kleinsches Paradoxon bekannte und unphy-
sikalische Ergebnis, resultiert daher, dass bei so hohen Energien besagte
Wechselwirkungen zwischen den Fermionen nicht mehr vernachlassigbar
sind.

e Wenn Za =~ 1, d.h. ab einer Kernladungszahl von ungefdhr 7 =~ 137,
werden die Lésungen des Wasserstoffproblems plétzlich singular. Der Grund
dafiir ist abermals die Vernachlissigung der Wechselwirkungen zwischen
den Elektronen.

5.6 Nicht-relativistischer Grenzfall der Dirac-
Gleichung: Pauli-Gleichung

Im Folgenden betrachten wir ein wasserstoffartiges Problem mit dem bekannten
Potential V(r) = —ZTEQ = —|e|®(r). Zur Erinnerung (siehe Kapitel 2.3.2): Die
Feinstrukturkonstante ist definiert als o = 2—26 Nehmen wir das Wasserstoffatom
mit Z = 1 kdnnen wir annehmen, dass das Elektron vom Kern weit entfernt
ist und schwach angezogen wird. Seine Geschwindigkeit wird daher klein bleiben
und wir kdnnen nicht-relativistisch

B:E%Zoz<<1
c

annehmen. Daher werden wir im Folgenden nur bis zur Ordnung O((Za)"') ent-
wickeln.

Ausgehend von der Diracgleichung laut (5.34) betrachten wir den station&ren
Fall mit den angekoppelten Potentialen ®(r) = Ay und A. Damit erhalten wir

(E + 2762) Y= |:CO_2 (}7— E/D + 57”02] V. (5.47)
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Fiihren wir nun die Pauli-Zerlegung

o (0 ¥
e=(a)oe=(i) == (0)

durch, welche den vierdimensionalen Spinorraum in zwei zweidimensionale Spin-
raume fir Teilchen (®;) und Loch (®,) zerlegt, so kénnen wir die vierdimensio-
nale Matrix 3 laut (5.33) schreiben als

=(0 )

Durch diese Umformungen wird die Dirac-Gleichung fiir unser Problem aus (5.47)
ZU

(=) (5)
0 8= (5 5 )] (3) - o

woraus unmittelbar die beiden Gleichungen

1

ZQ
(E—i——e) <I>1:—|—mc2<131+c§< —
r

Z2
(E+—€) @2:—m02®2+05< —
T

!

folgen.

Beachte: Wir sehen bereits, dass fiir kleine Impulsterme und in nullter Ordnung
von Z« diese beiden Gleichungen Zerlegungen der Form

E®, = +mc*d, Teilchen
Edy = —mcd, Loch
annehmen, was Teilchen und Loch mit ihren Ruheenergien +=mc? beschreibt.
Wir suchen Lésungen fiir gebundene Teilchen in der Ndhe der Ruheenergie:
E~mc & |E—mc®| < mc .

Diese Naherung fiir die Energie verwenden wir um nach Umformung in Gleichung
() eine Abschitzung fiir ®5 durchzufiihren:

A% /. e
< FE +m62+zg><b2:co<p—gfl>®l

~mc2
<K2mc?

cG [_ e
= Oy ~ 2 (p — —A) P, (Ila)
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Wir haben dabei den Term Z7€2 auf der rechten Seite vernachlassigt, da er in
Ordnung O((Za)") nicht beitragt (siehe unten).
Einsetzen von (lla) in (1) liefert nun:

| B e - g [ et ]|
——

1. 2. 3.

(5.49)

Beachte: Wir wissen, dass (%) und <—2762) ebenso wie der Grundzustand des
Wasserstoff-Atoms von O((Z«a)') sind. Daher ist Gleichung (5.49) korrekt

bis zur Ordnung O((Za)") und der Term Z< aus (lla) konnte in der Tat
vernachldssigt werden.

Fiir die Berechnung der Terme 1., 2. und 3. aus (5.49) bendtigen wir die aus
Quantentheorie | bekannte Eigenschaft der Paulimatrizen:

(3d) (Gb) = @bl + ic'(d@ x b) . (5.50)

Daraus folgt:

(ap) (p) _ p? o P’
— =1 =—1 1.
2m 2m +ig(pxp) om =’ (1)

e? L A%e2
FA)(GA) = 1 2.
2mc? (7A)(74) 2me? "’ (2)
zi (@p) (7 4) + (74) (5@] - (@M ffﬁ) 1 +id [w ff+ff><ﬁ] . (3)
me 3 N - |

Da es sich bei 7 um einen Differentialoperator handelt, der auch auf A(7) wirkt,
miissen wir - um den 3. Term also noch weiter vereinfachen zu kénnen - das
Vektorpotential A genauer definieren. Fiir ein konstantes Magnetfeld B ist eine
mogliche Eichung des Vektorpotentials gegeben durch:

1

B _ 1
A= 5 (B X F) = §€ijkBjrk . (551)
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=

Damit und mit der Definition des Impulsoperators p' = ?V berechnen sich die
Terme 3.a und 3.b zu:

FA + Aj = g[v(éxf)+(§xf>ﬂ

4

h
2 [ewka B; Tk + GZ]kB 7“,49]
h
|:61]k(B (%"k +7’kaB +B; Tka) + €ijk B; Tka

T2 - ~—

5119 0 €jki
h
22 |: B Eﬂk(s k +2 - B; E]m?"k@]

0
h = N h = — —

= —,Bjejkirkai = B(T X —V) =BL R (33)
¢ WZ_/
Pxp=L

. Bre - . .
|7 x A+ Axﬁ]:iﬁz—j[Vx(BxF}%—(Bxf)xV}
=5 €ij10j €kim Birm + EikjﬁkszmTzaj]
= g €kij€klm (Bl 8j7‘m +Tm @Bl +Bﬂ"maj) +  €kji€rmi Bmﬁaj]

L ~—— ~—~ ~—~— —

8:16jm—8im0j1 Sjm 0 S5mSi1—016im
= g ((5ildjm — 5im5jl) (Bléjm + Bﬂ’maj) + ((5jm5il — 5jldim) (erlﬁj)}
= §|B. 8y, ~ By +-Beesdy — 1:B;0; — Borsy + By

L <~ =

3 B;
=288, mit §=13 (3.b)

Setzen wir nun die Ergebnisse aus (3.a) und (3.b) in (3.) ergibt sich der 3. Term
aus (5.49) zu

o |(69) (GA) + (GA) (77)| = 7B (L +25) . (3)

Setzen wir nun noch (5.51) in (2.) und anschlieRend (1.), (2.) und (3.) noch in
(5.49) ein, erhalten wir insgesamt die Pauli-Gleichung:

2

, 762 oo . . 2
E@IZ[L__Q_LB(L+ 2 §)+ - (B )}fbl- (5.52)

Smc?




Diese Gleichung beinhaltet nun den Term fiir die kinetische Energie, das Potential
—Z¢ nd vor allem die Kopplung von Bahndrehimpuls und Spin an das Magnet-
feld, wobei der gyromagnetische Faktor des Elektrons g, mit 2 angendhert ist.
Aus experimentellen Messungen und quantenfeldtheoretischen Korrekturen ergibt
sich der Wert zu g, ~ 2.00232.

Beachte: Wiirde man obige Entwicklung in analoger Form bis zur Ordnung
O((Za)?) durchfiihren, erhielte man noch zusatzliche Terme, die den re-
lativistischen Korrekturen aus Kapitel 2.3.2 entsprechen:

e Relativistische kinetische Energie,
e Darwin-Term und

e Spin-Bahn-Kopplung.
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Kapitel 6

Symmetrien

Im folgenden Kapitel werden Symmetrieiiberlegungen angestellt, die fiir kompli-
zierte Rechnungen sehr niitzlich sein kdnnen.
Verschwindet fiir einen Symmetrieoperator G der Kommutator mit dem Hamil-

tonoperator H
[H,G] =0,

so besitzen die beiden Operatoren ein gemeinsames System von Eigenfunktionen.
Die zum Operator G gehorige GroRe ist somit eine ErhaltungsgroRe.

Wir werden uns in der Folge also mit Symmetrien, deren Generatoren und den
entsprechenden ErhaltungsgroBen beschiftigen. Man findet zu folgenden Sym-
metrien die entsprechenden ErhaltungsgroBen:

e Translation < Impuls
e Drehung < Drehimpuls
e Zeit-Translation < Energie

e Spin-Rotation < S2, S,

6.1 Allgemeine Symmetrieoperationen

Im Folgenden werden wir einige Symmetrieoperationen beschreiben:

6.1.1 Zeit- und Raumtranslation

Wir betrachten einen Operator Ge.. der eine raumliche Translation um den

Vektor € und eine zeitliche Translation um 7 darstellt:

G-

e (M) — (F+g,t+7)
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Man sieht, dass jede Wechselwirkung U (|71 — 73|), welche nur von der Ortsdif-
ferenz 71 — 75 zweier Positionen abhangt, unter solchen Transformationen Gz _
unverdndert bleibt. Dies ist der Fall fiir alle Zweikdrperprobleme (auch die Cou-
lombwechselwirkung ist so ein Zweikdrperproblem). Somit wird jedes System, das
durch ein solches Potential U (|7 — 73|) beschrieben werden kann, unter Raum-
und Zeittranslationen invariant sein.

6.1.2 Galilei- bzw. Lorentz-Transformation

Auch eine Galilei-Transformation in ein mit der konstanten Geschwindigkeit
gegeniiber dem Ruhesystem S bewegtes Bezugssystem S’ lasst sich durch solch
einen Symmetrieoperator

Go: (7t) — (F+ 1)

beschreiben. Analog kdnnte auch ein Operator eine Lorentztransformation be-
schreiben:

v .
Gv : (xvyazvt) I (7($ _Ut)vyv Z,’}/(t - C_2$>> mit V=

02

wobei die x-Richtung parallel zu ' gewahlt wurde.

Beachte: Eine Lorentztransformation wird natiirlich in der Relativitdtstheorie
sinnvoller Weise im Minkowski-Raum in Viererschreibweise durch den Ope-
rator L”,, (siehe Kapitel 5.1) beschrieben mit der Transformationsgleichung
(5.6).

6.1.3 Rotationen

Zur Beschreibung von Rotationen definiert man den Operator Gp:
Gp: (r,t)— (Dr,t) ,

wobei D die orthogonale Drehmatrix mit D' = DT und det D = 1 darstellt.
Weiters ist zu sagen, dass eine solche Drehung um einen beliebigen Winkel © nur
in einem kontinuierlichen Medium bzw. in einem kugelsymmetrischen Potential
das System invariant lasst. In kristallinen Festkdrpern mit einem Atomgitter ist
nicht mehr jede Richtung gleichberechtigt. Es lassen dann nur diskrete Drehun-
gen das System unverdndert. Z.B. sind in einem kubischen Gitter nur diskrete
Drehungen um z.B. 90° zul3ssig (Insgesamt gibt es dann 48 zulassige Rotationen
im kubischen Gitter).

Weiters unterscheidet man aktive und passive Translation/Drehung:
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e aktiv: Dies entspricht einer Translation/Drehung des Objektes im fixen
Koordinatensystem.
7 —r' = Dr

e passiv: Hier wird das Objekt fix belassen und das Koordinatensystem ge-
dreht/translatiert.

S p-lp

r=r"— D7'r

Abbildung 6.1: aktive vs. passive Drehung

Beachte: Bis auf die Drehrichtung ist dies die gleiche Beschreibung.

Beispiele

Wir beschreiben z.B. eine aktive Drehung der Position 7 um den Winkel © zur
neuen Position 1/ iiber die Drehmatrix D(©) durch die Transformation

—

r' = Dr,

was explizit fiir eine Drehung um die z-Achse um den Winkel © wie folgt aussieht:

' cos® —sin® 0 z
y | = sin® cos® 0 Y
z 0 0 1 z

Betrachten wir eine Wellenfunktion ¢ (7) im Ortsraum, so ist es unmittelbar
einleuchtend, dass eine aktive und passive Drehung zugleich, den Wert der Wel-
lenfunktion unverdndert lassen muss (Dreht man zuerst das Objekt um © und
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danach das Koordinatensystem ebenfalls um O, so ist logischerweise die Aus-
gangssituation wiederhergestellt). Betrachtet man also die selbe Wellenfunktion
im passiv gedrehten Koordinatensystem (¢» — ¢') an der aktiv gedrehten Posi-
tion 77, so erhalten wir die wichtige Identitét:

W) =y (7). (6.1)
Eine passive Drehung des Systems an der Position 7 entspricht einer aktiven

Drehung der Position 7 in die Gegenrichtung —©. Eine solche wird durch die
inverse Drehmatrix D=1 beschrieben:

Y'(7F) = (D7) (6.2)

Beachte: Schreibt man statt 7 wieder 7 erhilt man wegen der Transformation
7= D~ wieder die Identitat aus (6.1)

Gleichung (6.2) kann man mit 7 = 7 und mit der Anwendung des Operators G/,
auf die Wellenfunktion schreiben als:

V'(F) = (Gpy) (7) = (D7) | (6.3)

beziehungsweise fiir eine Translation:

Y(F) = (Ge) (M) = (7 = §) . (6.4)

Im Folgenden wollen wir nun zeigen, dass man einen Drehoperator G als Funk-
tion des Drehimpulsoperators L schreiben kann. Fiihren wir zunichst explizit
eine Drehung um die z-Achse laut Gleichung (6.3) durch, so erhalten wir durch
Einsetzen mit

cos® sin® 0
D'=D"=| —sin® cos® 0 | =D(-0) :
0 0 1

(Gpv) (F) = (D7) =9 (xcos© + ysin O, —wsin© + ycos O, 2) . (6.5)
Fiir kontinuierliche Transformationen kdnnen wir infinitesimale Drehungen be-
trachten mit

O —-n<Kl=cosn—1,sinn—n,

wodurch sich (6.5) mit anschlieBender Taylorentwicklung vereinfacht zu:

(Gpv) (7)) "=" ¢ (x + yn, —an +y, 2)

0 0
- ¢(957ya Z) + yna—Z(ZL’,y,Z) - mla—z) +M

0 0
~ \|:1 +77 <y8_$ - xa_y>lw(xvya Z) :

Gp
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Insgesamt erhalten wir also fiir den Operator Gp den Ausdruck:

Gp(n) = [1 +1 (y(% - x%)] : (6.6)

Mit der Definition des Drehimpulses
h
X J—

]

v

L=rxp=r

ergibt sich fiir dessen z-Komponente:

h 0 0
L, = —; (y% _x8_y> )

was durch Einsetzen in (6.6) folgenden Audruck fiir G liefert:

Gp = [1 - %an] . (6.7)
Diese Gleichung (6.7) lasst sich auf beliebige Drehachsen, welche durch ihren
Einheitsvektor €p beschrieben werden, verallgemeinern auf:

Gp = {1 - %n (51) : E)] . (6.8)

Wir stellen also abschlieRend fest, dass der Drehimpulsoperator der Generator ei-
ner infinitesimal kleinen Drehung ist. Wir kénnen solche infinitesimale Drehungen
n = % im Grenzwert n — oo als Stiickelung einer endlichen Drehung um den
Winkel @ in unendlich viele Teile betrachten. Um also diese endliche Drehung zu
beschreiben, muss der Drehoperator aus (6.8) n mal angewandt werden und wir
erhalten fiir den Drehoperator der endlichen Drehung um den Winkel ®:

, I i P, =\"
Gp(P) = nhfolo (GD(U = 5)) = nh_{{.lo <1 - ﬁﬁeDL) (6.9)

T

Das Ergebnis aus (6.9) liefert mit dem bekannten Grenzwert lim,, ., (1 — £)" =

e~ " folgenden Ausdruck fiir den Drehoperator G der endlichen Drehung um den
Winkel ®:

i

Gp = e #®lep (6.10)

erhalt man auch fiir den Operator Ge, welcher eine

Ein analoges Ergebnis !

riumliche Translation um den Vektor & beschreibt:

St|e.

Gr=e 17, (6.11)

3

'Hier wird auf die zur Lehrveranstaltung gehdrige Ubung verwiesen.
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6.2 Diskrete Symmetrien

Des weiteren existieren folgende drei diskrete Symmetrieoperationen:

e Zeitu

mkehr 7

e Paritdt P (Raumspiegelung)

e Ladungskonjugation C

Beachte:

In der klassischen Mechanik und Elektrodynamik, aber auch noch in
der Quantenmechanik (also jene Gebiete, die nur die Gravitation und
die elektromagnetische Wechselwirkung beschreiben) sind alle Syste-
me symmetrisch beziiglich allen drei Transformationen. Es l&sst also
sowohl eine Zeitumkehr 7 als auch eine Spiegelung P genauso wie
eine Ladungskonjugation C physikalische Prozesse unverdndert. Das
System ist auch beziiglich jeder Kombination dieser Symmetrieope-
rationen symmetrisch.

In der Quantenfeldtheorie entdeckt man, dass z.B. bei schwacher
Wechselwirkung nur noch eine CPP7-Symmetrie existiert, was bedeu-
tet, dass nur noch alle 3 diskreten Symmetrieoperationen in Serie eine
Symmetrie darstellen.

Eine solche CPT-Transformation liefert den Ubergang von Materie
zu Antimaterie.

6.3 Symmetrien der Dirac-Gleichung

Wir werden nun gesondert betrachten, wie sich die Dirac-Gleichung unter solchen
diskreten Symmetrieoperationen verhilt bzw. wie die zugehdrigen Operatoren P,
7 und C aussehen miissen, damit die Invarianz der Dirac-Gleichung gewahrleistet

Ist.

6.3.1 Paritat P

Wir untersuchen nun, das Verhalten der Dirac-Gleichung unter einer Paritatsope-

ration ¥ —

—7. Wir betrachten also die Transformation der Wellenfunktion:

b =Py
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Beachte: Die Diracgleichung impliziert, wie in Kapitel 5.3 schon vermerkt, ne-
ben der vierdimensionalen Raum-Zeit noch einen vierdimensionalen Spinor-
Raum! Eine Paritatstransformation nimmt daher iiblicherweise nicht nur
eine Transformation im Ort-Zeit-Raum, sondern auch im Spinorraum vor.
Offensichtlich wird eine solche Paritatstransformation im Ort-Zeit-Raum
durch einen Operator P, beschreiben mit den Eigenschaften:

1 0 0 0
o 0 -1 0 0 o
¥ =P’ " mit PV, = 00 -1 0 = (P )u' (6.12)
0o 0 0 -1

Die Paritatstransformation im Spinorraum werden wir zukiinftig dann durch
den Operator P beschreiben.

In der nicht-relativistischen Quantenmechanik kdnnten wir fiir die Paritatstrans-
formation P schreiben:

(7)) = (P) (7) = (=7 -

Relativistisch fiihren wir die passive Drehung im Ortsraum und im Spinorraum
separat durch. Die passive Drehung im Ortsraum erfolgt, wie wir aus (6.3) wis-
sen, durch die inverse Operation im Argument. Zusatzlich findet dann noch die
Paritatstransformation P im Spinorraum statt:

Y = (Py) (@) = Py ( (P, o). (6.13)
———
Pv,
Unser Ziel ist es nun, den Paritdtsoperator im Spinorraum P zu identifizieren.
Dies tun wir, indem wir die Invarianz der Dirac-Gleichung unter der gesamten
Paritatstransformation P fordern. Daraus ersehen wir dann, wie sich der Spinor-
raum verandern muss.
Paritdtssymmetrie bedeutet nun, dass — sofern ¢ die (Lorentz-invariante) Dirac-
gleichung (5.44)
[ihy"0, — mc|(ct, ) =0

|6st — P die paritatstransformierte Dirac-Gleichung
[ihy* 0], — mc] ' (ct, 7) = [ihy"D, — mc] Py(ct, —7) = 0

|6st. Die Paritdtstransformation der Dirac-Gleichung erfolgt nun noch durch die
Transformationen des verallgemeinerten Gradienten

10 o)
a”—>a:1«:<z&’a(fwi) > .
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Damit ergibt sich nach Multiplikation mit P~! von links und den Definitionen
laut (5.43) die Gleichung:

10 e,
1|02 Y 4 i O o _
P~ |ihy c@t—Hiw . me| Py(ct,—7) = 0. (6.14)

Durch Vergleich mit der urspriinglichen Form der Dirac-Gleichung (5.44) ersieht
man, wenn man Paritdtsinvarianz fiir die Diracgleichung fordert, folgende not-
wendige Eigenschaften fir P:

P 11'P =4°, (6.15)
PP =—y". (6.16)

Diese Eigenschaften (6.15) und (6.16) stimmen (wie leicht nachzurechnen ist)
genau fiir folgende Definition des Paritdtsoperators im Spinorraum P:

0 0
0 8 =P . (6.17)

Explizit sieht die gesamte Paritdtstransformation P fiir einen Viererspinor ¢ (ct, )
folgendermaRen aus:

1/)1 (Ct, —F)

Vet 1) = (Po) (et.7) = (et -0 = | 20T (6as)

—¢4(Ct, —7?)

Beachte:

e Zweimalige Anwendung von P muss wieder auf die urspriingliche Wel-
lenfunktion fithren, weshalb gilt:

P?=1.

Daraus folgt, dass die Eigenwerte von P +1 sein miissen. Teilchen
besitzen per definitionem den Eigenwert +1 (gerade Paritét), Locher
den Eigenwert —1 (ungerade Paritit) beziiglich des Paritatsoperators.

e Die Paritdtstransformation aus (6.18) ist weiterhin bis auf einen Pha-
senfaktor € unbestimmt. Man kénnte z.B. den Phasenfaktor e™ =
—1 wahlen, dann wiren die Paritaten fiir Teilchen und Loch vertauscht
(ungerade Paritat fiir Teilchen, gerade Paritat fiir Locher).
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6.3.2 Zeitumkehr 7

Um zu sehen, wie sich eine Zeitumkehr auf die Wellenfunktion auswirkt, betrach-
ten wir zunachst den nicht-relativistischen Fall der Schrodingergleichung

L0 S
Zﬁaw(r,t) - Hw(r7t) )
welche durch komplexe Konjugation iibergeht in
—ih%zﬂ*(ﬁ t) = H**(rt) . (6.19)

Da ohne elektromagnetisches Feld H* = H gilt, erhalten wir durch Zeitumkehr
t — —t aus (6.19)

. a * (= . * [ =
—zha(_t)w (7, —t) = HY*(F, —t)
ih%w*(ﬁ —t) = Hy* (7, —t) (6.20)

Dies bedeutet, dass ¢*(7, —t) dieselbe Schrddingergleichung 16st wie (7, t).
Ubertragen auf die Dirac-Gleichung, findet die Transformation im Ort-Zeit-Raum
(ct,7) — (—ct, ) tber den Tensor T, mit

-1 0 0 0
0 001

statt, wobei noch die komplexe Konjugation der Wellenfunktion hinzukommt. Be-
schreiben wir die Zeitumkehrtransformation im Spinorraum wieder durch einen
Operator T, so kdnnen wir in Analogie zu (6.20) und (6.13) die gesamte Zeit-
umkehrtransformation 7 wieder schreiben als:

W) = (Tv) (@) = Dy ((T7)", 0 ) = T (=et,7) . (6.21)
——

Invarianz unter Zeitumkehr bedeutet nun wieder (analog zu Kapitel 6.3.1), dass
- wenn v(ct, ) die Diracgleichung (5.44) 16st - ¢'(ct,7) = T (ct,7) die zeit-
umkehrtransformierte (d.h. analog zu (6.20) auch komplex konjugierte) Dirac-
Gleichung [6st:

[ihy"0, — md] Y(ct, ) = 0 & [—ih(y")* 0, — mc| ¢'(ct,7) = 0.  (6.22)
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Setzen wir nun die Zeitumkehrtransformation der Wellenfunktion aus (6.21) und
die Transformation des Gradienten

1_0 )
Oy — 8; = ( co(—t) * Oz >
in (6.22) ein, so erhalten wir nach Multiplikation mit T~! von links insgesamt:
10

0
—1 . O\~ 7 . 7\ *
T | +ih(7") e ih(y") oz,

- mc} Ty*(—ct,7) =0 (6.23)

Durch Vergleich mit (5.44) ersiecht man, wenn man Zeitumkehrinvarianz fiir die
Diracgleichung fordert, folgende notwendige Eigenschaften fiir T

T1(50) T = 40, (6.24)

T ' (V)T = —+". (6.25)

Diese Eigenschaften (6.24) und (6.25) kénnen laut den Definitionen der Gamma-
Matrizen (5.43) wegen

1 =P =18=p=19" mit (5.30) ,
1 = F2aif = 1,8 = —fa; = —'  mit (5.29)
auch geschrieben werden als
T™'(v")"T = """ (6.26)

Diese Eigenschaft (6.26) ist, wie man leicht nachrechnen kann, genau erfillt fir
die Standard-Reprdsentation des Zeitumkehroperators im Spinorraum T

T =iv'y° . (6.27)

Explizit sieht die gesamte Zeitumkehrtransformation 7 fiir einen Viererspinor
W(ct, ) folgendermaBen aus:

(et 7) = (T) (ct,7) = iy y3* (—ct, ) . (6.28)

6.3.3 Ladungskonjugation C

Eine solche Landungskonjugation dndert per definitionem das Vorzeichen der

Ladung. Dies ist dquivalent zu einer Vorzeichendnderung des elektromagnetischen
Feldes:

CEC™'=-FE (6.29)
CBC™'=-B (6.30)
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Analoge Uberlegungen wie in Kapitel 6.3.1 und 6.3.2 fiihren (ohne Beweis) fiir
die gesamte Ladungskonjugation C auf folgende Transformation:

Y'(ct, 7) = (C) (ct,7) = iv**(ct, ) . (6.31)

Die Ladungskonjugation im Spinorraum C ist dann definiert als

C=iy. (6.32)

Beachte: Wie bereits erwdhnt, gilt im Allgemeinen laut Quantenfeldtheorie
nur eine CP7 -Invarianz. Fiir die Diracgleichung haben wir die einzelnen
Invarianzen auch gefordert. Die Transformation

(CPT)¥(ct, ™) = (i)*7*+° 7'V’ ¢p(—ct, —F)

gilt also auch iiber die Dirac-Gleichung hinaus.

6.3.4 Lorentz-Invarianz (Kontinuierliche Symmetrie)

Wir wollen in diesem Kapitel die Invarianz der Diracgleichung beziiglich Lorentz-
Transformationen besprechen. Wir kennen bereits die Lorentz-Transformation im
Ort-Zeit-Raum:

¥ — 2 =LY (6.33)
Wir wollen nun noch die Lorentztransformation im Spinorraum L miteinbeziehen.
Fiir die gesamte Lorentztransformation L sieht nun folgendermalen aus:

ba’) = (@) = (o) (@) =L (L), 2") . (6.34)

Analoge Uberlegungen wie in Kapitel 6.3.1 und 6.3.2 fiihren (ohne Beweis) auf
folgende Form der Lorentztransformation im Spinorraum L:

L= ei%/\ékao’“

: (6.35)

wobei A aus der Geschwindigkeit v iiber folgende Definition folgt:

} 1
coshA =~ mit 5297 o —

c V1=
= sinh A = 3y wegen cosh’()\) —sinh*(\) =1.
Damit kdnnen wir die Lorentz-Transformation z.B. fiir einen Geschwindigkeits-
Boost in x-Richtung laut (5.11) beschreiben durch

coshA —sinhA 0 0 ct

w_ qv u_ | —sinhA coshA 0 0 x
=L 0 0 10 y
0 0 0 1 z
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Weiters beschreibt der Einheitsvektor

—

€ =

SR

die Richtung des Geschwindigkeits-Boosts und 0% ist gegeben durch

O'Ok = ’iOék .

6.4 Eichinvarianz

Aus der Elektrodynamik definiert man das elektromagnetische Feld in Vierer-
schreibweise durch den Feldstarketensor F),,, der iiber das Viererpotential A, =
(@, —A) definiert ist durch:

F,.,=0,A,-0A,, (6.36)
was dann explizit lautet:
Rl
E.
B2 (0 -B, B
Fo=| & =
a B, 0 -B,
L _B, B, 0

Eicht man nun das Viererpotential A, durch den negativen Gradienten eines
zweimal stetig differenzierbaren Eichpotentials A um

Ay — Al = A, — 9N, (6.37)

so ldsst dies den Feldstarketensor F),, laut der Definition (6.36) und somit auch
die elektromagnetischen Felder E und B unverindert:

Fl, = 0,4, — 0,41, = 9,(A, — 9,A) — (A, — 9,A)
= 0,A, — 0,A, — 0,845+ 0,05 =F,,

Die Bewegungsgleichungen miissen daher invariant beziiglich einer solchen Eichtrans-
formation sein.

In der Quantenmechanik reicht eine bloBe Umeichung des Viererpotentials laut
(6.37) nicht aus, um eine Invarianz der Dirac-Gleichung zu garantieren. Auch
sollten sich jedoch die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten |¢/|? = || sowie phy-
sikalische Observablen nicht dndern. Es scheint daher sinnvoll, eine reine Phase,
welche vom Eichpotential A abhingt, einzufiigen:

w — ¢/ = ei%Aw . (638)
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Wir haben nun noch die Invarianz der Dirac-Gleichung unter Eichtransforma-
tionen zu zeigen. Ausgehend von der kovarianten Form der Lorentz-invarianten
Dirac-Gleichung (5.44), fiihren wir die Eichtransformation A* — A’* laut (6.37)
und die Transformation fiir die Wellenfunktion gemaR (6.38) durch und multipli-
zieren von links mit dem Phasenfaktor e~%7ic"

e~ [7“ (ih@u — ZA;) - mc] P =0
= e lneh [7“ (ih@u - E (A, — aﬂA)> - mc} elretih = 0. (6.39)

Lasst man nun den verallgemeinerten Gradienten 0, wirken, erhdlt man nach
Anwenden der Produktregel und Zusammenfassen:

A A : € € 1€
e "he't e"he ’y“ Zha# — EA# + - #A + Zﬁcha,uA —mc 1/) = 0
1 N——

= | (ih0, C—%AJ —me| v =0

Hieraus sehen wir, dass - sofern ¢ die Dirac-Gleichung I6st - ¢’ aus (6.38) die
eichtransformierte Dirac-Gleichung 16st. Somit haben wir die Eichinvarianz der
Dirac-Gleichung gezeigt.

6.4.1 Aharonov-Bohm-Effekt

Wir betrachten einen Ring, in dessen Inneren ein Magnetfeld B herrscht. Im
Ring selbst, verschwindet es jedoch: B = 0. Schickt man nun Elektronenstrahlen
(Stréme) an den verschiedenen Seiten des Loches vorbei, ergeben sich Inter-
ferenzerscheinungen zwischen diesen. Klassisch sollten diese jedoch unabhangig
davon sein, ob das Magnetfeld, welches das Loch des Ringes durchdringt, an-
oder ausgeschalten ist. In der Realitét ist jedoch eine solche Abhidngigkeit der
Interferenzmuster sehr wohl zu beobachten. Der Grund dafiir ist, dass die Pha-
sen der Wellenfunktion vom Vektorpotential A abhingen, welches im Ring im
Gegensatz zum Magnetfeld nicht notwendigerweise verschwindet. Die Eichpo-
tentiale A; und A, ergeben sich durch das Linienintegral des Vektorpotentials
entlang der unterschiedlichen Wege durch den Ring:

Alz/ﬁdg,

1

Azz//_fdg.
2
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Abbildung 6.2: Aharonov-Bohm-Ring

Diese Eichpotentiale sind laut (6.38) ausschlaggebend fiir den Phasenfaktor, der
durch die Eichung des Vektorpotentials A zur Wellenfunktion hinzukommt. Wie
wir spater (Kapitel 8.5) sehen werden, héngt die Phasendifferenz entscheidend
vom magnetischen Fluss ® = B - A durch den Ring ab (wobei A hier den
Normalvektor auf die Flache darstellt):

e

e
hc <A1 —AQ) - —(I) .

he

Der magnetische Fluss ® ist daher entscheidend fiir die Interfernzerscheinun-
gen zwischen den Elektronenstrahlen. Dieser quantenmechanische Effekt heillt
Aharonov-Bohm-Effekt.
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Kapitel 7

Vielteilchensysteme -

Quantentheorie identischer
Teillchen

In diesem Kapitel werden wir uns mit den Eigenschaften von quantenmechani-
schen Vielteilchensystemen beschaftigen. Dabei werden wir zundchst Operatoren
wie den Symmetrisierungsoperator S und den Antisymmetrisierungsoperator A
kennenlernen, welche die das System beschreibende Gesamtwellenfunktion W auf
Teilraume abbilden. Dies bietet einen formalen Zugang zum Begriff der Bosonen
und Fermionen.

Im Anschluss daran, werden wir die Hartree- sowie Hartree-Fock-Approximation
zur Beschreibung von Vielteilchensystemen diskutieren. Der Besetzungszahlfor-
malismus, welcher in der Folge eingefiihrt wird, stellt ein elegantes Werkzeug
zur Beschreibung von Vielteilchensystemen dar. In diesem Zusammenhang wer-
den wir dann auch die zweite Quantisierung besprechen und anhand des Hj -
Molekiils erlernen diese anzuwenden.

Motivation

Als Einstiegspunkt fiir unsere Betrachtung der Vielteilchensysteme mdchten wir
ein klassisches System von zwei identischen Teilchen betrachten. Die Trajektorien
der beiden Teilchen sind in Abbildung 7.1 dargestellt.

Beachte: Die Newtonschen Bewegungsgleichungen sind invariant unter der
Vertauschung der beiden Teilchen.

Obwohl die Teilchen identisch sind, kann man sie aufgrund der Anfangsbedingun-
gen unterscheiden, indem man die Trajektorien zuriickverfolgt. Diese Moglichkeit
haben wir fiir quantenmechanische Teilchen nicht. Aus diesem Grund suchen wir
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x A

Y

Abbildung 7.1: Zeit - Ort Diagramm zweier identischer Teilchen in einer Dimen-
sion.

nun nach Methoden um Systeme von identischen Teilchen quantenmechanisch
zu beschreiben.

7.1 Bosonen und Fermionen

Da die Beschreibung eines quantenmechanischen Vielteilchensystems im nichtre-
lativistischen Fall mit Hilfe der Schrédingergleichung erfolgt, iiberlegen wir uns
zundchst wie ein Hamiltonoperator eines derartigen Systems aussehen muss.
Dieser enthélt neben den kinetischen und potentiellen Energien der N Teilchen
auch noch deren gegenseitige Wechselwirkung U (|7; — 77|), welche zum Beispiel
fur den Fall von Elektronen durch die gegenseitige CoulombabstoRBung gegeben
Ist:

h? Lo 1 S
i ( 1#£]
Der so definierte Hamiltonoperator ist invariant unter der Vertauschung zwei-
er Teilchen. Deshalb mochten wir als ndchstes den Vertauschungsoperator P;;
einfiihren, der zwei Teilchen miteinander vertauscht und wie folgt auf die Ge-
samtwellenfunktion W des Systems wirkt:

Pig WPy, ooy Ty oo Ty oo ) = (Y, ooy T oy Ty oo T (7.2)

Auf Grund der Invarianz des Hamiltonoperators unter der Vertauschung zweier
Teilchen besitzen H und P;; eine gemeinsame Eigenbasis und es gilt:

[Pi;, H =0 (7.3)
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Zweimaliges Vertauschen der beiden Teilchen ¢ und j miteinander liefert wieder
den Ausgangszustand:

2 — — — — — — — —
P (L, ooy Ty oy Ty ooy TN) = WL oy Ty oy Ty o, TN (7.4)
Damit erhalten wir fiir die Eigenwerte von P;; die Werte £1.

Im Weiteren wollen wir uns mit dem einfachen Fall eines Systems zweier Teilchen
beschaftigen und unsere Resultate dann auf ein System vieler Teilchen verallge-
meinern.

Die Vertauschung zweier Teilchen ist, wie oben eingefiihrt, durch den Vertau-
schungsoperator P, = P gegeben:

PU(r,m5) = VU(ry, ) . (7.5)

Wir haben zuvor gesehen, dass der Vertauschungsoperator die Eigenwerte £1
besitzt. Die Wellenfunktion ¥ des Systems ist also entweder symmetrisch (Ei-
genwert +1) oder antisymmetrisch (Eigenwert —1) beziiglich des Vertauschens
der beiden Teilchen.

Dies veranlasst uns dazu zwei Operatoren einzufiihren, die eine Projektion auf
den symmetrischen, bzw. antisymmetrischen Teilraum des Gesamthilbertraums
H bewirken (Abbildung 7.2).

gesamter Hilbertraum H fiir N Teilchen

Teilraum der symmetrischen Wellenfunktionen

Teilraum der antisymmetrischen Wellenfunktionen

Abbildung 7.2: Darstellung der Teilrdume im Gesamthilbertraum H. Fiir N > 2
Teilchen wird nicht der gesamte Hilbertraum durch vollsténdig symmetrische und
antisymmetrische Wellenfunktionen aufgespannt.
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Symmetrisierungsoperator S

Wir fiihren den Symmetrisierungsoperator S, der die Gesamtwellenfunktion auf
den Teilraum der symmetrischen Wellenfunktionen abbildet wie folgt ein:

S=-(1+7P). (7.6)

N | —

Wir werden nun zeigen, dass dieser Operator sowohl die Projektionseigenschaft
S? = S erfiillt, als auch tatsichlich auf den Raum der symmetrischen Wellen-
funktionen abbildet. Zun&chst erfolgt der Beweis der Projetionseigenschaft:

S? = 1+P)=S. (1.7

N | —

(1+PM1+P)=%Q+2P+1£)=

RS

Um zu zeigen, dass S tatsichlich auf den Raum der symmetrischen Wellen-
funktionen abbildet, wenden wir einfach den Vertauschungsoperator P auf eine
Wellenfunktion an, auf die wir zundchst S angewendet haben:

PS@:%@+P%@:%@+Uw=uﬂ3@. (7.8)

Wir sehen, dass der Vertauschungsoperator den Eigenwert +1 liefert, womit wir
gezeigt haben, dass S auf den Raum der symmetrischen Wellenfunktionen abbil-
det.

Beachte: Die Anwendung des Symmetrisierungsoperators S ist wie jede Pro-
jektion nicht normerhaltend.

Antisymmetrisierungsoperator A

Analog fiihren wir den Antisymmetrisierungsopertor A ein und tiberpriifen wieder
die Projektionseigenschaft A? = A sowie, ob der Operator tatsichlich auf den
Teilraum der antisymmetrischen Wellenfunktionen abbildet.

A=2(1-P). (7.9)
2-raspacptaocwpe ) laop—a 7.10
=;1=P)A=-P)=(1- +7)_§(_ )=A. (7.10)
PA@:%@—P%@:%@—nwzpnAw. (7.11)
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Permutationsoperator P,

Fiir die Beschreibung von N Teilchen definieren wir zunichst den Permutati-
onsoperator P,. Dabei verwenden wir, dass wir ganz allgemein jede beliebige
Permutation P, durch n, Vertauschungsoperationen erhalten kdnnen.

Als Beispiel betrachten wir fiir den Spezialfall einer symmetrischen Wellenfunk-
tion die Permutation 123 — 312, die wir durch zweimaliges Anwenden des Ver-
tauschungsoperators erhalten?:

P31o W (71, T, 73) = P1a Pog U(r, 7a, 73) = W(73,71,T2)

Es ist offensichtlich, dass wir, sobald wir den Vertauschungsoperator anwenden,
dessen Eigenwerte beriicksichtigen miissen. Fiir identische Teilchen ergeben sich
zwei Falle:

e Total symmetrischer Fall: Der Vertauschungsoperator liefert stets den
Eigenwert +1:

Bp|Vs) = (+1)"|Vs) . (7.12)

Man spricht in diesem Fall von Bose-Teilchen (Bosonen).

e Total antisymmetrischer Fall: Der Vertauschungsoperator liefert stets
den Eigenwert -1:

B[ Wa) = (—1)" W) (7.13)

In diesem Fall handelt es sich um Fermi-Teilchen (Fermionen).

Das Spin-Statistik-Theorem der lokalen relativistischen Quantenfeldtheorie in vier
Dimensionen besagt, dass man fiir Teilchen mit ganzzahligem Spin den total sym-
metrischen Fall erhdlt und es sich bei den Teilchen deswegen um Bosonen handelt.
Fiir Teilchen mit halbzahligem Spin ist man mit dem total antisymmetrischen Fall
konfrontiert, weswegen die Teilchen Fermionen sind.

Verallgemeinerung auf N Teilchen

Den oben fiir ein System aus zwei Teilchen eingefiihrten Symmetrisierungsope-
rator S kdénnen wir mit Hilfe des Permutationsoperators P, schreiben als:

1 1

LEs ist auch mdglich eine Vertauschung mit Hilfe des Permutationsoperators zu schreiben:
Paz = Pr32.
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Dieses Ergebnis legt es nahe den Symmetrisierungsoperator S fiir ein System aus
N Teilchen als Summe iiber alle méglichen Permutationen zu definieren:

1
sszPp. (7.15)
p

Analoges gilt fir den Antisymmetrisierungsoperator A fiir ein System aus N
Teilchen:

A= % S (=1) B, (7.16)

Dabei ist zu beachten, dass der Faktor (—1)"» = +1 fiir Permutationen, die
eine gerade Anzahl an Vertauschungen erfordern, sowie —1 im Fall ungerader
Permutationen ergibt.

Als nichstes miissen wir zeigen, dass die so definierten Operatoren auf vollstén-
dig symmetrische (7.12) bzw. antisymmetrische Wellenfunktion (7.13) projizie-
ren, die Projektionseigenschaft, sowie S A = 0 erfiillen?. Um (7.12) zu beweisen
wenden wir irgendeine Permutation P,, auf die symmetrisierte Wellenfunktion
|Wg) = S|V) an:

1 1
Ppo|\115> :Pp08|\11> :ﬁzppopﬂ\m = MZPM\I’)
p P’
= S|T) = |Wg) .

Dabei haben wir verwendet, dass das Produkt P, P, einen neuen Permutations-
operator P, ergibt und somit wieder eine Summe iiber alle méglichen Permuta-
tionen gebildet wird.

Fiir den Fall des Antisymmetrisierungsoperators A ergibt sich beim Beweis von
(7.13):

n 1 n n
Byy [Wa) = By A|U) = (=1)"0 - > (=1)"""0 By, P|¥)

N!
= (1) S B ) = (1) AL)
= (-1 [0

2Die Beweise fiir die Projektionseigenschaft A% = A, S2 = S und S A = 0 erfolgen in den
zur Lehrveranstaltung gehdrenden Ubungen.
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7.2 Hartree- und Hartree-Fock-Approximation

In diesem Abschnitt werden wir nun zwei Verfahren kennenlernen um die Energie
eines Vielteilchensystems aus identischen Teilchen ndherungsweise zu berechnen.
Dabei handelt es sich einerseits um die Hartree- und andererseits um die Hartree-
Fock-Approximation.

Hartree-Approximation

Die Hartree-Niherung beruht auf einem Produktansatz fiir die Gesamtwellen-
funktion W, mit dem wir die Schrédingergleichung des Vielteilchensystems 16sen
konnen. Die eigentliche N3herung stellt ein Variationsverfahren fiir die Einteil-
chenwellenfunktionen des Gesamtsystems Wy dar.

Betrachten wir zundchst den Hamiltonoperator ohne Wechselwirkung
h2
Hy = Z —5 A+ Z V(7) , (7.17)

so lasst sich dieser mit Hilfe des folgenden Produktansatzes |6sen: Der Hartree-
Ansatz lautet:

N
Vg (P s ) = [ [ 00 (7) - (7.18)
=1

Dabei l6sen die Einteilchenwellenfunktionen ¢, die Einteilchenschrédingerglei-
chung:

B4V ) = o) (7.19)

Beachte: Nicht jede (Wellen-)Funktion l3sst sich als Produkt schreiben®.

3Es gilt: f(z,v) 1712 fi1(x) f2(y). Beispiel: f(z,y) = zy + i%
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Wenden wir aber den wechselwirkungsfreien Hamiltonoperator Hy auf die Pro-
duktwellenfunktion (7.18) an, so erhalten wir einen Eigenzustand:

HO \I/H Tl,..., Z [—%A +V :| ngaj

=1

;2
— [ QmA—FV(Tl)] Vo, (71 ngaj

~ ~ _j=2
€ay Paq
h? al
| =g+ V)] ) L0,
N _j=3
Cag Pagy

+..+ 1:[1 Pa, (75) {—%A + V(FN)] @aN(FNi

.

g

Eapn Papn
N

= (€ay T Eag + -+ Eay) H(paj(Fj)
=1

N
= Z{:‘ai \I/H(Fl, FN) = E\IIH(’I?l, FN) .

Die Gesamtenergie eines Systems aus nicht wechselwirkenden identischen Teil-
chen ergibt sich also, wie zu erwarten war, als Summe der Einzelenergien.

Als nachstes werden wir die Energie eines Systems aus wechselwirkenden Teilchen
ndherungsweise bestimmen. Der Hamiltonoperator des Systems lautet:

1 I
]

Die Idee der Hartree-Approximation beruht auf dem Ritzschen Variationsverfah-
ren, wobei nach den auf 1 normierten ¢, des Produktansatzes variiert wird.
Die Energie des Systems ergibt sich als der mit dem Hartree-Ansatz gebildete
Erwartungswert des Hamiltonoperators:

E = (Uy|HTy) . (7.21)
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Unter Beriicksichtigung der Orthogonalitét der Einteilchenzustdnde (p,,
d;; werden wir diesen Erwartungswert nun in Ortsdarstellung berechnen:

‘Paj> =

1
(7'21) = Z<90ai HU’QOOQ') + 5 Z<90a¢
: i#]j
2

-3 [ (~gd +V0)
w33 @ [ @ vl -7 e lea, ()

i#]

<90aj |U‘90aj>‘90ai>

Im ndchsten Schritt minimieren wir die Energie, wobei wir die Normierungen
(Pa;|@a;) = 1 als Nebenbedingungen mit den Lagrange Parametern ¢,, beriick-
sichtigen. Im Prinzip missten wir die Variation sowohl beziiglich des Real- wie
auch des Imaginarteils von ,, durchfiihren. Weil jedoch gilt:

Yo, \ (1 @ Re ¢,,
()= )G 22

konnen wir auch nach ¢,, bzw. ¢}, variieren. Wir minimieren nach den konju-
gierten Einteilchenwellenfunktionen ¢, um die N Hartree-Gleichungen fiir die
Einteilchenwellenfunktionen ¢,, zu erhalten:

)
0

O

<\I[H‘H’\I]H> - Zgoéi (<90a¢

Oo;) — 1)] =0. (7.23)

Um die Minimierung im Ortsraum durchfiihren zu kdnnen schreiben wir (7.23)
im Ortsraum:

5 3. * () hQ W 7
W [% /d r Soai(r> <_%A+V(T )) Pa, (1)
1 / " " 7 7 1
w3 2 [ [ @O = ) o (P oo, (7

i

-y e (/df’)r'mi(ﬁn? - 1)] 0.

]
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Bei der Funktionalableitung* verwenden wir, dass gilt:

6 ¢, ()
A L Sy o 7.24
G B 729

Damit ergibt sich:
3.0 5(3) 7 hZ W "y
/d r & )(r’ —7) (—%A%— V(r’)) Do, (17)

;| X / &' [ U7 =) 8O = 7) 7)o, ()

w3 [ [ @ U = len P (5 - ) g ()
i(£k)

—eak/di” (77— F)pa () = 0.

Auswerten der Integrale liefert:

(~3mB+ V() )

1 - -
=S / Pr U7 = 1) o () 0, ()P
J(#k

n Z / 3 U7 — 71) [0 (P) 9o (7)

- 5ak@ak(m =0.

Im ersten Term der Klammer kdnnen wir nun den Summationsindex auf i umbe-
nennen sowie im Integral eine Variablentransformation r” — r/ durchfiihren und
erkennen, dass die beiden Ausdriicke in der Klammer dquivalent sind. Bringen

*Ganz allgemein gilt bei der Funktionalableitung:

Sei F[p(x)] ein Funktional. Dann ergibt sich die Ableitung von F[¢(z)] nach (y)

P @) _ o Flb() +ed(a —y)) - Flp(@)
ly) =0 € '
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wir nun noch den Term e,, ¢, (7) nach rechts so erhalten wir:

h? ) 3 2 =
SN +z/dwU ) [0 )P | Pae7) = e (7)

(7.25)
Wir fiihren nun das effektive Potential Vs (7)

Vors(7) = V(7 +Z / U7 — ) e (P | (7.26)

ein in dem sich das Teilchen bewegt. Das effektive Potential besteht aus dem
Einteilchenpotential V() und dem von den restlichen Teilchen des Systems ge-
bildeten Wechselwirkungspotential. Damit erhalten wir die Hartree-Gleichungen:

o84 Vags )] () = ) (7.27

Hartree-Fock-Approximation

In der Folge wollen wir Fermionen betrachten. Diese gehorchen dem Pauli-Prinzip.
Im Hartree-Ansatz kann dies beriicksichtigt werden indem man keinen Zustand
«; doppelt besetzt. Allerdings liefert der Hartree-Ansatz damit noch keine voll-
standig antisymmetrische Gesamtwellenfunktion Wy, und es gilt nicht:

Up (T ey Ty s Ty ooy ) = (1) W (71, oo, Ty ooy Ty oy TN (7.28)

Um eine vollstdndig antisymmetrische Wellenfunktion zu erhalten, welche ei-
ne Losung der Schrédingergleichung fiir nichtwechselwirkende Teilchen mit dem
Hamiltonoperator (7.17) darstellt, wenden wir den Antisymmetrisierungsopera-
tor A auf den Hartree-Ansatz |V ) an. Diese |dee liefert mit der entsprechenden
Normierung den Hartree-Fock-Ansatz:

Whp) = VNLA|D) . (7.29)

Setzt man den Antisymmetrisierungsoperator A ein, so erhalt man beispielsweise
fiir ein System zweier Teilchen die Hartree-Fock-Wellenfunktion Wy x:

Uyp(r,m) = \/—Z )" Py (71, 72)

: (7.30)

= 75 P1ea(®) - e ()]
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Beachte: Sei Uy (7, ) gegeben durch Wy (7, 7) = ©1(71)p1(72). Dann gilt:

Uy p(r, ) = \/§A\PH(F1;F2)

= V2 A[p1 (7)1 (72)]
_ % o1 (7)1 () — 1) pr (71)]

=0.

Man erkennt sofort, dass die Antisymmetrisierung der Wellenfunktion dem
Pauliprinzip Rechnung tragt. Da zwei Fermionen nicht den selben Zustand
besetzen diirfen verschwindet die Hartree-Fock-Wellenfunktion Wy .

Beachte: Die total antisymmetrische Hartree-Fock-Wellenfunktion W kann
auch als Slaterdeterminante geschrieben werden:

1 P (7?1> s P (FN)
Pan (1) - Pay ()

Die Hartree-Fock-Approximation ist nun analog zur Hartree-Approximation eine
Variation der Einteilchenzustande des Produktansatzes und liefert damit wieder
eine obere Schranke fiir die (Grundzustands-) Energie des Systems der wechsel-
wirkenden Fermionen.

Im ersten Schritt berechnen wir nun analog zur Hartree-Approximation den mit
den Hartree-Fock-Zustanden gebildeten Erwartungswert des Hamiltonoperators
(7.20):

E=Vyp|H|Vyr)

Xi:(—h—A+v ) ZU )

Z#J
3 h2
-3 / P17 (g + V) ) ()
53 [ [ a6, ) VR = 7)o, (7500 ()

lsﬁj

=33 [ @ [ @y e, ) U = 7)oy ()0n )

7]
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Um eine zur Ableitung der Hartree-Gleichungen aquwalente Rechnung zu erhalten
fiihren wir nun eine Variablentransformation 7; — 7’ und 7; — 7 durch:

(Vpp|H|Vyr) =
> / NG (—§A+v<ﬁ>> ou?)
+33 [@ [ @ e e, U1 = ) e, (g ()

#J

_ = d3’ d3// U I/ o 0
>3 ¥ o ()i, () U = 17]) 9y (), (7).
%#J

Die Minimierung der Energie erfolgt analog zur Hartree-Approximation unter der
Zwangsbedingung (¢, |¢a:) = | &r'|¢a]? = 1, welche die Normierung der
Wellenfunktion sicher stellt:

(Vup|HWap) =) o, (/d3r’|goai|2 — 1)] =0. (732

Die Funktionalableitung erfolgt analog zur Berechnung der Hartree-Gleichungen
und liefert die Hartree-Fock-Gleichungen:

5
oz, (1)

[—h—2A+V ]gpak +Z/d3r’U ) |0, () ¢, (7)

2m
-y / &1 9oy (7Y U1 — 1) ay ()0, (7)

= Eakwak (F) .

Vergleichen wir nun die Hartree-Fock-Gleichungen mit den Hartree-Gleichungen
(7.27) , so stellen wir fest, dass diese sich nur in einem einzigen Term unterschei-
den. Dieser zusatzliche Term

_ Z / 1" 9 () U7 = 1) oy (7) 00 (7) (7.33)

ist der so genannte Austauschterm.

Beachte: Die Hartree-Fock-Gleichungen stellen eine komplizierte Integrodiffe-
rentialgleichung fiir die Einteilchenwellenfunktionen ¢, () dar. Eine Mog-
lichkeit diese Gleichungen zu vereinfachen ist es die beiden Terme fiir i = k
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in der Summe mitzunehmen. Trotz aller Bemiihungen liefern die Hartree-
Fock-Gleichungen nur eine grobe Naherung fiir die Gesamtwellenfunktion
V. Lediglich fiir den Fall U = 0 ist Uyp eine korrekte Losung der
Vielteilchenschrédingergleichung.

Abweichungen von Hartree-Fock werden als Korrelationen bezeichnet. So ist bei-
spielsweise die Abweichung der Energie eines Systems von der Hartree-Fock-
Energie die Korrelationsenergie. Die Korrelationen sind fiir viele Effekte von be-
sonderer Bedeutung:

e Massenrenormierung® in der Festkdrper- und Elementarteilchenphysik,
e Verschrinkung von quantenmechanischen Zusténden,
e Quantenkritikalitat,

e eventuell Supraleitung.

Als einfachstes Beispiel fiir eine Wellenfunktion die nicht durch Hartree-Fock
beschrieben werden kann, mdchten wir folgende Wellenfunktion angeben:

1

U= 5 [0 (71)1(72) + w2(71)po(72) — @o(T2) w1 (1) — @a(72)eo(71)] - (7.34)

Es handelt sich hierbei um einen verschrankten (d.h. korrelierten) Zustand.

7.3 Besetzungszahlformalismus und zweite Quan-
tisierung

7.3.1 Besetzungszahlformalismus

Einen eleganten Weg zur Beschreibung von Vielteilchensystemen stellt der so
genannte Besetzungszahlformalismus dar.

Wir gehen von einem Einteilchenhilbertraum H; aus, dessen Basis durch B; =
{|¢:)} gegeben ist. Nun suchen wir nach einer Basis By fiir einen N-Teilchen
Hilbertraum H . Dieser N-Teilchen Hilbertraum entsteht als Tensorprodukt der
N Einteilchenhilbertrdume, wobei wir nur den vollstdndig symmetrischen bzw.
vollstandig antisymmetrischen Teilraum betrachten:

HN:,\H1®H1®"'®H11. (7.35)

N—mal

5Durch die Wechselwirkung eines Elektrons mit einem von ihm selbst erzeugten Teilchen-
Loch-Paar (virtuelle Teilchen) kommt es zu einer Verdnderung seiner Masse. Die Masse muss
daher renormiert werden.
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Die Basis By des entsprechenden Teilraums ergibt sich unter Anwendung des
entsprechenden Symmetrieoperators O = S (oder A) zu:

By - {o% rsom>|%>...|%>} SNGE"

wobei n; die Anzahl an Teilchen ist, die den i-ten Zustand besetzen. Fir Fermio-
nen kann jeder Zustand nur einmal besetzt werden, weswegen n; = 0,1 gilt.

Da diese Darstellung fiir viele Teilchen sehr kompliziert ist, sucht man nach
einer einfacheren Darstellung dieser Basis. Die Idee ist nicht jedem einzelnen
Teilchen einen bestimmten Zustand zuzuordnen, sondern lediglich abzuz&hlen
wieviele Teilchen in einem bestimmten Zustand sind. Die entsprechende Anzahl
an Teilchen n; im Zustand i spiegelt dann in der Besetzungszahldarstellung die
gleiche Basisfunktion wieder:

Vv N!
O Frtomgr— [Pllpes) - fan)

Da die Teilchen ununterscheidbar sind, ist der Zustand eindeutig durch die Be-
setzungen festgelegt. Als Beispiel betrachten wir einen Zustand zweier Bosonen
in Ortsdarstellung:

(7.37)

[y, Mo, Ny )

W7, 75) = S (P () = 5 (01 () (72) + () (73)] 2 12,0,0,...)

Die Besetzungszahldarstellung ist eine natiirliche Darstellung, da wir jetzt nur
noch daran interessiert sind wieviele Teilchen einen Zustand besetzen und wir
nicht wie in der Produktdarstellung jedes einzelne Teilchen mit genau einem
Zustand identifizieren.

Ist die Besetzungszahldarstellung bekannt, so ist auch die Produktwellenfunktion
bis auf das Vorzeichen fiir Fermionen bestimmt. Betrachten wir beispielsweise
einen Produktzustand |¢1)|p2), so gilt:

Alpn)]p2) = —Alpa)|p1) - (7.38)

Es ist daher wichtig auf eine beliebige, aber fixe Reihenfolge der Zustande ¢ zu
achten.

Die Besetzungszahldarstellung bildet eine vollstindige und orthogonale Basis:

/ / /
(n,my, o Mg, My M) = St Oy Ot (7.39)
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was direkt aus der Orthonormalitdt der |p;) folgt. Aus diesem Grund kdnnen
wir einen Zustand |¥) als Linearkombination der einzelnen Basisvektoren mit

entsprechenden Parametern A(ni,no,...,n;,...) schreiben (mit . n, = N):
)= Y Anina..n. ), (7.40)
n1,n2,Mn3,...

7.3.2 Zweite Quantisierung

Im Rahmen der Vorlesung Quantentheorie | haben wir die so genannte erste
Quantisierung kennengelernt, die im wesentlichen auf einer Quantisierung ver-
schiedener kontinuierlicher GroRen wie zum Beispiel Orts- und Impulsvektor®

h—#
r—T, p— =V

]

beruht und einen Ubergang von der klassischen Mechanik zu den Operatoren der
Quantenmechanik bewirkt.

Das Ziel der zweiten Quantisierung ist es nun auch Vektor- und Skalarfelder
wie beispielsweise das Vektorpotential A(r) oder die Wellenfunktion () durch
Operatoren (Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren) darzustellen.

Harmonischer Oszillator

Zundchst mdchten wir uns an den in der Quantentheorie | besprochenen harmo-
nischen Oszillator erinnern. Wir wissen, dass das Potential des eindimensionalen
harmonischen Oszillators durch folgenden Ausdruck gegeben ist (siehe auch Ab-
bildung 7.3):

1
V(z) = Emwsz . (7.41)

Des Weiteren erinnern wir uns daran, dass wir in der formalen Beschreibung des
harmonischen Oszillators den Hamiltonoperator schreiben kdnnen als:

H = hw (aTa + %) : (7.42)

Hierbei haben wir zum ersten Mal den Erzeugungsoperator a' und den Vernich-
tungsoperator a verwendet. Mit diesen sogenannten Leiteroperatoren kdnnen wir
nun durch n-fache Anwendung des Erzeugers a' auf den Grundzustand |¢) = |0)

®Die Beispiele beziehen sich auf die Ortsraumdarstellung.
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AV (z)

T

Abbildung 7.3: Skizze des bekannten Oszillatorpotentials, sowie schematische
Darstellung der auf ein im Oszillatorpotential befindliches Teilchen riicktreibend
wirkenden Kraft F'.

und entsprechendes Normieren den n-ten angeregten Zustand |¢),,) = |n) erzeu-
gen. Es gilt:

") = = (af)" |0) . (7.43)

Die Leiteroperatoren erfiillen folgende bekannte Gleichungen:
a'ln)y =vn+1n+1), (7.44)
aln) =v/nin —1) . (7.45)

Anwenden des Hamiltonoperators H (7.42) auf den n-ten angeregten Zustand
In) liefert:

Hin) = hw (afa + %) In) = hw <n + %) n) | (7.46)

wobei das zweite Gleichheitszeichen auch direkt aus der bosonischen Kommuta-
torrelation

[a, aq —aal —ala=1 (7.47)

folgt.

Beachte: Der Zustand |n) kann als n Phononanregungen interpretiert werden”.

Verallgemeinerung auf N Bosonen

Unser Ziel die oben wiederholten Ergebnisse auf ein System von N Teilchen an-
zuwenden erfordert die Einfiihrung des so genannten Fock-Raums H°*. Dieser

"Der harmonische Oszillator entspricht Schwingungen um den Ursprung.
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Hilbertraum entsteht als Summe der einzelnen Hilbertraume fiir kein Teilchen
(Ho), ein Teilchen (H;), zwei Teilchen (Hz), usw.:

HFOCk:HQ@H1@HQEB...HNEB.... (7.48)

Dabei ist im Falle des oben diskutierten harmonischen Oszillators der Grundzu-
stand ohne Phononen |0) die Basis des Raums H,. Bei der Verallgemeinerung
auf N Teilchen tritt an die Stelle dieses Zustandes der Vakuumzustand |vac):

lvac) =10,0,...,0,...) =10) . (7.49)

Beachte: Der Vakuumzustand |vac) ist normiert und es gilt:
(vaclvac)y = 1. (7.50)

Der Vakuumzustand |vac) ist jedoch nicht das Nullelement des Vektor-
raums:

lvac) =10) #0- |ny,no, ..., NG ...) . (7.51)

Wir definieren nun die Basisoperatoren der zweiten Quantisierung. Die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren a! und ;:

al |y, ng . Y=Vt L|ng, ..o omi+ 1,0, (7.52)
ai\nl,...,ni,...>z\/E\nl,...,ni—17...>. (753)

Beachte: Anwenden des Vernichters a; auf den Vakuumzustand |0) liefert nach
(7.53) das Nullelement des Hilbertraums, da /0 = 0:

@0,...,0,..)=0. (7.54)
Nun iiberlegen wir uns was passiert, wenn wir a/a; bzw. a;al auf den Zustand
In1,...,n; ...) anwenden:

ajai|n1,...,ni,...>: nia“nl,...,ni—l,...)

:ni]nl,...,ni,...>,

aia“nl,...,ni,...>:vni+1ai|n1,...,ni—i—1,...>
:(ni+1)|n1,...,ni,...> .

Kombinieren wir unsere beiden Ergebnisse, so erhalten wir die bereits eingangs
angefiihrte Kommutatorrelation:

[ai,a”\nl,...,ni,...) = (aiaj —ajai> |1,y gy )
:(nl—l—l—n@)\nl,,nz,)
=1ny,...,n4...) .
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Als nachstes liberlegen wir uns die Eigenwerte des Kommutators [ai,a}] fir den
Fall i # j. Es gilt:

[ai,aﬂ N1y My ey My ) = (aia;—a;a,) PPN PR PR
:\/nj—|—1ai\n1,...,ni,...,nj+1,...)
— nia}\nl,...,ni—17...,nj,...)

=0.

Fassen wir die beiden letzten Ergebnisse zusammen, so erhalten wir ganz allge-
mein den Kommutator [ai,aH als:

[ai, aj] =5, (7.55)

Als nichstes méchten wir den Kommutator [a;, a;] betrachten:

[ai,aj”nl,...,ni,...,nj,...) :(aiaj—ajai) ]nl,...,ni,...,nj,...>
:w/njai|n1,...,ni,...,nj—1,...>

—\/n_iaj|n1,...,ni—1,...,nj,...>
=0.

Fine analoge Rechnung liefert das gleiche Ergebnis fiir [a], a}]. Erneut tragen wir
unsere Ergebnisse zusammen und erhalten:

1777

la;, a;] = [aT CLT} =0. (7.56)

Die Gleichungen (7.55) und (7.56) bilden zusammen die Bose Algebra.

Als nichstes mochten wir zeigen, dass a; und al zueinander konjugiert sind:

(oomiyagl om0 = VN O
= \/n; + 15ni,n§+1
= (.ong, . al]oonl )

:(<...,ni,...yajy...,n;,...>) .

Dabei haben wir im zweiten Schritt verwendet, dass uns das Kronecker Symbol
die Gleichung n; — 1 = n! liefert. Umformen dieser Beziehung ermdglicht uns
iber den Vorfaktor \/n, + 1 eine Verkniipfung zum Erzeugungsoperator a;r her-
zustellen. Im letzten Schritt niitzen wir aus, dass das Matrixelement eine rein
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reelle GroRe darstellt, und eine komplexe Konjugation des Terms die Gleichung

T
nicht verdndert. Damit ist gezeigt, dass gilt: <aj») = a;.

Betrachten wir nun eine beliebige Basisfunktion |nq,ny,...,n;,...), so kdnnen
wir diese mit Hilfe des Erzeugers schreiben als:

Ini, ..o gy ) = H — (a;r) lvac) . (7.57)
i=1 Y nil

Beachte: In der zweiten Quantisierung wird immer mit Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren und einem Startzustand (z.B.: Vakuumzustand, Fermi-
Dirac-See) gearbeitet.

Ableitung allgemeiner Einteilchenoperatoren fiir Bosonen

Da in der zweiten Quantisierung stets mit Erzeugungs- und Vernichtungsopera-
toren gearbeitet wird, suchen wir als néchstes eine Darstellung eines allgemeinen
Operators ) durch a und af, wobei der Operator F'(!) als Summe von Einteil-
chenoperatoren fi(l) gegeben sei:

FO =gy Oy (7.58)

Ein Beispiel fiir den Operator F(1) wire ein Hamiltonoperator Hy, der sich als
Summe der Einteilchenpotentiale V () ergibt. Dann gilt:

W=ty =3 V(). (7.59)

Die Matrixelemente eines Einteilchenoperators f() ergeben sich in der Basis
By = {lgi)} zu:

1
Joh = (el fPlea) - (7.60)
Damit konnen wir den Einteilchenoperator fl-(l) als Matrix anschreiben:
FU = Z ) oar)ileali - (7.61)

Dabei sind die |¢,); die Basisvektoren bez'L'linch des i-ten Einteilchenoperators
f(l) Nun kénnen wir den Operator F!) schreiben als:

N
FO =370 " par)il@ali - (7.62)
o' o =1
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Die Matrixelemente f;}i konnten in der letzten Gleichung vor die tiber alle Teil-
chen laufende i-Summe gebracht werden, da sie von den einzelnen Teilchen un-
abhangig sind.

Als nichstes iiberlegen wir uns wie der soeben aufgestellte Operator F() auf
den Zustand |nq,...,n4,. .., Na, .. .) wirkt:

FOlng, oo ng, .. fary...) =
N
ng;z ‘QOO/>Z‘<(,0Q’Z‘ ‘Tbl, R T [ PN > .
o' i=1

Setzen wir die Definiton der Besetzungszahldarstellung (7.37) ein, so ergibt sich:

N
(7.63) = 3 fan D lowhilpal ol

(7.63)

N!
\/n'-:'-S |0a1)Pas) - - [Pax) 5
1- Mg ...

(7.64)
wobei sich |p,, ) auf Teilchen 1, |p,,) auf Teilchen 2 usw. bezieht (also eigentlich
’()0011>1)' ..

An dieser Stelle méchten wir darauf hinweisen, dass beim Ubergang vom Be-
setzungszahlzustand zum Produktzustand, beriicksichtigt werden muss, dass der
Zustand |p;) in den |¢,,) n; mal vorkommt.

Im nachsten Schritt setzen wir fiir den Symmetrisierungsoperator S (7.15) ein:

1

N
(7.64) =" 15 Zl ‘900/>i<(10a’i\/N! 0

o'« =

ZPIJlSDOa)’QDaQ) e ’@CYN> .
R

(7.65)
Nun kénnen wir die Summe iiber alle p Permutationen mit der Summe (ber
alle ¢ Zustinde vertauschen. Aulerdem konnen wir den kombinatorischen Faktor
vorziehen:

1

N
7.65) = DN BST pa)il@ali |00 [Cay) - - [Gax) -
(7:65) = —=— 2 ZD )i(ali || @as) - - |gay)
(7.66)

Nun wenden wir uns der i-Summe zu. Fiir das Produkt der Zustdnde ergeben
sich zwei Fille:

o' a

e Existiert kein «;, so dass gilt a; = «, dann ergibt das Produkt Null.

e Falls ein o; = v ist, so wird dieses «; durch o ersetzt. Hierzu ein Beispiel:

|0ar)2(Pal2lPar) |Pas) - |Pan) = [Pai)Par) - - - [Pay) -
——

=[pa)
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Wir haben also das Teilchen i (im Beispiel Teilchen 2) aus dem Zustand
v genommen und in den Zustand ¢, transferiert.

Dieses Verhalten kdnnen wir in der Besetzungszahldarstellung wie folgt beschrei-
ben:

Vot + 1
(7.66) = > 1) Mot 1y (e — 1), (ne +1),...) . (7.67)

Die Vorfaktoren ergeben sich wie folgt:

e Der Vorfaktor n, stammt von der Summe iiber alle ¢ Teilchen. Wir haben
zuvor gesehen, dass immer dann, wenn «; = « gilt, das i-te Teilchen
aus dem Zustand o genommen und in den Zustand o’ gesetzt wird. Der
i-te Summand liefert dann eine Produktwellenfunktion, in der o; zu o/
wurde (ansonsten 0). Da die Besetzungszahl n, angibt, wieviele der N
Teilchen sich im Zustand o befinden, kdnnen wir daraus ablesen, wieviele
Summanden ungleich Null sind, ndmlich n,,.

e Die Vorfaktoren \/n, + 1 und \/% werden bendtigt, um die richtige Nor-

mierung des neuen Zustandes |nq, ..., (nga—1),..., (ne+1),...) mit Hilfe
der Definition (7.37) zu erzielen.

Fassen wir die Terme noch zusammen, so erhalten wir:

(7.67) =3 fO) Ve Ve + 1|ny,... (na = 1),..., (na +1),...) . (7.68)

oo

Nun erinnern wir uns an die Gleichungen fiir die Erzeugungsoperatoren a! (7.52)
und die Vernichtungsoperatoren a; (7.53) und erkennen, dass wir (7.68) auch
mit Hilfe von Erzeuger und Vernichter schreiben kdnnen:

(7.68) = Z fé}()} al,aa M1,y My ey Ty ) (7.69)

Auf diesem Weg haben wir die Darstellung eines Operators F!) in zweiter Quan-
tisierung erhalten:

FO =" alaq . (7.70)

An dieser Stelle mochten wir zwei Beispiele fiir Operatoren in zweiter Quantisie-
rung angeben.
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e Kinetische Energie T :
Da die kinetische Energie T im Impulsraum diagonal ist gilt®:

p° 1
T:Z%aﬁaﬁ
2

e Potentielle Energie Hy :
Sei die potentielle Energie eines Systems gegeben durch:

Dann gilt in der Ortsraumdarstellung:

Hy = /d3r V(7) alaz .

Beachte: Man verwendet auch gerne die so genannten Feldoperatoren:

v (7)
()

=8 —+

)

Qa
ap .

Dabei erzeugt W'(7) ein Teilchen am Ort 7, wihrend W(7) ein Teilchen am

Ort 7 vernichtet.

Im oben genannten Beispiel des Operators der potentiellen Energie Hy kann man

also schreiben:

Hy = /dSrV(f‘) U (AW (7).

Die Feldoperatoren sind keine Wellenfunktionen!

Diskussion eines allgemeinen Zweiteilchenoperators fiir Bosonen

Als nachstes mochten wir den Operator F(?) betrachten, der die Zweiteilchen-

wechselwirkung beschreibt. Es gilt:

S

i#]

8Die Ableitung erfolgt in den zur Lehrveranstaltung gehdrigen Ubungen.
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Die Zweiteilchenoperatoren fi(jz) konnen zum Beispiel durch das Wechselwir-
kungspotential U(|r; — 7;|) gegeben sein:

2 1 — —
1§ = ZUlm =70 (7.74)
Die Matrixelemente eines Zweiteilchenoperators f(?) ergeben sich dann zu:

2
£ 0n = (Carl (Pa | FE | as) [0a)is - (7.75)

Dabei beziehen sich die Indizes i und j auf das i-te und j-te Teilchen. Damit
kénnen wir den Operator F'® wieder als Matrix darstellen, was der Darstellung
in erster Quantisierung entspricht:

F(2 Z Zfa1a2a3a4‘900/1>’90042><(100/3|<(p064|l] : (776)

a3y iF£j

Die Ableitung der Darstellung des Operators F® in zweiter Quantisierung® er-
folgt nun analog zur Ableitung von F(!) und es ergibt sich:

(2) - Z 1042 a3 4 Talaj;zgaagaou; . (777)

Q1230

Fiir das Beispiel des Wechselwirkungspotentials U(|7; —77|) erhalten wir in Orts-
darstellung eine diagonale Form mit ap = a3 und a; = ay (Dies ist eine Folge
dessen, dass U 7; und 7; unverdndert lasst.):

-
/

F® = %/d?’r/d%'w(f) U U (|7 = 7|) O () B(F) . (7.78)

Bedeutung der zweiten Quantisierung

Die zweite Quantisierung bildet den ersten Schritt zu einer Quantenfeldtheorie. So
werden beispielsweise in der relativistischen Quantenfeldtheorie die elektrischen
und magnetischen Felder quantisiert. Als Beispiel méchten wir das Vektorpoten-

tial A(7,t) angeben:
27ThC2 kr wt —f  —i(kF—wt
Z’/ T ) e iFe)| (7.79)

Dabei werden vom Operator @'. Photonen erzeugt, wihrend vom Operator ag
Photonen vernichtet werden. Hierbei wurden eine L X L X L Box und daher
diskrete k-Vektoren betrachtet.

Beachte: Die zweite Quantisierung bildet die Grundlage fiir die Quantisierung
von Vektorfeldern.

Die Ableitung erfolgt im Rahmen der zur Lehrveranstaltung gehdrigen Ubungen.
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Fermionen

Wie bei der Betrachtung der Bosonen erhalten wir eine Algebra fiir die Erzeugungs-
und Vernichtungsoperatoren. Diese mdchten wir in der Folge motivieren. Analog
zu den Bosonen gilt:

|y, .o,y :ﬁ (aj)ni lvac) . (7.80)

=1

Da Fermionen vollkommen antisymmetrische Wellenfunktionen besitzen, kommt
es wie im Kapitel iiber den Besetzungszahlformalismus bereits erwdhnt wurde auf
die Reihenfolge an, in der die Zustinde im Rahmen der zweiten Quantisierung
durch Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren verdndert werden. Hierzu ein
Beispiel:

ola} vac) = = [2a(75)1(73) = 22(73)in (74)] (7.81)
clal [vac) = = [01(73)a(7%) — 1 ()l - (7.82)

Wir erkennen also, dass gilt:
alal = —alal . (7.83)

Allgemein gilt fiir den Antikommutator {a/ a}}

{aT aT} = a}a} + a}az =0. (7.84)

Rl

Mit der gleichen Argumentation erhalten wir fiir den Antikommutator {a;, a;}:

{CLZ‘, aj} = ;4 + a;t; = 0. (785)

Betrachten wir nun die Antikommutatorrelation (7.84) fir den Fall i = j so
erhalten wir:
alal +alal =2dlal = 0. (7.86)

Wir sehen, dass so in der zweiten Quantisierung dem Pauliprinzip Rechnung ge-
tragen wird. Da jeder Zustand maximal von einem Teilchen besetzt werden kann
fihrt eine Doppelbesetzung zum Verschwinden des Zustandes des Gesamtsys-
tems.

Als nichstes betrachten wir den Antikommutator {a;, a!} fiir die beiden Fille

J
i =7 undi#j:
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® =7

{ai,az}ml,...,ni,...) = [aiaz—l—aj-ai} Iy, .o ng, )

=1ny,...,n5...) .

(7.87)

Da fiir Fermionen n; = 0,1 gilt, und a|0) = 0, sowie af[1) = 0 liefert,
tragt entweder der erste oder der zweite Term der Summe bei. Unabhiangig
davon ob zuerst erzeugt oder vernichtet wird, fiihren beide Terme am Ende
wieder zum Ausgangszustand n;.

o | # 7

_ T} A _[_T T} ,
Wiy Gy 0| MLy ey My e o) = | QA + QG| [Ty oo Ty .
{ iyl ) y g lm ) (7.88)

=0.

Dieses Ergebnis ist fiir die Falle n;, = 0 bzw. n; = 1 direkt zu sehen.
Wir méchten nun den Beweis fiir den Fall n, = 1, n; = 0 erbringen. Um
diesen Fall zu verwirklichen wenden wir zuerst den Erzeuger a! auf den
Vakuumzustand |vac) an, um dann den Antikommutator wirken zu lassen:

{ai,a;} allvac) = [aia;al + a;aia” lvac) . (7.89)
An dieser Stelle verwenden wir die Eigenschaft (7.84) also, dass a;r-a;r =
—alat
et
(7.89) = [ - a;a)l a} +aj~ aal |vac) | (7.90)
1—a;-rai 1—a]£ai

wobei wir die in (7.87) gezeigte Eigenschaft {a;, al} = 1 verwendet haben.
Da das Anwenden des Vernichters a; auf den Vakuumzustand |vac) Null
liefert erhalten wir sofort:

(7.90) = [—a} + a” lvac) =0 . (7.91)

Tragen wir die Ergebnisse (7.87) und (7.88) zusammen , so erhalten wir fiir den
Antikommutator {a;,a;} die Beziehung:

{ai, a}} =0;j - (7.92)

Die Gleichungen (7.84), (7.85) und (7.92) bilden zusammen die Fermi-Algebra.
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Die Ableitung der Operatoren fiir Fermionen liefert zu den Bosonen &quivalente
Ausdriicke, wobei darauf geachtet werden muss, dass die Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren fiir Fermionen jetzt der eben eingefiihrten Fermi-Algebra
gehorchen. Fiir einen Operator F', der sowohl die Einteilchenoperatoren, wie die
Zweiteilchenwechselwirkung beriicksichtig gilt:

1
F = Z foﬂ/i al,aa + Z fo(?l)ag s o aglalza%am . (7.93)

Qajaaasay

Anwendung der zweiten Quantisierung in der Statistischen Physik

Als Anwendungsbeispiel zur zweiten Quantisierung mdchten wir in diesem Ab-
schnitt die Fermi-Dirac-Statistik ableiten und die Bose-Einstein-Statistik kurz
besprechen. Dazu betrachten wir die Zustandssumme Z des grokkanonischen
Ensembles, in dem die Teilchenzahl nicht erhalten ist:

Z = Spur (e’ﬁ(HO’“NU . (7.94)

Dabei haben wir 3 = = verwendet. p ist das chemische Potential und N ist
der Teilchenzahloperator des Ensembles:

N = ZC}%JCEU : (7.95)
ko

Die Summe luft iiber alle Zustinde k o, wobei der Index o fiir den Spin steht.
Der Hamiltonoperator fiir wechselwirkungsfreie Teilchen Hy hat in zweiter Qua-
nitsierung die Form:

HO = Z&TE CJ]%UCEU . (796)
ko

Die ¢; sind die Energieeigenwerte zum Impuls hk und sind vom Spin unabhingig.
Die groRkanonische Zustandssumme (7.94) wird nun durch Bildung der Spur
berechnet, wobei wir anmerken mdchten, dass die Bildung der Spur in einer
Basis erfolgt, in der Hy und N diagonal sind:

1
(7.94) = Z N1y ey, |eiﬁz’50(€’7“)cgocﬁf’]n1, ey M)
N1,...,Ng, =0
(7.97)
In der von uns gewahlten Basis entspricht der Index i einem bestimmten Zustand

k o. Anwenden der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ¢. und ¢, liefert:
k o

e

1
(797) = > (na,..ng e PRSI g g, ) L (7.98)

N1,y Mgy =0
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Nun kénnen wir die Exponentialfunktion (7.98) als Produkt gemaR ¢®*? = e%eb

darstellen und erhalten:

1
(7.98) =[] | D e | (7.99)
EO’ nEUZO
Auswerten der Summe liefert die gesuchte grolkanonische Zustandssumme Z:
Z =1 +e"ww) (7.100)
Eo

Um nun daraus das statistische Verhalten fiir Fermionen ableiten zu kénnen,
bilden wir den Erwartungswert des Teilchenzahloperators N. Dazu verwenden
wir, dass der Dichteoperator p des groBkanonischen Ensembles durch

1 N
p= e o) (7.101)

gegeben ist. Damit ergibt sich der Erwartungswert von N zu:
« ~ 1 -
(N) = Spur (N Ee—mHo—“N)) : (7.102)

Den Term auf der rechten Seite kdnnen wir auch durch Differentiation von In Z
nach 1 und anschlieBender Multiplikation mit kT erhalten:

B, )
_ _ 9 ~Bleg—n)
(7.102)_kBTauan_kBT§q :auln(1+e )
ko (7.103)

Erweitern wir nun mit ¢’€i~") so erhalten wir:

=3 em_—lmﬂ =S i) (7.104)

ko ko

In dieser Gleichung haben wir den Operator 7 = C,E’UCEU eingefiihrt. Fiir die

Besetzung eines Zustandes (7 ) erhalten wir damit die Fermi-Dirac-Statistik:

B 1
>  eBleg—m) 1

(7.105)

Die Ableitung der Bose-Einstein-Statistik erfolgt analog, wobei bei Bosonen zu
beachten ist, dass n; = 0,1, ..., 00 gilt. Es ergibt sich:

(Ap,) = ——— . (7.106)




7.3.3 Anwendungsbeispiel: Hy-Molekiil

In der Folge mochten wir uns mit einem sehr einfachen Mehrteilchensystem, dem
H,-Molekiil, beschaftigen.

Dazu iiberlegen wir uns als erstes den Hamiltonoperator in erster Quantisierung.
In unserem Ansatz nehmen wir an, dass die Atomkerne an den Positionen él
und fig ruhen, was auf Grund der groRen Massendifferenz zwischen Kern und
Elektron mdglich ist. Dies ist die so genannte Born-Oppenheimer-N&herung. Der
Hamiltonoperator H beinhaltet die kinetische Energie der beiden Elektronen,
mit den Ortsvektoren 71 und 75, die CoulombabstoBung der beiden Kerne, die
Coulombabstolung der beiden Elektronen, sowie die Coulombanziehung zwischen
den Elektronen und den Kernen:

2 2
h? e? 1 1 1
i=1

" dmeg R, — Ryl 7 — 7 i — R,

,j=1

Um den Hamiltonoperator nun in zweiter Quantisierung aufstellen zu kénnen,
nehmen wir zunichst an, dass die beiden H-Atome weit voneinander entfernt
sind. Diese Situation ist in Abbildung 7.4 dargestellt.

1s - Orbital 1s - Orbital

Abbildung 7.4: Wir betrachten die H-Atome zunachst als weit voneinander ent-
fernt, so dass wir zwei voneinander unabhingige Wasserstoffprobleme erhalten.

Wir erhalten dann zwei ungestorte Wasserstoffprobleme mit den Energieeigen-
werten ¢; und den Eigenfunktionen |¢§1)> bzw. |¢§2)>, wobei sich die Hochzahlen
in Klammer auf den Ortsvektor Ry bzw. R, der Kerne beziehen. Es gilt:

(T = i(F— Ry) (7.108)

wobei letztere die aus der Quantentheorie | bekannte Eigenfunktion ist.
Zusatzlich mochten wir uns in unserer Ndherung auf kleine Energien beschranken.
Die Elektronen sollen sich also nur in Zustdnden in der Ndhe des Grundzustands

(€0) befinden.
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Der Hamiltonoperator Hj fiir groRe Abstidnde und kleine Energien ergibt sich in
zweiter Quantisierung bei Beschréankung auf den Grundzustand zu:

H[) = Z 5061 oClo + Z 600;0020 . (7109)

Dabei erzeugt der Operator ¢! den Grundzustand \@/}é”) wie folgt:

ol ,lvac) = u) . (7.110)
Analog gilt fiir ¢} _:

o lvac) = [9f7) (7.111)

Im nachsten Schritt ndhern wir die beiden Atome einander so weit an, dass es
zu einer Uberlappung der s-Orbitale kommt. Dadurch kann es zu einem Elektro-
nenhiipfen von einem Orbital in das Orbital des anderen Atoms kommen. Diese
Situation ist schematisch in Abbildung 7.5 dargestellt.

Abbildung 7.5: Annihern der beiden Atome fiihrt zum Uberlappen der s-Orbitale
und es besteht eine endliche Wahrscheinlichkeit, dass eines der beiden Elektronen
in das Orbital des anderen Atoms "hiipft”.

Wir werden in der Folge die tight-binding-N&herung verwenden, in der der so
entstandene Uberlapp der s-Orbitale als eine Konstante ¢ definiert wird:

—t = (WP Hlw") . (7.112)

Im Hamiltonoperator H wird nun sowohl das "Hiipfen” als auch die Coulomb-
wechselwirkung der beiden Elektronen, wenn sie im gleichen Orbital sitzen, be-
riicksichtig:

2
H=H,— thEUcM — tZCIchg + UZCITT Cit cjl iy - (7.113)
o o =1
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Beachte: Dies stellt das einfachste Modell fiir zwei nichtrelativistische wech-
selwirkende Teilchen dar.

e Hj beschreibt die unabhangigen H-Atome.

e Die t-Terme beriicksichtigen das Hiipfen von einem Elektron zum
anderen H-Atom.

e Die U-Terme beriicksichtigen die Wechselwirkung der beiden Elek-
tronen im s-Orbital des selben H-Atoms.

Wiirden wir jetzt die Atome noch weiter zusammenbringen, miissten weitere
Coulombwechselwirkungsterme beriicksichtigt werden, insbesondere die Wech-
selwirkung zweier Elektronen auf verschiedenen H-Atomen.

Als Nebenbemerkung méchten wir kurz auf die Verallgemeinerung dieses Modells
auf ein Atomgitter eingehen. Diese Verallgemeinerung ist das Hubbard-Modell,
in dem man iblicherweise die Grundzustandsenergie ¢y = 0 setzt. Der Hamil-
tonoperator wird dahingehend vereinfacht, dass man nur ein Nachbarhiipfen be-
riicksichtigt, was wir durch die Notation (ij) verdeutlichen m&chten:

H = —tz CZUCjU—I—UZcZTCiTcZTch .
(i7)e

Losung fiir ein Elektron - H; -Molekiilion

Nach diesem Exkurs mdchten wir nun die Eigenenergie fiir das H; -Molekiilion
mit Hilfe des Hamiltonoperators H (7.113), der sich in diesem Fall vereinfacht,
da der Term der Coulombwechselwirkung wegfallt, berechnen. Da Hj aus vier
Termen besteht und vier Hiipfterme existieren iiberlegen wir uns zunéchst wel-
che Terme des Hamiltonoperators H iiberhaupt zu einem nichtverschwindenden
Matrixelement

(vac|c; o H ¢! |vac)

fihren. Aufgrund der Diagonalitdt im Spinraum werden alle Terme mit o # o’
Null ergeben. Nun bilden wir die nicht verschwindenden Matrixelemente:

(vac|c; o H ¢! |vac) = (vac|c; o (50 o tc}acw> ol |vac) . (7.114)
Wir miissen jedoch beachten, dass im Hiipfterm des Hamiltonoperators i # j

gilt. Dieser Tatsache wird spater durch einen Term 1 — ¢;; Rechnung getragen.
Wir méchten den Hiipfterm nun néher betrachten, wobei wir fiir die Erzeugungs-
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und Vernichtungsoperatoren die Fermi-Algebra verwenden miissen. Insbesondere
gilt {ai,a}} = §,j, womit fiir ¢ # j folgt:

—<Uac|cj0/tc}acmclg|va0) = —(vac|cj ot cj.(,(l - cigcw) lvac) . (7.115)

Anwenden des Vernichters ¢;,, auf den Vakuumzustand |vac) liefert Null, fiir den
zweiten Term der Klammer und es ergibt sich:

(7.115) = —(vac|c; 1t c}o|vac> : (7.116)

Die Orthogonalitdt der Besetzungszahlzustande bewirkt, dass das Matrixelement

fir o # o’ verschwindet, was in der Rechnung zu einem Kronecker Symbol 6,
fuhrt:

(7.116) = —t 0,0 (vac

Cio c}a|vac)

; (7.117)
= —td,0 (vac| (1 — CjyCjo ) lvac) = =t dypr .
Nun wollen wir die Matrixelemente von H, berechnen:
(vac|c; o Hoc! ,Jvac) = (vaclc;qreoc!  cigc! Jvac)
T T (7.118)
= (vac|cj,,/socw<1 - cwcw> lvac) .
Auswerten liefert:
(7.118) = eg(vac|c;orcl , Jvac) = o 8501 - (7.119)

Fassen wir unsere Teilergebnisse zusammen, so erhalten wir fiir die Matrixele-
mente des Hamiltonoperators H:

(vac|c; o H ¢! |vac) = 00,1055 — t Gger [1 — 045] - (7.120)

Mit Hilfe dieser Gleichung kénnen wir nun in der Basis {c|_|vac), ¢l |vac)} die
Schrodingergleichung in Matrixform darstellen:

GG o

Nun miissen wir das Eigenwertproblem I6sen, die Eigenwerte lassen sich leicht zu
E, 5 = ¢ F t berechnen. Wir erhalten also einen bindenden Zustand mit der Ei-
genenergie F; = g9 —t, bei dem Energie gewonnen wird und einen antibindenden
Zustand Ey = ¢q + t. Die Energieaufspaltung ist in Abbildung 7.6 dargestellt.
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/ gg+1

€0 \

A gg—t
H-Atom H;—I\/Iolek[ilion

Abbildung 7.6: Darstellung der Energieaufspaltung zwischen [1/%"4) und [)e"t).

77Dbind (7;»)
_’. _’. >
Rq Ro s
_». _’. >
Ry R 7

wanti (7;»>

Abbildung 7.7: Darstellung der Wellenfunktionen +/*"4(7) und 1 (7).

Die entsprechenden Eigenzustdnde ergeben sich zu:

jpindy — % <CL7 + C;o) lvac) (7.122)
’wanti> — % (CJ{U _ ng_) |1)CLC> . (7123)

Die Wellenfunktionen dieser Zustinde sind in Abbildung 7.7 dargestellt.

Man erkennt, dass sich fiir den antibindenden Zustand die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit zwischen den beiden Kernen zu Null ergibt, wahrend sich beim bindenden
Zustand fiir diesen Bereich eine endliche Aufenthaltswahrscheinlichkeit ergibt.
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Losung fiir zwei Elektronen - H,-Molekiil

Jetzt mdchten wir uns dem Hy - Molekiil widmen und dessen Eigenenergien be-
stimmen. Wir haben es in diesem Fall mit einem Zweielektronensystem zu tun.
Deshalb iiberlegen wir uns als erstes, dass es %2 = 6 unterschiedliche Zusténde
gibt. Diese mdchten wir nun in Tabelle 7.1 zusammenfassen.

(ij(?j‘”ll(l,(f> |nat, nap, nar, nap) | (Sy)
c}céﬂva@ 11,0, 1,0) h
chcglh)ac) 10,1,0,1) —h
c%cglh}ac) 11,0,0,1) 0
chcgﬂvad 0,1,1,0) 0
CJ{TCLWCLC) 11,1,0,0) 0
chcglh}aC) 10,0,1,1) 0

Tabelle 7.1: Die Tabelle enthilt eine Auflistung der moglichen Zustdnde in zwei-
ter Quantisierung sowie in der Besetzungszahldarstellung. In der dritten Spalte
sind die Erwartungswerte (S,) der z-Komponente des Gesamtspins des Systems
angegeben.

Der Gesamtspin des Systems in z-Richtung wird durch den Operator S, repra-
sentiert, der in zweiter Quantisierung folgende Gestalt annimmt:

2
h
— E : T T
Sz = 5 <CmCiT — Cz’lcil> . (7124)

=1

Dieser Operator liefert fiir die moglichen Elektronenzustidnde die in Tabelle 7.1
aufgelisteten Eigenwerte. Da der Kommutator unseres Hamiltonoperators (7.113)
mit dem Operator des Gesamtspins in z-Richtung S, verschwindet

[H,5.]=0, (7.125)

besitzen die beiden Operatoren eine gemeinsame Eigenbasis. Die beiden Zustan-
de, welche einen Erwartungswert fiir den Gesamtspin (S,) # 0 liefern sind somit
Eigenzustande des Hamiltonoperators H und wir kénnen sofort deren Eigenener-
gien berechnen. Wir erinnern uns an den Hamiltonoperator H aus (7.113):

2
H:Ho—thgaclg—thcha—i—UZcITcmchcu .
o o 1=1
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Fiir den Zustand CITCTQT‘UCL@ = W, (71, 72) x11 (in 1. Quantisierung und Ortsdar-
stellung)®? ergibt sich damit:

HCITCET"UCL@ = 2¢ c}céﬂvac} = ETTc}chlvaC) : (7.126)
Dieses Ergebnis kdnnen wir wie folgt begriinden:

e Der Hamiltonoperator des nicht wechselwirkenden Systems Hy (7.109) ist

durch
Hy = E 500100104— E eocgacga.
loa g

gegeben. Da nur die beiden Zustdnde mit Spin T besetzt sind liefert das
Anwenden dieses Operators fiir die beiden besetzten Zustande je den Wert
£€0-

e Der Hiipfterm muss den Wert Null liefern, da sich beide Elektronen im
gleichen Spinzustand befinden und daher ein Elektronenhiipfen durch das
Pauli-Verbot ausgeschlossen ist. Es wiirde zu zwei Elektronen mit glei-
chem Spin im gleichen 1s-Orbital fiihren. Wir kdnnen das Verschwinden
des Hiipfterms auch formal durch Verwenden der Fermi-Algebra und der
Identitat ¢! ¢! |vac) = 0 begriinden.

10 10

e Der Term der CoulombabstoBung liefert nur dann einen Wert, wenn sich
beide Elektronen beim selben Atom befinden, was bei diesem Zustand nicht
der Fall ist.

Fiir den Zustand chcgi\m@ = W4 (7, 72) x| erhalten wir den gleichen Energie-
eigenwert F|| = 2¢.

Fiir alle anderen Zustédnde ist der Gesamtspin in z-Richtung entartet. Zur Be-
stimmung der Eigenenergien dieser Zustande bilden wir nun die entsprechenden
Matrixelemente des Hamiltonoperators H und diagonalisieren die so entstandene
Matrix, was der Losung der stationdren Schrédingergleichung entspricht.
Analog zur Vorlesung méchten wir zuerst die Matrix angeben und in der Folge
die Berechnung des blau geschriebenen Matrixelements vorfiihren:

260 —1 —1 0
. —t 280 +U 0 t
Hswo=| 4 "o ot U 4 (7.127)
0 t t 260

0Die total antisymmetrische Ortswellenfunktion lautet:

VA = = [0 @) v ) — 0 )l 5)]

wobei wir o (7 — Ry) = 1/)51)(%’) verwendet haben.
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Dabei haben wir die Basisvektoren der Matrix wie folgt gewahlt:

1 0
~ 10 ~ |1
CITC;HUG@ B E chch|vac> =lo]

0 0
7.128
0 0 (7.128)

~ 10 ~ 10

c;c;l]vac) S ERE chc&\vac} =10

0 1

Das Matrixelement <vac|czlclTHcITcL|vac> ergibt sich zu:
<vac|02¢clTHciTcL|vac) = —t (vac|eg ey c;lcu cITcwvac) . (7.129)

Die Vereinfachung des Hamiltonoperators begriindet sich darin, dass das Matri-
xelement nur dann nicht verschwindet, wenn der Hamiltonoperator eine Veradn-
derung des Zustands von 1 | nach 2 | bewirkt (Orthogonalitdt der Zustande).
Dies kann nur vom Hiipfterm —t cglcu verursacht werden. Nun kdnnen wir das
Matrixelement unter der Verwendung der Fermi-Algebra berechnen:

(7.129) = —t (vac|ca cry C;ﬁll (:"l'TcL|vac>

. X + (7.130)
= —t (vac|cy; <_C2L Cn) (—ciT “w)Cu’UaC) .
Weiters Anwenden der Fermi-Algebra liefert!!:
(7.130) = —t <vac|ct2lc£l CITCJ{T cucwvac)
(7.131)

= —t (vac| (1 — Cgl(tgl) <1 - CIT61T> (1 - chcu> lvac) .

Anwendung der Vernichtungsoperatoren auf den Vakuumzustand |vac) liefert
Null. Damit erhalten wir unser Ergebnis:

(7.131) = —t (vac|vac) = —t . (7.132)

Alle anderen Matrixelemente kénnen wir auf analoge Weise erhalten, wobei wir
uns zuerst immer (berlegen welche Terme {iberhaupt nicht verschwindende Bei-
trage liefern.

1Der Farbcode soll lediglich der Unterscheidung der in diesem Schritt verinderten Terme
dienen.
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Beachte: Bei Fermionen kommt es auf die in (7.128) gewdhlte (fixe) Reihenfol-
ge der Erzeugungsoperatoren an. Da der Hiipfterm manchmal die "falsche”
Reihenfolge dieser Erzeugungsoperatoren liefert haben einige Eintrage die
Form —(—t).

Als nichstes miissen die Eigenwerte der Matrix (7.127) berechnet werden, was
wir an dieser Stelle nicht explizit durchfithren. Die Eigenwerte ergeben sich zu:

E1 = 260 s (7133)
1 t<U A2
By =20+~ (U +VOT 16t2> 20+ 7+ U, (7.135)
4t
Ei =20+ ( —VIT162) 'R 22 = (7.136)

Der Grundzustand des H,-Molekiils besitzt die Energie Ey, die fiir geringe Uber-
lappung der Orbitale eine Energieabsenkung von —"% ergibt. Der entsprechende
Eigenzustand, Grundzustand, ergibt sich als eine Uberlagerung des Singulettzu-
stands (Gesamtspin S = 0)*?

, 1 ~ 1 -
|Singulett) = 7 (CITC& - Chch) vac) = E‘I’S(Thrz) (e = xun)
(7.137)
mit kleinen Beimischungen von angeregten Zustinden der Form:
t
| Beimischungen) = Zaiﬁc%chwac) . (7.138)

Fiir den Triplettzustand mit dem Gesamtspin S = 1 haben wir am Beginn un-
serer Uberlegung die Energieeigenwerte der beiden Zustinde mit parallelem Spin
berechnet und als Eigenwerte E;; = E|| = 2¢( erhalten. Fiir den dritten Zustand
des Tripletts

1 1 oL
7 <CITCLL + Chcm lvac) = E‘I’A(T’lﬁz) (X1 +x11) (7.139)

erhalten wir mit (7.133) E; = 2¢, wie erwartet den selben Eigenwert. Im Gegen-
satz zum Singulettzustand erfolgt fiir den Triplettzustand keine Energievermin-
derung, weil wie oben fiir gleichen Spin (S.) = +h argumentiert wurde, kann es

12Dje total symmetrische Ortswellenfunktion lautet:

Wi, 75) = s [87 ) 0f )+ 0 ) v )]

wobei wir wieder ¢; (7 — Ry) = wgl)(v?) verwendet haben.

164



auch hier wegen des Pauli-Prinzips kein Hiipfen geben. Der Triplettzustand ist
kein Bindungszustand, wie in Abbildung 7.8 dargestellt.

B

Triplettzustand

= |Ry — Ry
Singulettzustand

Abbildung 7.8: Skizze der Energieverldufe fiir Singulett- und Triplettzustand als
Funktion des Abstandes der beiden Kerne des Hy-Molekiils. Unsere Approxima-
tionen beschranken die Rechnung auf groRe Abstande. Fiir kleinere Absténde gibt
es zusatzlich Coulombwechselwirkung (AbstoBung), die in der Skizze beriicksich-
tigt sind.

Beachte: Die oben nicht explizit berechnete Energiedifferenz AE = % Zwi-

schen der Grundzustandsenergie von Spintriplett- und Spinsingulettzustand
fiir groBe Abstande erhalten wir auch im Heisenbergmodell. In diesem Mo-
dell nimmt man einen Hamiltonoperator der Form

H=J5,5, (7.140)

an. Dabei liefert der Operator S, den Spin des Elektrons bei dem einen
H-Atom, wahrend §2 den Spin des Elektrons beim anderen H-Atom be-
schreibt. Der Operator S, S, liefert fiir den Singulettzustand mit 7 = 1 den
Eigenwert —% und fiir den Triplettzustand }L. Mit J = % erhalten wir das
selbe Ergebnis:

42 (1 =3 4t2
AE="—"—[-—-—"Z2|="+. 141
U (4 4 ) U (7.141)

Daher kénnen wir statt des Hubbard-Modells das Heisenberg-Modell ver-
wenden, solange wir uns auf niedrige Energien (E; und E,) beschrdnken.
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Kapitel 8

Feynmansche Pfadintegrale

Wahrend wir im vorigen Kapitel Vielteilchensysteme beschrieben haben, mé&ch-
ten wir uns nun wieder auf Einteilchenprobleme konzentrieren. In diesem Kapitel
werden wir die Pfadintegralmethode! kennenlernen, die 1950 von Richard Feyn-
man auf Anregung von Paul Dirac entwickelt wurde. Die Pfadintegralmethode
bietet einen vdllig neuen Zugang zur Quantenmechanik. Sie basiert auf dem Zeit-
entwicklungspropagator U (s, ;) den wir zu Beginn der Vorlesung kennengelernt
haben und ermdglicht eine numerische Behandlung quantenmechanischer Pro-
bleme.

Um den Ubergang zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik besser
zu verstehen, werden wir danach die charakteristische GroRe der Quantenmecha-
nik, das reduzierte Plancksche Wirkungsquantum A, im Rahmen der Diskussion
des Propagators gegen Null gehen lassen, so dass die allgemeine Unscharferela-
tion AA-AB > g welche aus der Quantentheorie | bekannt ist, zu

h—0

AA-AB =0

wird. Dann konnen alle Observablen (z.B.: Ort und Impuls eines Teilchens) wieder
beliebig genau bestimmt werden und wir werden sehen, dass in diesem klassischen
Grenzfall nur noch der Pfad, den das Teilchen klassisch nehmen wiirde, zum Pro-
pagator beitragt.

Anschliebend werden wir zeigen, dass die Pfadintegralmethode nach Feynman
zur Beschreibung eines quantenmechanischen Systems durch die Schrédinger-
gleichung dquivalent ist.

!Die Pfadintegralmethode kann auch bei Vielteilchensystemen angewendet werden. Wir
beschranken uns jedoch auf den Fall eines Teilchens.
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8.1 Motivation

Bevor wir den Propagator der Pfadintegralmethode einfiihren, méchten wir uns
noch einmal an das erste Kapitel dieser Lehrveranstaltung erinnern, in dem wir
im Rahmen der Diskussion des Schrédingerbildes den Zeitentwicklungsoperator
U(t) wie folgt erhalten haben:

Ut) = e wHt (8.1)

Wir definieren den Propagator U(ts,t;) als die Zeitentwicklung eines Anfangs-
zustandes [¢(¢;)) zum Endzustand [¢(¢;)), wobei wir das ¢ in (8.1) durch das
Zeitintervall t; — t; ersetzen. Es gilt:

Ulty t:) = Uty —t;) = e n st (8.2)

Die Zustande transformieren dann gemal (8.2) wie folgt:
[W(tr)) = Ulty,ta) [0 () - (8.3)

In Ortsdarstellung ergibt sich der Propagator U(t;, ;) zu:
Uy, by, i ti) = (FplU (g, 83)[75) - (8.4)

Wir kénnen unsere Entwicklung des Anfangszustandes |¢)(¢;)) zum Endzustand
[9(t£)) nun in Schritte unterteilen. So kdnnen wir die Entwicklung beispielsweise
in zwei Schritten durchfiihren:

Uty ;) = Uty t) Ut 1) . (8.5)

Um diese Gleichung wiederum im Ortsraum darstellen zu kdnnen, miissen wir eine
Vollstandige Eins in |) einschieben. Dies mochten wir in der Folge vorfiihren.
Wir gehen dazu von Gleichung (8.4) aus und erhalten:

U(ry,ty, 7 ti) = (Fp|U (. 13)[75) = <7’f|U(tf,t)/d3?“ [P AU E, t)[75) -
(8.6)
Ziehen wir das Integral nun vor und verwenden erneut die Identitdt (8.4), so
liefert dies:

U(Fy by, t) = /d% U(Fpotp, 7 t) U(F,t, T, ) (8.7)

Unterteilen wir unsere Propagation nun weiter auf N Teilschritte (¢; = 1, t; =
tn), wie in Abbildung 8.1 dargestellt, so erhalten wir:

U(Ty,ty, 7o, ti) Z/dSTN—l"'/d?’?b U(Tr,te, Tn_1,tn-1)

U(Fn-1,tN-1,TN-2,tn—2) - - U(F, ta, 75, t;) .

(8.8)
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Abbildung 8.1: Darstellung moglicher Pfade zwischen zwei Punkten in einer Di-
mension. Es muss in jedem lterationsschritt {iber alle moglichen Positionen z,,
summiert werden.

Beachte: Die Integrale die wir durch unsere lteration erhalten haben bedeuten,
dass wir zu jedem lterationsschritt ¢, liber alle méglichen Positionen z,,
summieren miissen. Insgesamt ergeben sich damit alle méglichen Pfade.
Quantenmechanisch ist kein bestimmter Pfad zwischen zwei Orten 7; und
7'r ausgezeichnet, sondern jeder Pfad ist gleich wahrscheinlich. Dies miissen
wir in unseren weiteren Uberlegungen beriicksichtigen.

Feynman zeigte, dass sich der Propagator nun als Summe der klassischen Wirkung
tiber alle Pfade 7(t) unter den Nebenbedingungen 7(t;) = 7; und 7(t;) = 7
schreiben |3sst?:

U(Fy ty, 7 t) = > e# SOl (8.9)

7(t) | 7(t:)=r,7(ty) =T

Dabei ist das Wirkungsintegral S[7(t)] der klassischen Mechanik ein Funktional
das durch

S[F(E)] = /t _tf at L (710, 7(0). 1) (8.10)

gegeben ist. Die Funktion L <F’(t), ?(t),t) stellt die Lagrange Funktion der klas-
sischen Mechanik dar:

L (F(t), (), t> —T (m), t) ~V (7)) . (8.11)
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Abbildung 8.2: Beugung am Doppelspalt im Bild der Pfadintegralmethode. Das
zweidimensionale Bild stellt dabei die Projektion von (z,y,t) auf (z,y,0) dar.

Alternative Erklarung von Doppelspalt- und Beugungsexperimenten

Betrachten wir zundchst Abbildung 8.2, in der ein Doppelspaltexperiment dar-
gestellt ist. Da wir lber alle Pfade summieren missen und fir jeden Spalt eine
bestimmte Phase erhalten, kann es am Punkt z, y; entweder zu einer konstruk-
tiven oder destruktiven Uberlagerung der Phasen und somit einem Maximum
oder Minimum der Aufenthaltswahrscheinlichkeit kommen.

Y

ausgeblendete Pfade

Abbildung 8.3: Darstellung der Beugung. Pfade die auf das Hindernis treffen
werden ausgeblendet.

Analog kdnnen wir die Beugung am Spalt diskutieren, welche in Abbildung 8.3
skizziert ist. Pfade, die auf das Hindernis, an dem die Beugung auftritt, treffen
werden ausgeblendet. Es gibt damit weniger Moglichkeiten den Endpunkt x4,y

2Wir werden diesen Sachverhalt spater beweisen.
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zu erreichen. Uber alle iibrigen Pfade muss wiederum summiert werden und es
entstehen Interferenzen.

8.2 Ubergang zur klassischen Mechanik

Wie wir bereits erwdhnt haben ist jeder Pfad in Gleichung® (8.9)

Ut = Y b

FOIF(t) =7, 7(t)=7
gleichberechtig. Aufgrund des Faktors % interferieren sich jedoch viele Beitrage
weg. Speziell im klassischen Grenzfall, den wir in der Einleitung zu diesem Ka-
pitel bereits kurz diskutiert haben, stellen wir fest, dass nur noch Pfade um den
klassischen Pfad beitragen.

In unserer Betrachtung des klassischen Grenzfalls i — 0 mdchten wir uns auf
eindimensionale Probleme konzentrieren fiir die V(x) = 0 gilt. Es handelt sich
also um eine kréftefreie Bewegung eines Teilchens mit der Geschwindigkeit v:

tr—t;

v = iklass = (8.12)

Die Translation des Teilchens wird durch die Funktion zy,ss(t) wie folgt be-
schrieben:
Ty — I

xklass(t) =x; + tf — tz

(t—t;) . (8.13)

Das klassische Wirkungsintegral Sy;qss ergibt sich dann zu

ty
Sklass [xklass (t)] = / dt L (zklass(t)a -i'klass (t)v t) ) (814)
t;

wobei die Lagrangefunktion L fir V(z) =0

1

L (xk:lass(t)a i'klass (t)7 t) = §m izlass (815)

ist. Setzen wir (8.15) nun in (8.14) ein, so erhalten wir das klassische Wirkungs-

integral:
b1 zr—1\°
Sklass[xklass<t>] = / dt §m (;—t) . (816)
t; f—w

3Wir méchten darauf hinweisen, dass die rechte Seite der Gleichung eine rein klassische
GroBe (eine Zahl) darstellt. Die linke Seite ist ebenfalls eine Zahl, ein Erwartungswert.
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Der Integrand ist zeitunabhdngig und wir erhalten:

Sklass[xklass(t)} = lm (ajf — 371) (tf - tl) : (817)

klassischer Pfad

Y

Abbildung 8.4: Im klassischen Grenzfall tragen nur Pfade um den klassischen
Pfad bei.

Wir moéchten nun eine Schar an Pfaden betrachten, wie sie in Abbildung 8.4
dargestellt ist. Wir parametrisieren diese Schar durch den Parameter € > 0:

ro(t) = z; + (x5 — ;) (t_t">€ . (8.18)

tr—t;
Daraus erkennen wir sofort, dass gilt: Zx.ss(t) = x.—1(t). Fiir den klassischen
Pfad nimmt das Wirkungsintegral S ein Minimum ein. Es gilt:

95 ()] ~0. (8.19)

&E(t) 2(t)=Tk1ass(t)

Wie nun schon mehrmals erwihnt tragen nur Pfade z.(¢) um den klassischen
Pfad xpqss(t) bei. Dies kdnnen wir wie folgt begriinden.
In Abbildung 8.5 ist das Wirkungsintegral S als Funktion des Parameters ¢ dar-
gestellt. Wie bereits besprochen nimmt das Wirkungsintegral ein Minimum fiir
den klassischen Pfad ¢ = 1 ein. In der Umgebung von ¢ = 1 &dndert sich das
Wirkungsintegral nur wenig, wihrend fiir stark von ¢ = 1 abweichende Werte
des Parameters eine starke Veranderung des Wirkungsintegrals feststellbar ist.
Der klassische Term trigt zum Propagator mit einer Phase e “+ess bei. Relativ zu
dieser haben die iibrigen Terme dann die Phase e (Sl#=(0]=Skiass) Wir betrach-
ten nun den in Abbildung 8.6 skizzierten Realteil* des relativen Phasenfaktors

“Eigentlich miissten wir auch den Imaginirteil betrachten, der Einfachheit halber beschrin-
ken wir uns jedoch auf den Realteil.
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Abbildung 8.5: Skizze der klassischen Wirkung S[z.(t)] als Funktion des Para-
meters ¢ in einer Umgebung von ¢ = 1.

e (Se()]=Skiass) Wir erkennen, dass die komplexe e-Funktion das erste Mal den
Wert —1 erreicht, wenn gilt:

_E_ Sklass
R h o

In Abbildung 8.6 erkennen wir in diesem Bereich eine langsame Verdnderung
des Funktionswertes, weshalb innerhalb dieses Bereiches vorwiegend konstruktive
Interferenz der Summanden auftritt.

Den Bereich in dem konstruktive Interferenz auftritt kdnnen wir grob abschitzen
zu:

™

(8.20)

§ I Sklass
h h

Aulerhalb dieses Bereiches treten starke Oszillationen auf. Die komplexe e-
Funktion wechselt also stdndig ihr Vorzeichen und die so entstandenen Sum-
manden |6schen sich gegenseitig aus. Wir erhalten also auBerhalb destruktive
Interferenz.

<r. (8.21)

~

Lassen wir nun i gegen Null gehen, so wird der Bereich, der konstruktive In-
terferenz liefert immer schmaler, was die Begriindung dafiir ist, warum nur Pfade
mit € =~ 1 beitragen.

8.3 Tatsachliche Berechnung des Pfadintegrals

Die tatsachliche Berechnung eines Pfadintegrals erfolgt nun indem wir das Zeit-
intervall zwischen ¢; und ¢t in N infinitesimale Zeitschritte

tr—t;
At = — 22
N (8.22)
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konstruktive destruktive

Interferenz

Abbildung 8.6: Skizze von Re e (Sl7e()]=5kass) Die starke Veridnderung der klas-
sischen Wirkung fiir stark von £ = 1 abweichende Werte des Parameters ¢ fiihrt
zu starken Oszillationen, die das Verschwinden der entsprechenden Pfade durch
destruktive Interferenz begriinden.

diskretisieren. Diese Diskretisierung ist in Abbildung (8.7) dargestellt. Wie bereits
am Beginn des Kapitels besprochen ergibt sich der Propagator U (7, t ¢, 7, t;) zu:

U(Ty,ty, 7o ti) = /d37“N—1'“/d37“2 U(ry,ty, Pn-1,tn-1)
U(Fy-1,tn-1,TN—2,tN—2) - - U(T2,ta2, Ti, t;) .

Wir kénnen nun jeden in den oben angefiihrten Integralen auftretenden Propa-
gator gemaR Gleichung (8.9) als Summe iiber alle Pfade darstellen. Auerdem
erinnern wir uns an den Ausdruck fiir das Wirkungsintegral Si;.ss (8.17), den wir
fur ein kraftefreies Teilchen erhalten haben. Wir méchten nun dieses Ergebnis
auf drei Dimensionen erweitern und dividieren zusatzlich durch & um einen zum
Exponenten der komplexen e-Potenz dhnlichen Ausdruck zu erhalten:

1 . CIm (7
ﬁSkzass[mzass(t)] =57 ( - ti) (tr —t;) . (8.23)

Setzen wir (8.23) nun in (8.9) ein, so erhalten wir drei verschiedene Fille fiir die
nur der klassische Pfad als konstruktiver Beitrag auftritt:
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Abbildung 8.7: Darstellung der Diskretisierung. Lassen wir die Zeitintervalle At
gegen Null gehen, so brauchen wir nur noch die klassischen Pfade zu beriicksich-
tigen.

e I — 0,
e Mm — 00,
o At — 0.

Den Fall At — 0 kdnnen wir erreichen in dem wir unendlich viele Zeitschritte
(N — oo) durchfiihren. Der Propagator U(7,,t,, 7, _1,tn,—1) vereinfacht sich
dann zu: o

Ut Pt ar) V2 A #(F7) 80 (8.24)
wobei die Konstante A der Normierung dient. Wir m&chten diesen Normie-
rungsfaktor nun bestimmen. Wir fordern, dass der Propagator U(7),,t, 1 +
At, 7,1, t,—1) fiir At — 0 in eine Diracsche Deltafunktion 6 (7, —7,,_1) libergeht.
Die Deltafunktion kann als Grenzwert einer GauBschen Glockenkurve definiert
werden und ist auf 1 normiert. Da die von uns betrachtete komplexe e-Funktion
ebenfalls gaulférmig ist, miissen wir um die geforderte Identitat zu erhalten nur
noch einen Normierungsfaktor hinzufiigen, der garantiert, dass das Integral tiber
den gesamten Raum beziiglich der entsprechenden Integrationsvariable 7, den
Wert 1 ergibt. Wir erinnern uns deshalb an die Ldsung eines Gaullschen Inte-
grals:

o0

/ de™"" = g . (8.25)

[e.o]
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Um nun die Normierung der Funktion auf 1 zu garantieren miissen wir fiir jede
Dimension d mit dem Faktor \/g multiplizieren, wobei sich « zu

tm 1 m

“h2 At 2ihAt

(8.26)

o =
ergibt. Damit erhalten wir fiir die Normierungskonstante A:

A= (srinat) (827

Der gesamte Propagator U (7, t s, 7;.t;) kann im Rahmen der Diskretisierung nun
wie folgt geschrieben werden:

N—oo

U(ry, ty, 5, t;) = lim dBTN—l/dng_Q"'/dgTQ
m

3(N=1) Fn—Tp—1) 2 .
)T P [ (Tt) v ar
)

<2m'hAt
(8.28)

wobei wir verwendet haben, dass sich das Potential V' (7) bei ganz kleinen Zeit-
schritten nur minimal verandert und daher zum Beispiel durch den Wert ange-
ndhert werden kann den es am Ende des Zeitschrittes hat.

8.4 Aquivalenz von Feynmanscher Pfadinte-
gralmethode und Schrodingergleichung

Wihrend die Schrodingergleichung eine Differentialgleichung ist, stellen die Feyn-
manschen Pfadintegrale eine Integralform dieser Differentialgleichung dar. Im Ge-
gensatz zur Schrodingergleichung, bei der man kleine Zeitschritte betrachtet und
somit lokale Informationen erhilt, liefern die Pfadintegrale globale Informationen,
da man hier grolBe Zeitschritte betrachten kann.

Um nun die Aquivalenz der beiden Formulierungen der Quantenmechanik zeigen
zu kdnnen, betrachten wir nun auch in der Integralform nur einen kleinen Zeit-
schritt At =ty —t;, den wir dann gegen Null gehen lassen. Dazu betrachten wir
zunichst Gleichung (8.3) in Ortsdarstellung:

W7+ AL) = / B U(F £+ AL 71 0 1) (8.29)

Im néchsten Schritt setzen wir den Propagator aus (8.28) ein, wobei wir N = 2
verwenden. Obwohl wir nun N endlich wahlen ist es weiter gerechtfertigt nur den

175



klassischen Pfad zu betrachten, da At gegen Null geht:

829 = [ (5 )ge“{?(ﬁf)Q—Wm

2mihAt

—

(1) . (8.30)

Da der Potentialterm von der Integrationsvariable unabhangig ist kénnen wir ihn
vor das Integral ziehen und erhalten:

(8.30) = (

3 im [ F—r! 2
2 _iy(RAt d3 / ﬁ?( At ) At - " 1
27rihAt> e h / r'e W(r't) . (8.31)

An dieser Stelle fiihren wir im Integral eine Variablentransformation A7 =1’ — 7

durch:

3
= m 2 _iV(F)At 3 im (AT?2 — —
(8.31) <2m'hAt) e h /d (Ar) en2 2 p(F+ A t) . (8.32)

Nun bilden wir die Taylorreihe der vor das Integral gezogenen Exponentialfunktion
und der Wellenfunktion ¢ (7 + A7, t):

e RVAL _q _ %V(F)At o, (8.33)
D7+ AT, 1) = B(F, )+00(F, £) Ars + %aiajz/}(ﬁ DARAF + ..., (8.34)

wobei wir in der letzten Gleichung die Einsteinsche Summenkonvention verwendet
haben. Wir werden in der Folge Terme h&herer Ordnung vernachl3ssigen und

erhalten mit a = STPAT-
3 .
(8.32) = (9) (1 - EV(f)At) / & (Ar) =@’
T h

(8.35)

Nun méchten wir die Losung des Integrals in (8.35) besprechen:

e Da ¢(7,t) von der Integrationsvariable A7 unabhéngig ist kdnnen wir die-
sen Term vorziehen. Es bleibt dann ein GauRsches Integral tbrig und wir

erhalten:
T

/ & (Ar) e BNy (7 1) = (-) D7 1) . (8.36)

«
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e Fiir den zweiten Term der Taylorentwicklung miissen wir beriicksichtigen,
dass im Exponenten der e-Funktion das Quadrat des Vektors A7 steht
(AP = (Ar,)* + (Ar,)” + (Ar.)?, wahrend der Faktor Ar; nur eine
Komponente des Vektors A7 darstellt. Wir méchten die Berechnung des
Integrals nun fiir die Komponente Ar, vorfiihren. Die Ableitung der Wellen-
funktion beziiglich x ist wieder von den Integrationsvariablen unabhangig
und wir kdnnen sie vor das Integral ziehen. AuBerdem mochten wir die
e-Funktion gleich wie folgt aufspalten:

a;,;w(f', t)/d(Arx) ea(ATm)QATI/d(Ary) efa(Ary)Q

~/d(Arz) e—eBr)* —

Wahrend die beiden letzten Integrale GauRsche Integrale sind und den Wert
\/g liefern, bekommen wir durch die Multiplikation der geraden GauRschen
Funktion mit der ungeraden Funktion Ar, einen ungeraden Integranden
zwischen geraden Grenzen, weshalb das gesamte Integral den Wert Null
liefert.

Die selbe Argumentation gilt auch fiir die Ableitungen von (7, t) nach y
und z.

(8.37)

e Analog dazu fallen nun auch fiir den dritten Term der Reihenentwicklung
die Mischterme mit ¢ # j weg. Fiir die Terme mit i = j méchten wir nun
wieder als Beispiel die Rechnung fiir die z-Komponente vorfiihren. Genau
wie bei der vorhergehenden Rechnung kénnen wir die zweifache Ableitung
beziiglich = wieder vor das Integral ziehen und wir erhalten:

8§w(ﬁ t)/d(Arx) e—allra)? (Arx)z/d(Ary) o—alAry)?
. /d(ATZ) e—oc(Arz)2 '

Die letzten beiden Integrale haben wieder die Gestalt GauBscher Integrale
und liefern beide den Wert \/g Fiir das erste Integral verwenden wir, dass
gilt:

(8.38)

o 2 1
/ drrie " = T (8.39)

o 20\ «

Wir erhalten damit:

(8.38) = O20(F f)%\/g\/g\/g _ % (g) Pu(Ft) . (8.40)
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Fiir die zweifachen Ableitungen nach y und z erhalten wir das gleiche
Ergebnis. Tragen wir die Terme nun zusammen, so erhalten wir:

% / & (Ar) e B 9,0,(F 1) Ar; Ar;
11 (W)S(82+82+82)¢(4t)_1 1 (W)QA - (8.41)
=200 \g) Gt O TE)en =550(5) avint).

Fassen wir nun unsere Ergebnisse zusammen so erhalten wir:

(8.35) = (%) (1 - %V(F)At) ((g) YD) + 5 5e (g) AW t)) |
(

Im niachsten Schritt kiirzen wir und setzen wieder fiir « ein:

(8.42) = (1 _ %V(mm) (w(ﬁ 4 At

2m

AY(7, t)) . (8.43)

Bilden wir nun das Produkt der beiden Terme, so beriicksichtigen wir nur Terme
bis zur Ordnung At. AuBerdem erinnern wir uns daran, dass wir gerade (7t +
At) berechnen:

PO NG~ LVAAED)  (8.44)

(7t + At) = P(rt) + 5

Jetzt bringen wir ¢(7, t) auf die linke Seite und multiplizieren die Gleichung mit
ih.
E.

— A . — 2
i Y(Ft+ Ati P(rt) _;_mAMﬁ t) + V(P)(7,t) . (8.45)

Bilden wir nun den Grenzwert At — 0 so wird der Differenzenquotient auf der
linken Seite zur Zeitableitung und wir erhalten als Ergebnis die zeitabhdngige
Schrédingergleichung in Ortsdarstellung, womit die Aquivalenz zwischen Pfadin-
tegralmethode und Schrddingergleichung gezeigt ist:

ot

ih (1) = (—%A + vm) W71 . (8.46)

8.5 Anwendungsbeispiel: Aharonov-Bohm-Effekt

Als Anwendungsbeispiel der Pfadintegralmethode mdchten wir nun den Aharonov-
Bohm-Effekt, der bereits in Kapitel 6 vorgetragen wurde, noch einmal besprechen.
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Der Aharonov-Bohm-Effekt beschreibt eine periodische Abhangigkeit der elektri-
schen Leitfdhigkeit eines Rings, dessen eingeschlossene Flache von einem Ma-
gnetfeld durchsetzt ist, vom magnetischen Fluss

(I)magn = /E : dﬁa (847)
wobei F der Normalvektor der felddurchsetzten Fliche ist.

Wie in Abbildung (8.8) dargestellt ist, lassen wir den Elektronenstrom von links
nach rechts durch den Ring laufen.

Abbildung 8.8: Skizze zum Aharonov-Bohm-Effekt.

Die elektrische Leitfdhigkeit o, des Rings ist daher proportional zum Betrags-
quadrat des Uberlapps der Zustinde |7, ¢;) mit |7;,¢;) an beiden Enden des
Ringes:

O¢l X ’<T?f,tf’7_’;,ti>’2 . (848)

Der Propagator U (7, tf, 73, t;) ergibt sich unter der Verwendung von (8.9) wieder
als Summe iiber alle moglichen Pfade unter den Nebenbedingungen 7(t;) = 7;
und F(tf) = Ffi

i rtf N
U7y by 7inti) = (Pl i) = Y eh bl #HTOM00 (8.49)
Pfade

Die Lagrange-Funktion
LG%LWQJ)zPﬂQ—H’ (8.50)
ergibt sich mit dem kanonischen Impuls P

ﬁ:nfﬁw+gl, (8.51)
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wobei A das Vektorpotential des Magnetfeldes ist und der Hamiltonfunktion H

H = % + V(7) (8.52)
- L <F(t), (), t) = Sff -7 (t) + Lo (F(t),?(t),t) . (8.53)

Dabei ist Ly (F(t),?(t),t) eine nicht vom Magnetfeld B abhingige Lagrange-
funktion.

Im nichsten Schritt spalten wir nun das Wirkungsintegral im Exponenten der
komplexen e-Funktion in Gleichung (8.49) in einen magnetfeldabhangigen und
einen magnetfeldunabhdngigen Term auf:

(849) = 3 eic S @A) | g [ dt Lo 700 (8.54)
Pfade

Im Grenzfall eines sehr diinnen Rings gibt es jeweils nur einen moglichen Pfad fiir
die obere wie auch die untere Halfte des Rings. Die Summe iiber alle moglichen
Pfade wird daher zu einer Summe iiber Pfad 1 und Pfad 2, wie in Abbildung 8.8
dargestellt ist.

Als nachstes berechnen wir die Phasendifferenz Ay zwischen den beiden Uml-
aufwegen, Pfaden, P1 und P2:

Ay — i (fp AP [y Adr) 6%( Jot dt Lo(Fp ()71 (8),0)— [, dt Lo(ipa(t)7p2(1).1)) .

TV
eiX12

(8.55)
Dabei haben wir einen magnetfeldunabhingigen Phasenfaktor ¢™X12 eingefiihrt,
in den die Geometrie des Rings eingeht. Betrachten wir nun den Exponenten
der ersten e-Funktion auf der rechten Seite von Gleichung (8.55), so kdnnen
wir die Differenz der beiden Integrale auch als Ringintegral schreiben, da die
Umlaufrichtungen in den beiden Halften entgegengesetzt sind:

ie > - ie [ -
— A - dr— A-dr|=— ¢ A-dr. 8.56
he (/131 ' /PQ T) hC% " ( )

Verwenden wir nun den Stokeschen Integralsatz, so kénnen wir (8.56) auch schrei-
ben als:

(8.56) = ;_L—i /dﬁﬁ x A= [4F B = = Dnagn (8.57)
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Verwenden wir, dass gilt i = 4= und ®; = 2, wobei @, das Flussquantum ist,

so erhalten wir fiir die Phasendifferenz A:

_ 2mi Taon 1X12
Ap =e™ 220 M2, (8.58)

Unter Vernachlassigung aller anderen Pfade und etwaiger Vorfaktoren erhalten
wir damit fiir den Propagator U (7, ts, 7, 1;):

it - kN - Pmagn | .
U(f,f’ tf, Fi, tz) ~ el ftif dt L(Fp1(t),7p1(t),t) (1 + 627”N>(§7+ZX12> . (859)

Fiir die elektrische Leitfahigkeit o.; ergibt sich somit:

2

Doy

e ~ Uy ty, 7o ti)] ~ ‘1 4P ey T (8.60)

Die Leitfahigkeit oszilliert aus diesem Grund mit wachsendem magnetischen Fluss
®,,09n, Mit der Periode 2®,, wie in Abbildung 8.9 dargestellt ist.

A

2d,

-
2

(I)magn

Abbildung 8.9: Schematische Darstellung des Verlaufes der elektrischen Leitfa-
higkeit o.; als Funktion des magnetischen Flusses @,y

Beachte: Der Aharonov-Bohm-Effekt stellt ein Beispiel fiir die Nichtlokalitat
der Quantenmechanik dar. Obwohl sich die Elektronen nicht in dem Bereich
bewegen, in dem der magnetische Fluss den Ring durchsetzt hiangt die
Leitfahigkeit von diesem ab.
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