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In zweiter Quantisierung hat der Hamilton-Operator H folgende Gestalt:
H= > ¢ (piolholej,0)ej0r (1)
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Die |p;, o) sind Eigenzustinde von hy und daher gilt:
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Damit bekommt der Hamiltonoperator in zweiter Quantisierung die folgende
Form:
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Man benoétigt also das Matrixelement des Impuls-Operators ﬁ' (in erster Quan-
tisierung):

(0’ [pI7, 0) = (7' P17} 6o ()
Um das Matrixelement (7|p]7) zu berechnen, fiigt man zweimal eine vollstindige
Eigenbasis (1 = [ dp|p)(p]) des Impulsoperators 7 ein und beniitzt die Tatsa-
che, dass der Operator ﬁ’in dieser Basis diagonal ist, d.h.: (7 |ﬁ1ﬁ) = p6B) (p—p).
Ferner kennt man die Projektionen von Orts- auf Impulseigenzustinde, was
nichts anderes als eine ebene Welle ist:

1 i o
(rlp) = ger’
(27h) ;. (6)
<ﬁ]7:> = (27‘(‘71)% e n

Damit erhilt man nun fiir das Matrixelement (7|p]7):
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(Beachte, dass die Ableitung auf die J-Funktion wirkt!). Setzt man diesen Aus-
druck nun in Formel 5 bzw. 4 ein, so erhilt man:
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Bei der letzten Umformung wurde hier die partielle Integration verwendet. Die
Rechnung fir den Orts-Operator ist vollig analog.
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Ein allgemeiner Zwei-Teilchen-Operator O in zweiter Quantisierung hat bei Ver-
wendung einer beliebigen Basis |p;) des Ein-Teilchen-Hilbertraums H™) hat
folgende Gestalt:
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Hierbei ist 6 der entsprechende Zwei-Teilchen-Operator in erster Quantisierung.
In Ortsdarstellung lautet die Darstellung des Coulomb-Operators dementspre-
chend:
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Das entsprechende Matrixelement lautet:
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(Anmerkung zur Notation: #1) ist der Orts-Operator, der im Hilbertraum (1)
des “ersten” Teilchens wirkt. Eigentlich miisste man ihn als RON 13, wobei
1(® der Einheitsoperator im Hilbertraum (2) des “zweiten” Teilchens ist. ")
wirkt auf die Zustdnde |7y, 04) bzw. (¥, 01|, d.h. die in dieser Notation sind
die duBeren Zustdnde aus dem Hilbertraum (1) wéhrend die inneren aus dem
Hilbertraum (2) sind.)

Setzt man das Matrixelement 11 nun in 10 ein, so erhélt man fiir den Coulomb-
Operator in zweiter Quantisierung in Ortsdarstellung:
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Um den Coulomb-Operator nun in Impulsdarstellung zu berechnen geht man

von Gleichung 10 aus und ersetzt die Ortsvariablen 7; durch die Impulsvariablen
Dy
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Demzufolge ist statt dem Matrixelement in Gleichung 11 das entsprechende
Matrixelement fiir die Impulseigenzustiande zu berechnen:
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Hier wurde im letzten Schritt viermal die vollstédndige Ortsbasis 1 = [ d3r|F) (7]
eingefithrt. Nun verwendet man die Tatsache, dass die Projektionen von Orts-
auf Impulseigenzustdnde Exponentialfunktionen sind (Formel 6) und setzt fiir
das Matrixelement des Coulomb-Operators mit den Ortseigenzustinden den
Ausdruck aus Formel 11 ein. Danach fithrt man mit Hilfe der darin enthaltenen
d-Funktionen die d®rs- und die d®r4-Integration durch. Als Ergebnis erhilt man:
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Im néchsten Schritte fihrt man die Variablensubstitution ¥ = 71 + 7 durch:
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Diesen Ausdruck setzt man nun in Formel 13 ein und fithrt mit Hilfe der entspre-

chenden é-Funktionen die o3- und die o4-Summation sowie die d3p4-Integration

durch. Der Coulomb-Operator in zweiter Quantisierung nimmt danach folgende
Gestalt an:
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Nun fiihrt man die Variablensubstitution p3 = ps + ¢ durch (die Variable ¢
ist dann genau der Impulsiibertrag zwischen den beiden Teilchen durch die
Coulombwechselwirkung):
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Es verbleibt die Berechnung des Integrals
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Da dieses Integral nicht konvergiert fiigt man im Integranden den Term

1 = limy_, o4+ ¢~ ein. Danach zieht man den limy_ o+ vor das Integral d3r
(was eigentlich nicht erlaubt ist, da der Konvergenzsatz von Lebesgue nicht
anwendbar ist, und erst recht nicht der Konvergenzsatz von Beppo-Levi). Das
d3r-Integral ist somit aufgrund des dampfenden Faktors e~ ™! konvergent:
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Um dieses Integral zu berechnen fiihrt man Kugelkoordinaten ein. Dabei wéhlt
man das 7~ Koordinatensystem so, dass ¢ in diesem Koordinatensystem in z-
Richtung zeigt. Damit wird 7¢ = |7]|q] cos(d) = rqcos(f) (mit |7 = r und



|7l = ¢). Der Integrand héngt dann nicht von ¢ ab, und die dy-Integration
ergibt einfach einen Faktor 27:
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Die Substitution cos(f) = w fithrt mit sin(f)df = —du und den neuen Grenzen

0 — 1 und 7 — —1 auf (Umtausch der Integrationsgrenzen hebt das — vor dem
du auf):
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Einsetzen dieses Ausdrucks in Gleichung 18 fiir den Coulomb-Operator liefert:
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Bemerkung zu Beispiel 15¢: Aufgrund der eigentlich nicht erlaubten Vertau-
schung des limy_,o4+ im Integral 19 bzw. 20 ist die Berechnung dieses Integrals
in der obigen Ableitung etwas fragwiirdig. Es gibt jedoch eine Moglichkeit das
Integral 19 ohne Einfiihrung des Konvergenzfaktors e=*" zu berechnen.

Die Grundidee ist, die Funktion 1/r nicht als Funktion sondern als Distributi-
on, d.h. als lineare Abbildung aus einem geeignet gewahlten Funktionenraum
in den Skalarkorper aufzufassen. In Bezug auf Fouriertransformationen ist der
geeignete Funktionenraum der Schwartz-Raum S(R™):
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wobei 7 = (z1,...,7,)T € R™ ist. S(R™) ist also der Raum aller auf R™ un-
endlich oft differenzierbaren Funktionen, die um Unendlichen schneller als jedes
Polynom, d.h. als jede Potenz von x;, abfallen. (Ein Beispiel fiir eine Funktion
o(7) € S(R") ist e~ (@i+-Fa7) )
Die Fourier-Transformation stellt nun eine bijektive Abbildung von S(R™) in
sich selbst dar, d.h.:
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Des weiteren ist S ein linearer Vektorraum iiber C und besitzt als solcher den
zugehorigen Dualraum S, d.h. den Raum aller linearen Abbildungen von S in
den Skalarkorper C. Fiir f € & gilt also (¢, f) € C,Vyp € S. Man nennt f eine
temperierte Distribution.

Eine Distribution f wird nun reguldr genannt, wenn es eine lokal integrierbare
Funktion f(7) gibt fiir die gilt: (¢, f) = [d"z o(7) f(7),Ve € S, d.h. die Funk-
tion f(7) “erzeugt” die Distribution (., f).

Man kann nun fiir temperierte Distributionen ebenfalls die Fouriertransforma-
tion auf folgende Weise definieren:

(0, FIf]) = (FLel, ), (26)

man geht also dhnlich vor wie bei der Definition der Ableitung fiir Distributionen
und lésst die entsprechende Operation einfach auf die Testfunktion wirken.
Nun kénnen wir unser Problem behandeln: f(7) = |—i~| = % ist im Sinne des oben
gesagten eine temperierte Distribution. Thre Fouriertransformation ist geméafl
Gleichng 26 definiert als:
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Die Frage ist nun ob die Fourier-Transformierte der Distribution % eine reqguldre
Distribution ist, d.h. ob es also eine lokal integrierbare Funktion ¢(g) fir die
gilt:
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Um ¢(§) zu bestimmen machen wir einige Umformungen an den Integralen, die
die Fouriertransformierte von % definieren:

Wir gehen bei der Berechnung dieser Integrale nun auf Kugelkoordinaten iiber
(sowohl beziiglich 7 als auch beziiglich §). Die Integrale iiber den Winkelan-
teil verlaufen iiber kompakte Teilmengen von R, daher kann man alle Win-
kelintegrationen beliebig untereinander und mit der dr- bzw. der dg-Integration
vertauschen. Wichtig ist nur, dass man die dr- nicht mit der dg-Integration
vertauschen darf. Man erhélt dann fiir obiges Integral 29:
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Zur Berechnung der ¢z bzw. der 6zIntegration geht man nun genauso wie fiir
Integral 20 vor, d.h. man nimmt an dass 7¢ = rq cos(fz) ist. Damit erhélt man:
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Man erkennt nun, dass dieser Ausdruck nicht mehr von den Winkelvariablen 2
beziiglich des Vektors ¢ abhéngt. Daher kann man nun folgende Funktion ¢(q)
definieren:

B(g) = /[ 6@ (32)

Es ist leicht zu sehen, dass @¢(q) € S(R!) ist (oder genauer in S(R™)). Mit
dieser Definition und dem Ergebniss 31 lédsst sich Integral 30 folgendermafien
schreiben:
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Nun betrachte ich das Integral
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(Der Term mit e~%" ergibt genau dasselbe, da sowohl im Exponenten als auch

vor diesem Term ein zusatzliches Vorzeichen auftreten. Daher muss man nur
den Ausdruck 34 berechnen und ihn dann mal 2 nehmen.)
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Nun ist aber die Fouriertransformierte der S(R!)-Funktion ¢ wieder eine S(R!)-
Funktion, da die Fouriertransformation ja S auf sich selbst abbildet. Daher fallt
die Fouriertransformierte von ¢ fiir r — oo schneller als jede Potenz von r, und
insbesondere ist F[@(q)](r = co) = 0. Damit erhélt man:

| i [T daae@ier = Feale =0 = [Caew o)

Dies setzt man nun in 33 ein und benutzt 32 so erhélt man (unter Berticksich-
tigung des Faktors 2, der vom Term mit e~*4" kommt):
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Um nun g(§) zu identifizieren muss man das Integral in Kugelkoordinaten wieder

in ein d3¢-Integral umschreiben. Zu diesem Zweck muss man den Faktor g2

ergédnzen und dann natiirlich auch wieder durch ihn dividieren. Damit ergibt

sich:

[ 0oy = [ Eaede@ (39)

Man erkennt also, dass die Fouriertransformierte von % eine regulédre Distribu-

tion ist, die durch die lokal integrierbare Funktion ﬁq% erzeugt wird.



