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Wiederholung Einschrittverfahren

Explizites Einschrittverfahren:
Aus der Kenntnis der Losung y"(x) lait sich direkt der Wert an der nachsten
Stiitzstelle y"(x,,) berechnen [x;x.,, sind Stiitzstellen, h=x.,,-x; Schrittweite]

y" (%)= Y" (%) +h ®(x, y"(x);h) mit y"(x,) =y,

Die Funktion d(x,y;h) ist charakteristisch flir das verwendete Einschrittverfahren

D

y VORTEIL:

n Die numerische Losung im Intervall [a,b] erfolgt auf einem Gitter von Stiitzpunkten
X, 1=0,1, ..., N mit x,=a, x,=b, welche bei einem Einschrittverfahren nicht

“ notwendigerweise aquidistant sein mussen. Die Schrittweite ist h bzw. hi=x;,,-X;
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Probleme der Quantenmechanik

Probleme der Quantenmechanik erfordern die Losung der Schrodingergleichung

Beispiel: Schrodingergleichung

n? d? :
————+VI(X X)=Ew(X und Randbedingungen
in einer Dimension { ( )}W( ) l//( ) o

dx’> &’
w(x)
.- Geyvohnllche I?lfferentlal- " (x)+w(x ) (x)=0 und Randbedingungen
Bl ] gleichung zweiter Ordnung
R
)

n Im Prinzip kann man diese Differentialgleichung durch ein Runge-Kutta-Verfahren
“ losen. Meist verwendet man fur die Losung das Numerov Verfahren
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Das Numerov Verfahren

Bekannt auch unter Fox-Goodwin-Verfahren

Man betrachtet die Differentialgleichung U”(X) + W(X)U(X) =0

/

Aquidistante Stiitzstellen: X, =X, + /A mit j =012,V und u(x,)=u,

Darstellung der zweiten Ableitung mittels Taylorreihe:

u. =u AU + lAzu,’; + lA‘°’u,’7” = iA“u,(fv) + LASU,(?V) + O(A6 )
) 2 6 24 120

Summation fuhrt zu

ia 2
u,..—2u +u A°
1 U,,; _ n+ AZn n-1 = U,(7/V) 4 O(A4)
D
y Darstellung der vierten Ableitung mittels Differentialgleichung:
n - " w. U . —2W U +W, .U
lJ ur('/V) — —(WU) — _ " n+1™n+ A/72 n nA"n1 4 O(AZ)
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Das Numerov Verfahren

Zusammenfassung aller Terme

2
U U,q — 2un U, A ((_1) Wpallpa — 2M/nun W, U j 4 O(A4) — —w

n AZ 12 AZ .

Algorithmus fir praktische Rechnung

] |

] | _ A2

. Q. .=12u, -10Q -Q , mit Q = 1+EW,7 u,

p

ﬂ Die Kenntnis der Losung bei zwei Funktionswerten (Rand- oder Anfangs-
“ bedingung) ist fiir eine eindeutige Bestimmung von u erforderlich
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Anwendung des Numerov-Verfahrens

Anfangs-/Randwertproblem: u,=a, u,=b

A’ A?
Q, =(1+Ewojuo, Q =(1+Ewlj U,

Q,=12u, -10Q, — Q,
Q,

2
1+AW2
12

Q3 =12U2 _10Q2 _Ql

vv
S

1 | Q... =12u,-10Q,-Q,,
Qn+1

.’ un+1 = AZ )
g (1+ 1Wn+1)

n+1

2

“ Hinweis: Fur u“+wu =0 l3sst sich in der RB u,=0 oft die Linearitat ausnitzen.
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Mehrschrittverfahren

Numerov Verfahren ist spezieller Algorithmus fur gewdhnliche Differential-
Gleichungen zweiter Ordnung = keine einfache Erweiterung von Einschritt V.

Nachstehend die Entwicklung von Algorithmen, die als Erweiterung von
Einschrittverfahren angesehen werden konnen.
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Konstruktion von Mehrschrittverfahren

In einem Mehrschrittverfahren zur Losung des Anfangswertproblems

y' = f(x,y) mit y(x,)=v,
Wird zu r >1 gegebenen Naherungswerten n, flr y(x,) k=j, j+1,..., J+r-1 ein neuer
N&herungswert flir ’71+r fur y(x;,) berechnet.

y'=f(xy) I dt f(t, y(¢)) V(%p0i)- ¥(%,-)

Xp-j

Man ersetzt f(x,y) durch ein Polynom, welches an aquidistanten Sttzstellen
X=Xy t]h die Funktion f(x,y) wiedergibt.

(] | q pk q (x X )
(] | Y(Xp+k)—y(xp_j)=Zf( oir Yoo Ide mit L, (x H x ;‘f
i=0 Xp_j 0=0,0#i p—/
R 4 q N\
’ =n. .+h f
h Mehrschrittverfahren ok = To-) ;ﬂ‘“ P
Xp+k k q
By 1 _[de,(x)z Ids I1 (£+5) fur i=01.2,....q
“ \_ L 5 e (=) Y
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Prediktorverfahren

NN ENENNE

Verfahren von Adams-Bashforth:

k=1, =0, 0=0,1,2,.. Bo 1
2By, 3 -1
77p+1 77p + h|. qO p ’Bql fp -1 T aq fp—qJ 1252i 23 -16 5
0 (£+5) 2By 55 59 3T -9
= | ds fur i=012,..., g

P ! leo_,,L (¢—i) | 720, 1901 2774 2616 1274 251

Verfahren von Nystrom:

k=1, =1, 9=0,1,2,..

77p+1 = 77p -1 + h[ﬁqo p ﬂql p— 1 Iqu p— qJ
- f E + s
i B = _[ds i=012,...,q
. -1 (U= Of;tl
,’ Beide Verfahren erlauben unabhangig
n von der Funktion f(x,y) die explizite

Berechnung des nachsten Schritts

“ —> Prediktorverfahren
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Korrektorverfahren

Verfahren von Adams-Moulton: B\i [ 0 | 1 | 2 | 3 | 4
k=0, j=1,0=0,1,2,.. Ba ;
2B, 1 1
77 77p 1+h[ q0 p IBqlfp—1+ qq p qJ 12652i 5 8 -1
- (£+s) .. . 2B, 9 19 5 1
P —_jldsle;L (¢-i) firi=012...4 720B, 251 646 264 106 -19
Verfahren von Milne-Thompson:
k=0, |=2, q:0,1,2,..
o =77p 2+h|_18q * Pq p1 ﬁqq qu
]| ;
e I H fur i=012,....9
\ .
,’ Beide Verfahren erlauben flir eine
n allgemeine Funktion f(x,y) keine explizite
Berechnung des nachsten Schritts
“ —> Korrektorverfahren
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Allgemeine Mehrschrittverfahren

Allgemeine Form eines r-Schrittverfahren:
77j+r +ar_177j+r_l+°°°+a077j — hF(Xj,77j+r,77j+r_1,...,77j;h; f)

Bisher besprochen: Lineare Mehrschrittverfahren
F hangt linear von f ab

F 0377 e Mg o530 ) =D (7 )b (%7, )

(] |

1 Beispiel: r=q+1-Schrittverfahren von Adams-Bashforth

.’ a,=-1 a,,=-=3,=0 b, =0
s

‘i bq—l :ﬂqlz“‘ds | I %S
O — V)
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Konsistenz von Mehrschrittverfahren

Analog zum Einschrittverfahren: Definition des lokalen Diskretisierungsfehlers

i=0

(%, y:h):%{zm )| iz ) - 2l f)—rz‘laiz<x+m>}}

Konsistenz eines Mehrschrittverfahrens
Mehrschrittverfahren konsistent, falls V f €F,(a,b) eine Funktion ofh)

existiert mit lima(h)=0, sodass
h—0

T z(x,y;h)<o(h) Vxelab]
Verfahren p-ter Ordnung, falls fir f e Fp(a,b) gilt O'(h)=0(hp)
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Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Analog zum Einschrittverfahren: Definition des globalen Diskretisierungsfehlers

exakte Losung
—

e(x,&;h)=n(x,&h)-y(x) & =1~ Y(x)

o

Fehler an den r Stitzstellen

'

Numerische Losung

Konvergenz eines Mehrschrittverfahrens
Mehrschrittverfahren heilst konvergent, falls

limz(x, &;h )= y(x) hn=X_nXO mit n=1,2,---

- Falls fur alle x e [a,b], f e F(a,b) und Vv &(z,h) fiir welche p(h) existiert,
die Beziehung gilt

R :
) e(z,h) < p(h) ¥ zeR,, limp(h)=0.

h—0
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Extrapolationsverfahren

Grundlage: asymptotische Entwicklung des globalen Diskretisierungsfehlers
Beispiel: Anfangswertproblem: Y = f(x,y) mit y(x,)=y, und x, €|a,b]

Numerischer U(Xo; h) = Yo

Algorithmus (X, +h;h) =y, +h (x5, Y,)
zur Integration .

der Differential-

gleichung 77(X+h;h)=77(x—h;h)+ 2h f(X,n(X;h))

Der Algorithmus fuhrt zu folgender Naherung n(x;h) der exakten Losung y(x):
A S X
I 06 =y00+ 20, 00+ (27, ()} E,o (i)
k=1
n Fehler: e(x;h)=n(x;h)-y(x)= hz[ul(x)+ (—1X’h)vl(x)]+ O(h“)

I !
Oszillation mit n=x/h
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Graggsche Funktion und Extrapolation

[Graggsche Funktion: S(x;h)= %[n(x —h;h)+277(x;h)+7(x +h; h)] ]

Einsetzendes  S(x;h)=2{y(x)+%[y(x+h)+ y(x—h)]}+%gh2"{uk(x)+%[uk(x+h)+uk(x—h)]}

Algorithmus
Tty — (1L th"{vk —1[v, (x+h)+v, (x=h)+0(h*"+?)
i Entwickeln von
x/h~ +
o y(x£h)u (ch) s(xh)- y(x)+h{u1( }zh%[u 7, (x)]+ o(h2*+2)
u (xxh) liefert I
l’ A
g Der fihrende Term der Entwicklung
n enthalt keinen oszillierenden Faktor
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Graggscher Algorithmus: Anwendung

Gesucht: Loésung von y‘=f(x,y) an der Stelle x=x,+H

Algorithmus:
Rekursion fir h= % 7 = Yo

X, =X +h 771ZYO+hf(X’770)
Xa=X+h  n.=n, +2hf(x,n,)firj=12,--,n-1

J

Bildung der Graggschen Funktion: S(X; h) = %[nn +n,_,+hf (Y =X, 7, )]

] |
(] |
Durchfiihrung:
.’ Berechnen von S(x;h,) fur eine Folge von Schrittweiten h.=H/n. mit n=2,4,6,...
y
R S(x;h)=y(X)+ah?+---+ah*

“ Anwendung des Neville Algorithmus flr Extrapolation auf h=0 liefert
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Vergleich der Algorithmen

Einschrittverfahren
Vorteil: optimierte variable Schrittweite
Nachteil: starre Ordnung, hoher Aufwand

Mehrschrittverfahren
Vorteil: beilinearen Problemen, geringerer Aufwand
Nachteil: starre Ordnung, feste Schrittweite, erste Schritte
mit Einschrittverfahren

:: Extrapolationsverfahren

Vorteil: keine feste Ordnung, hohe Genauigkeit mit geringem
.’ Aufwand, einfach fir komplexe Probleme
h Nachteil: bei einfachen Problemen wirken sich Vorteile nicht aus
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Computational Physics - Probleme der Quantenmechanik

Mikroskopische Systeme werden im Rahmen der Quantenmechanik
durch die Wellenfunktion beschrieben, welche sich als Losung der
Schrodingergleichung unter vorgegebenen Anfangs- bzw. Rand-
bedingungen ergibt. Zur numerischen Losung versucht man die
Dimension des Problems durch geeignete Entwicklungen (z.B.
Partialwellenentwicklung) zu reduzieren.

Typische Fragestellungen der Quantenmechanik sind:

(1) Bindungszustande der radialen Schrodingergleichung
(2) Streulosung der radialen Schrodingergleichung

(3) Reflexion und Transmission am Potentialwall
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Radiale Schrédingergleichung: Probleme

Viele Fragestellungen in quantenmechanischen Problemen erfordern die

. s : 2
Lésung der Schréodingergleichung. {_vaz +V(F)} W(F)Z Ew(F)

Fiir zentralsymmetrische Probleme V(F)=V(r)

Partialwellenentwicklung w(F)= Z uffr) P,(cos6)
/=0
Radiale Schrédingergleichung {—h—zd—2+V(r)}u (r)— Eu (r)
2m dr? I
Anwendungsbeispiele:

Berechnung von Bindungszustanden

Bindungszustande im H-Atom
Bindungszustande von Neutronen im Gravitationsfeld

Berechnung von Streuzustanden

Streuung von Neutronen an einem Kernpotential — Levinson-Theorem
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Eigenschaften der radialen Schrédingergleichung

Die radiale Schrodingergleichung hat eine Singularitat bei r=0

0

Fuchssche Klasse: fiir r > 0 gilt u,(r)=> a,r“" =a,r* +a,r“ +a,r

n=0

a+2

Einsetzen des verallgemeinerten Potenzreihenansatz fihrt auf
> Ha+nfa+n-1)a,r"?—¢(¢+1)a,r "’ + ;—T(E —V(r))anr‘““} =0
n=0

Koeffizientenvergleich fur n=0 fuhrt auf Bestimmungsgleichung fir «

ala-1)-0(1+1)=0 = a=1%(/+1)

Differentialgleichung mit (r) {aor " regulare LGsung
/

Singularitdt bei r=0 =0 “la,r irregulare Losungen
Anfangswertproblem fiir reguldren Lésung: u,(r=0)=0, u,(r=Ar)=g=0 Ar>0

Anfangswertproblem fir irreguldre Losung: u,(r = R1)= 9, u(r=R,)=g, Ar<o
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Anwendung des Numerov Verfahrens

Man betrachtet die Differentialgleichung  u"(x)+w(x)u(x)=0

X —r, u(x)—u,(r) und W(x)aw(r):i_m(E —V(r))—é(#“l)

Aquidistante Stitzstellen: X, =Xp,+ /A mit j=0,12,--N und u(xj):u/.

n_

Zweischrittformel |1+—w, ., v ,—|2-10—w, |u +|1+—w , |u _,=0
12 12 12

1 Algorithmus fur praktische Rechnung

l’ Q

+1

=12u,-10Q,-Q,, mit Q =[1+—W ]u

J Die Kenntnis der Losung bei zwei Funktionswerten (Rand- oder Anfangs-
l bedingung) ist flr eine eindeutige Bestimmung von u erforderlich
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Spezialfall: requlare Losung fir p-Wellen

Bei einer reguldren Lésung ist u,=0. Damit wird in den meisten Fallen Q,=0.
Aufgrund der Singularitat im Zentrifugalwall der radialen Schrodinger-
gleichung kann es aber zu endlichen Werten kommen.

U(F)T)aor“l = Woly = (i—T(E -V (I’ = 0))_ f(l;;i-l)) aol’“l = —€(€ +1)a0r“
0 fir £=0,2,3,---
= Q= A 1 ) |
s e —EZa():——u(r:A) fur£=1m|tu(r:A):aoA2
1]
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Bindungszustdnde der radialen Schrodingergleichung
Beispiel H-Atom

{_ n* { d> /(¢ +1)}_V (r)}U(r) — E u(r) Wellenfunktion u(r)

2 2
2m{ dr r Energie E
2 /(7 +1 _ m
Umformung —+k*+ ( ) )—U(r) u(r)=0 mit k*==—-~E
dre r h
i w(r)
(3 | . ST
m| Beispiel: H-Atom
l’ _
g r COUIOmprtentlal VA Ordnungszahl, Zahl der Protonen
‘ ) ‘\. Za he o, =1./137.035989 Feinstrukturzahl
V(r)=- 7c=197.327053 eVnm
lJ I m.c* =0.51099906 MeV Ruhemasse des Elektrons
@ Elektron
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Problemangepasste Einheiten

Die numerische Losung physikalischer Probleme sollte mit angepassten
Einheiten erfolgen.

sz mit Bohrradius a, = e >=0,05291772 nm
a, a,m.cC

Transformation der Differentialgleichung flhrt auf

27 | . Dimensionslose Form
] | d +—10(p) =0 der Differentialgleichung

Die Energie ist in Einheiten der Bohrenergie E, gegeben

f== mit E, :%meczaf =13.59829 eV

L Es
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Berechnung von Bindungszustanden

Eine charakteristische Eigenschaft von Bindungszustdnden ist, dass sie
guadrat-integrabel sind, d.h. J-dp‘ﬁ(p'g){z _C mit 0<C <o
0

Bedingung an Bindungswellenfunktion im Asymptotischen:
Damit dieses Integral endlich bleibt, muss die Losung flr asymptotische r -
Werte verschwinden, d.h.wir suchen Lésungen mit der Eigenschaft

U(p)—= >Cexp(—\/:p) mit ¢ <0

Bedingung an Bindungswellenfunktion im Ursprung:
T | Der Bindungszustand muss aber gleichzeitig auch eine regulare Losung
sein, d.h. der Wert von U(p; 8) muss am Ursprung verschwinden.

) 4

n Beide Bedingungen konnen gleichzeitig nur fur diskrete e&-Werte erflllt
werden, welche numerisch durch mehrmalige gezielte Versuche (Einfach-
“ SchieRBverfahren) iterativ bestimmt werden.
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Radiale Schrodingergleichung — Beispiel H-Atom

{_ n* { d> /(¢ +1)}_V (r)}U(r) — E u(r) Wellenfunktion u(r)

2 2
2m{ dr r Energie E
2 0(0+1
Umformung —+k*+ ( ) )—U(r) u(r)=0 mit k*= 2”2]6 E
dre r ) h
i w(r)
(3 | . . _
m| Beispiel: H-Atom
l’ _
g r COUIOmprtentlal VA Ordnungszahl, Zahl der Protonen
‘ ) ‘\. Za he o, =1./137.035989 Feinstrukturzahl
Vi(r)=-

“ @ Elcktron '

7c=197.327053 eVnm
m.c* =0.51099906 MeV Ruhemasse des Elektrons
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Eigenschaften der radialen

Schrodingeragleichung - Reqguldre Losuno

In physikalischen Problemen sind wir meist an reguléren Losungen interessiert,
d.s. Losungen mit endlicher Wahrscheinlichkeitsdichte bei r = 0.

d? 0(0+1) 27 |-
=+ & — ( > )+ U(p)=0
dp P P
) W(p) ]
:: Dliﬁerent.iall-lglei(.:hfmg mit ~ d(p) c, ,of_+1 .regulé'lure Lt')"sung
Singularitat bei r=0 7% " ld,p" irreguldre Lésung

R
,’ Flr die numerische Bestimmung der regularen LOsung muss man

folgende Startwerte fir den Numerov Algorithmus festlegen:

u,=0 und u,=g=0

28
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Das Einfach-Schieldverfahren

Bindungszustande sind durch diskrete Energieigenwerte charakterisiert, welche man
terativ bestimmen muss.

Start der Nullstellenbestimmung: Wahl von & <0 und Berechnung von
ﬁ(pN) = Uy = eXp(_\/;p/v) und ﬁ(qu) =y = eXp(_\/;qu)

bzw. &mz[ng(/@ n) =1 J(iN=¢ m)} mit m = N, N —1

Ldsen der Differentialgleichung: von aufden nach innen, d.h. 4
il ON—Z’UN—2’ON—3’UN—3’ """ ,01,U1,QO

Berechnung von D 3
D,(£,0)=Q, (1) Jr%@1

L e
| — 4
m
v

“ Bestimmung der Nullstelle von D,: Die Nullstelle / 0

D, bestimmt die Energie des Bindungszustands € Bindungszustand
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Streuldsungen und die Bestimmung der Streuphasen

Die asymptotische Form der radialen Wellenfunktion fur Streuldsungen ist bei
vorgegebener Bahndrehimpulsquantenzahl und potentialen endlicher Reichweite

u,(r.k) = Alcos(s, )], (kr)-sin(3, ), (kr)| = Asin(kr+5,)

r—o0 r—o
sphéri;che B(fesselfunktion _Streuptlase Spharisﬁr‘e Besselfunktion
Riccati-Form j, (kr)=kr j, (kr) = sin kr—f?) Riccati-Form A, (kr)=kr n,(kr) = —cos(kr —E%)

r—oo
r—oo

Man integriert numerisch die Wellenfunktion r=0 ausgehend tber h,2h,... bis r,

1| bzw. r, und erhalt numerisch die Werte u,=u(r,,k) bzw. u,=u(r,,k). Die Streuphase

L erhalt man durch Vergleich mit der asymptotischen Form von u(r,k):

A

2 o, jl)- (i k) | u ke)-ud (ko)
-2 A v ) A~ ~

) s, (ke )~ tan(3, ) ke, i ke, ) -, ke
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Beispiel: Levinson Theorem

Levinson Theorem:

Wert o(0)=(n+0.5) r an.

Flr eine gegebene Partialwelle nimmt die absolute Streuphase J(E) bei der
Energie E=0 hat den Wert 6{0)=nan, wobei n die Anzahl der Bindungs-
zustande des Potentials in der Partialwelle ist. Bei Existenz eines halb-
gebundenen Zustands (Bindungszustand bei E=0) nimmt die Streuphase den

Die numerische Rechnung bestimmt die Streuphase 0 modulo .
Unter der absoluten Streuphase versteht man die stetige Kurve o(E) zwischen

E=0 und E unendlich, 9
wobei 6 2 0 flr nrz
.’ E-> unendlich

Resonanzen
absolute

Streuphase

y
‘) Numerisch bestimmte 7 [~
lJ Streuphase
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Quantenmechanik in einer Dimension

Wir betrachten ein Tellchen der Masse m, welches sich in einem
Potential V(x) bewegt

{;lm fx w (X)}‘”(“) - ‘h%ﬂ(x,t)

Hamilton Operator === ENeErgie E ist eine
explizit zeitunabhéngig

.

Erhaltungsgroiie
- | )
.’ Betrachtung stationarer Zustande w(xt)=u (x)e_'%t
y
2
ﬂ {d— *kz—”(x)}“(”:O mit k= =55, U (x) =22V (x)
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Das eindimensionale Streuproblem

Allgemeine Losung flr U=0
¥, (x) = Aexp(ikx)+ Bexp(—ikx)

VA
MR —
> aikx —  T(k)e*
1

] | 0

A I

)

“ b und V* sind stetig

“ ¥, (x) =exp(ikx)+ R(k)exp (—ikx)

¥ (x) =T (k)exp(ikx)
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Berechnung von R(k) und T(K)

Um R(k) und T(k) far einen Strahl einfallend von links numerisch zu bestimmen,
mussen folgende Schritte durchgefthrt werden.

1. Man startet im Bereich Il (x>a), in welchem man u(x) bis auf eine
Konstante kennt, setzt man an: a ( x) — g

2. Man I6st die Schrddingergleichung numerisch von x > a bis x < 0 mit
dem Ansatz von 1.

- 3. Im Bereich | (x<0) hat die Losung die analytische Form
i o R(K)
U(X)Z 1 e|kx + ( )e—IkX
N K, TK
y a(k) (k)
n Durch Vergleich der numerischen mit der analytischen Form lassen
“ sich R(k) und T(k) bestimmen.
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Man driickt die numerische Losung an zwei Stutzstellen x;, X, < 0 durch die

138.074 Datenverarbeitung fur TPH 11

analytische Form aus,

Aus diesem Gleichungssystem kann
man den Reflexions- und den
Transmissionkoeffizienten
berechnen.

Berechnung von R(k) und T(K)

eikxl GZ . eikX2 Ul

—ikx, ~ —ikX, ~
e ", —e e,

T(k)==[e" +R(k)e™ ]

—
—~~
O
~—
I
Py,

(k) Reflektivitat

Gewohnliche Differentialgleichungen




Praktische Anwendung: Neutronenreflektometrie

Aufbau eines Reflektometers
(Rontgenstrahlung, Neutronen)

Einfallender Reflektierter eikx R (k ) e—ikx
o Strah
0
1
e V(x)
!’ a
n Transmittierter \ ”
“ Strahl x| T (k) e
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