
Vorlesung

Monte-Carlo-Simulationen
Prof. Karsten Held

IFP – AG Computational Materials Science

Idee
Modellbildung in der Theoretischen Physik:
Physikalisches Phänomen→ Modell→ exakte Lösung?

numerische Simulation
Hier:
Ferromagnetismus→ Ising-Modell→ exakt in d =1,2,∞
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1) Ising-Modell

Idee
Modell wechselwirkender Spins von
Lenz und Ising (1925)
zur Beschreibung von Ferromagneten

Hamiltonian (Ising-Modell)
Klassische Spins σi ∈ {+1,−1} = {↑, ↓}
auf N Gitterplätzen i , j mit Magnetfeld B (µB ≡ 1; g ≡ 2):

H = −J
∑
〈ij〉

〈ij〉:Summe über NN Paare, jedes Paar 1-fach gezählt

σiσj − B
∑

i

σi

Allgemeiner: Heisenberg-Modell (Quanten-Spins)
H = −J

∑
〈ij〉

~Si
~Sj − µBB

∑
i

~Sz
i



Verallgemeinerung auf beliebige Wechselwirkung:

H = −1
2

N∑
i,j=1

Jij σiσj − B
N∑

i=1

σi

ferro- (antiferromagnetische) Kopplung: J > 0 (J < 0)

J = 0 trivial (unabhängige Spins)
wichtiger Fall: B = 0
Eigenschaften hängen vom Gitter (insb. Dimension) ab

Ising- und Heisenberg-Modell beschreiben
Elektronen als lokalisierte Spins.
O.K. für einige Isolatoren, aber sicherlich nicht für Metalle.
Drosophila der klassischen statistischen Physik.
Kopplungkonstante J kann mit LDA berechnet werden.



Statistische Physik

Observable O (klassisch):

〈O〉 =
1
Z

∫
d3x1

∫
d3p1...

∫
d3xN

∫
d3pN O(x1,p1...xN ,pN)e−βE(x1,p1...xN ,pN)

mit β = 1/kBT und Zustandssumme
Z =

∫
d3x1

∫
d3p1...

∫
d3xN

∫
d3pNe−βE(x1,p1...xN ,pN)

z.B. Magnetisierung M im Ising-Modell

〈M〉 =
1
Z

∑
σ1=±1

· · ·
∑

σN=±1

N∑
i=1

σi︸ ︷︷ ︸
O(σ1···σN)

e−βH(σ1···σN)

Observable O (quantenmechanisch):

〈O〉 = Spur Oe−βH



Weitere Observablen

Innere Energie:

E = 〈H〉 =
1
Z

∑
σ1=±1

· · ·
∑

σN=±1

H(σ1 · · ·σN)e−βH(σ1···σN)

Spezifische Wärme:

C =
〈H2〉 − 〈H〉2

(kBT )2 =
∂E
∂T

Freie Energie:
F = −kBT ln Z = E − TS

Suszeptibilität:

χ = 〈M2〉 − 〈M〉2 =
∂M
∂B



Weisssche Molekularfeldtheorie des Ising-Modells

Mean-field (MF) Approximation: keine Korrelationen

〈σiσj〉
MF
≈ 〈σi〉〈σj〉,

ähnlich wie Hartree-Approximation
Homogenes System: (〈σi〉 = 〈σj〉 ≡ 〈σ〉 = m mit m = M/N)

H = −J
∑
〈ij〉

σiσj − B
∑

i

σi

MF
≈ −J

∑
i

σi
∑

j
j NN. of i

〈σ〉 − B
∑

i

σi

= −(B + qJ〈σ〉)︸ ︷︷ ︸
Beff

∑
i

σi

q: Koordinationszahl (# nächster Nachbarn)
effektiver Einspin-Hamiltonian mit Selbstkonsistenzbedingung



Mean-field Zustandssumme

⇒ Zustandssumme:

Z =
∑
σ1=±1

...
∑

σN=±1

exp
(∑

i

σi
B + qJ〈σ〉

kBT

)
=

( ∑
σi=±1

exp
(
σi

B + qJ〈σ〉
kBT

))N

=

(
2 cosh

B + qJ〈σ〉
kBT

)N

⇒ Magnetisierung:

m = 〈σi〉 =
1
Z

∑
σ1=±1

...
∑

σN=±1

σi exp
(∑

i

σi
B + qJ〈σ〉

kBT

)
= tanh

B + qJ〈σ〉
kBT



Mean-field Lösung (exakt für d →∞)

m = 〈σi〉 = tanh
B + qJ〈σ〉

kBT

Graphische Lösung (Bilder: N. Blümer) kBTc = qJ:

Anmerkung
Für q →∞ (d →∞) wird MF Lösung exakt.
Zentraler Grenzwertsatz:
Korrekturen zur MF Lösung ∼ 1/

√
q

q→∞−→ 0.



Kritische Exponenten

Kritische Exponenten bei einem Phasenübergang 2. Ordnung
universell! (hängen nur von d und Symmetrie und Dimension

des Ordnungsparameters ab)

Magnetisierung m = m0ε
β

Suszeptibilität χ = χ0ε
−γ

Spezifische Wärme C = C0ε
−α

Korrelationslänge ξ = ξ0ε
−ν

Magnetisierung bei Tc m ∝ B
1
δ

 ε =
∣∣∣1− T

Tc

∣∣∣ (1)

Mean-Field: β = 1/2, γ = 1, α = 0, ξ0 = 0, δ = 3



Exakte Lösung in d = 1,2

Ising-Modell: Lösung in d = 1
Kein Ferromagnetismus für T > 0 (Rechnung im Anschluss)

Ising-Modell: Lösung in d = 2 (Quadratgitter)
Kombination von Hoch- und Tief-Temperatur-Entwicklung

(Kramers, Wannier, 1941) Konzept der Dualität

kBTc =
2

ln(
√

2 + 1)
J ≈ 2.2692J

Onsager (1944) berechnete Zustandssumme Z

Kritische Exponenten: β = 1
8 , γ = 7

4 , α = 0, ν = 1, δ = 15.

Heisenberg-Modell kann nur in d = 1 exakt gelöst werden.



Exakte Lösung in d = 1

Ising-Modell d = 1, offene Kette, B = 0

H = −J
N−1∑
i=1

σiσi+1 = −J
N∑

i=2

σi−1σi

Z =
∑
σ1=±1

∑
σ2=±1

. . .
∑

σN=±1

e−βH(σ1..σN)

Trick: definiere neue Variablen s1 = σ1; si = σi−1σi für i ≥ 2

⇒ σi =
i∏

j=1

sj

⇒ H = −J
N∑

i=2

si

Z =
( ∑

s1=±1

)( ∑
s2=±1

e−βJs2
)
. . .
( ∑

sN=±1

e−βJsN
)

= 2
(
2 cosh(βJ)

)N−1
= 2N [cosh(βJ)]N−1



Exakte Lösung in d = 1

Z = 2
(
2 cosh(βJ)

)N−1
= 2N [cosh(βJ)]N−1

⇒ E(β) = −∂ ln Z
∂β

= −(N − 1) tanh(βJ)

∞ oft differenzierbar⇒ kein Phasenübergang (0 < T <∞)

Klassifikation nach Ehrenfest
1. Ordnung: 1. Ableitung von F = −kBT ln Z nicht stetig
2. Ordnung: 1. Ableitung von F stetig, 2. Ableitung nicht stetig

(evt. divergent)


