
Datenverarbeitung für 
Technische Physiker II

Lineare Algebra
• Matrix-, Vektormanipulationen
• Lineare Gleichungssysteme
• Eigenwertanalyse, Eigenvektoren
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Matrix-, Vektormanipulationen
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z.B.: x yA
 

i ij jj
y a x 

DO I=1,N_row
Y(I) = 0.D0
DO J=1,N_col

Y(I) = Y(I) + X(J)*A(I,J)
END DO

END DO

Indizes:  C/C++: Anordnung zeilenweise
Fortran: Anordnung spaltenweise



Matrix-, Vektormanipulationen
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Y = 0.D0
DO J=1,N_col

IF (X(J) .NE. 0.D0) THEN
DO I=1,N_row

Y(I) = Y(I) + X(J)*A(I,J)
END DO

END IF
END DO

z.B.: x yA
 

i ij jj
y a x 

besser:
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Lineare Gleichungssysteme
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cubic spline:typische Anwendungen:



Lineare Gleichungssysteme

11

typische Anwendungen:
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Schrödingergleichung:  1ee m  

Wir erinnern uns …
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1. m < n (oder m = n, det(A) = 0)  System unterbestimmt

2. m = n, det(A) ≠ 0  eindeutige Lösung existiert

3. m > n System überbestimmt
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Lösungsverfahren
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det( ) 0

x b


A

A



direkte Verfahren
„exaktes“ Ergebnis in
endlich vielen Schritten

indirekte Verfahren
„exaktes“ Ergebnis in
unendlich vielen Schritten

Gausselimination
LU-Zerlegung

Jacobi-Methode
OR-Methoden

indirekte Verfahren
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mit

Jacobi-Methode:

Verbesserung: Gauss-Seidel-Verfahren: R = L + U

“lower”
“upper”aus: wikipedia



indirekte Verfahren
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successive-over-relaxation (SOR) Methode:

A = D + R Jacobi over-relaxation (JOR) Methode 

direkte Verfahren
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Gauss-Elimination:
Transformation der Matrix A auf Dreiecksform
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rückwärts einsetzen (backward substitution)
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Problem:
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Pivot

Pivot darf nicht 0 sein!

Suche nach geeignetem Pivot-Element
evtl. Zeilenvertauschung („Spalten-Pivotsuche“)

üblicherweise größtes Element in der
ersten Spalte der Submatrix
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Einschub: Gleitkommazahlen

Mantisse Basis

Exponent

Gleitkomma-Darstellung von Zahlen: x = (-1)s * m * be

Rundungs- oder Abschneidefehler (z.B. 3-stellige Mantisse):
• unterschiedliche Größenordnung:

1.00e2 + 1.00e-2=1.00e2 + 0.0001e2=1.00e2
• fast gleich große Zahlen:

 – 3.14 = 3.14159…e0 – 3.14e0 = 0.00e0

Darstellung: 0 1 2 0 1 2 3 4 5 6, , .s e e e m m m m m m m 
Normierung: m0 ≠ 0

Addition: 1.) Angleichen der Exponenten
2.) Addition der Mantissen, danach Normierung
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Computer: Basis b = 2  m0 = 1 muss nicht dargestellt werden
+ Einsparung des Vorzeichens des Exponenten (Bias)

single precision:
double precision:

s e = 8 bits m = 23 (+1) bits

e = 11 bits m = 52 (+1) bitss

2 8

1 16

log (| |)
24 126 127 127 6 10

| |
1 2 53 1022 1023 1023 10

2
t
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e x

x
m
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 

                

t      emin emax bias 
SP
DP

Norm: IEEE 754-2008

“hidden bit”z.B.:

10 10

2

4711.0815

0 ; (12 127) ; 1259686.912

0 ; 10001011; 100110011100010100110.11101...

x

s e m

s e m


    

   
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Pivotsuche auch für verbesserte Genauigkeit:

0.005 10.5 0.502512...

1 1 1 0.497487...
x

   
    

  

3-stellige Mantisse, b = 10:

5.00e-3 1.00e0 5.00e-1 5.00e-3 1.00e0 5.00e-1 6.00e-1

1.00e0 1.00e0 1.00e0 0.00e0 1.99e2 9.90e1 4.97e-1
x

     
             

1.00e0 1.00e0 1.00e0 1.00e0 1.00e0 1.00e0 5.00e-1

5.00e-3 1.00e0 5.00e-1 0.00e0 9.90e-1 4.95e-1 5.00e-1
x

     
       

    

neben Spaltenpivotsuche auch Totalpivotsuche (Spalten- und
Zeilenvertauschung): nicht viel besser (stabiler)
verbesserte Kriterien zur Pivotsuche Eigenschaften der Restmatrix

mehrere Ergebnisvektoren
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LU-Faktorisierung:
Zerlegung der Matrix A in Dreiecksmatrizen

x b x b  A LU
  

aus Gauss-Elimination:
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mehrere Ergebnisvektoren
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Lösung des Gleichungssystems:

 x b x b

x y y b

  

  

A L U

U L

  
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rückwärts einsetzen (backward substitution)

vorwärts einsetzen (forward substitution)
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 
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wichtige Anwendung: Berechnung der inversen Matrix

Lösung der n Probleme

1 2
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Spezialfall: tridiagonale Matrix
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i i i i
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y f y f y

 
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 
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  

   

1 1d b

1( )n n n i i i i ix y d x y c x d   
Vorwärtsrekursion: Rückwärtsrekursion:
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tridiagonale Matrix: Thomas-Algorithmus

1 1 1 1

2 2 2

1 1 1

0

0

i i

n n n

n n n n

b c x f

a b c

x x f

a b c

a b x f
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     
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  
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Rückwärtsrekursion:
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Anwendung: zeitabhängige Schrödingergleichung

Diskretisierung in x und t; Randbedingung 0 = n = 0

x

t
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ti

ti+1

0

1

( , ) ( , ) 0

( , ) ( , )?
i n i

i i i i
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  

 



 ( , ) / 2 ( ) ( , ) ; 1t ei x t V x x t e m       
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explizites Euler-Verfahren (konsistent, nur für t ≤ x2/2 stabil):

1 1 1

2

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
( , ) ; ( , )i j i j i j i j i j

i j i j

x t x t x t x t x t
x t x t

x t

    
     
  

 


1, 1 1,

1,

, 1 ,2

1,

1, 1 1,

0 0

1 1/ 2 0

1/ 2 1 1/ 2

1/ 2 1 1/ 2

1/ 2 1 1/ 2

0 1/ 2 2

0 0

j j

i j

ij ij ji j i j

i j

n j n j

i t
i tV

x

 


  



 









  

  
                                                    
 
  


  

  












 
 
 
 



1( , ) ( ( )) ( , )i j i i jx t i i tV x x t      1 A 1  Matrix-Vektor-Multiplikation



29

implizites Euler-Verfahren (konsistent, immer stabil):

1( ) ( , ) ( ) ( , )i j i i ji x t i tV x x t     1 A 1  lin. Gleichungssystem

Umformung: 

Crank-Nicolson-Verfahren (konsistent, immer stabil):

1 1 1 1 1 1 1

2 2

( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , )1
( , )

2
i j i j i j i j i j i j

i j

x t x t x t x t x t x t
x t

x x

     
           
     

1( ) ( , ) ( ( )) ( , )
2 2i j i i j

i i
x t i tV x x t

       1 A 1 A 1

Matrix-Vektor-Multiplikation + lin. Gleichungssystem

1 1 1 1 1 1
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