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1) Ising-Modell

Modell wechselwirkender Spins von
Lenz und Ising (1925)
zur Beschreibung von Ferromagneten

| \

Hamiltonian (Ising-Modell)

Klassische Spins oj € {+1,—-1} ={1,]}
auf N Gitterplatzen i, j mit Magnetfeld B (ug =1;g = 2):

H=-J Za,-aj— BZO‘,‘
if i

(ijy:Summe iiber NN Paare, jedes Paar I-fach gezihlt

Allgemeiner: Heisenberg-Modell (Quanten-Spins)
H=-J> S5 —usB> Sf
(if) i



Verallgemeinerung auf beliebige Wechselwirkung:

1 N N
H= 3 Z Jj ojoj — BZO’,‘
i j=1 i=1

@ ferro- (antiferromagnetische) Kopplung: J > 0 (J < 0)
@ J = 0 trivial (unabhangige Spins)
@ wichtiger Fall: B=0
@ Eigenschaften hangen vom Gitter (insb. Dimension) ab
Ising- und Heisenberg-Modell beschreiben
Elektronen als lokalisierte Spins.
O.K. fUr einige Isolatoren, aber sicherlich nicht fir Metalle.

Drosophila der klassischen statistischen Physik.
Kopplungkonstante J kann mit LDA berechnet werden.



Statistische Physik

Observable O (klassisch):
(0) = % / d®x / d®ps... / d®xy / d®py O(x1, P1...Xn, )€ PECTP1-XN:PN)

mit 3 = 1/kg T und Zustandssumme
Z =[x [d®p;... [d®xy [ dB¥pyeFECaPr-Xn.on)

z.B. Magnetisierung M im Ising-Modell

N
</\/]>:12 Z Z Zgi g BH(o1--on)

o1==1 ony==x1 =1
O(01-an)

Observable O (quantenmechanisch):

(O) = Spur Oe "



Weitere Observablen

Innere Energie:

Z Z H(o —5H(o1 “ON)

=+1  oy=+1
Spezifische Warme:

co (H?) — (H)2  9E
~ (kgT)2  OT

Freie Energie:

F=—-kgTInZ=E-TS
Suszeptibilitat:
oM

x = (M) — (M) = =5



Weisssche Molekularfeldtheorie des Ising-Modells

Mean-field (MF) Approximation: keine Korrelationen
MF
(gigj) = (oi)(o}),
ahnlich wie Hartree-Approximation
Homogenes System: ((o) = (0j) = (¢) = m mit m = M/N)

Best

g: Koordinationszahl (# nachster Nachbarn)
effektiver Einspin-Hamiltonian mit Selbstkonsistenzbedingung



Mean-field Zustandssumme

= Zustandssumme:

z - Y . Zexp(Za,BJqu )

o1==%1 ony==1

— < > exp (U;WDN

oi=+1

B B+ qJ(o)\"
= <2 cosh T

= Magnetisierung:

0’/ —Z Z Z U/eXp(ZU/B+QJ )—tanhB—Lj}j_(U)

=+1 ony==%1



Mean-field L6sung (exakt fiir d — o)

m = <Ui> = tanh M

kgT
Graphische Lésung (Bilder: N. BIUmer)BkB T. = qJ:
MA
1 L ;7‘;7 UmRRaL Mo
zn) ANEN

Fir g — oo (d — oo) wird MF Lésung exakt.
Zentraler Grenzwertsatz:
Korrekturen zur MF Losung ~ 1/,/g 7= 0.




Kritische Exponenten

Kritische Exponenten bei einem Phasentibergang 2. Ordnung
universell! (hdngen nur von d und Symmetrie und Dimension

des Ordnungsparameters ab)

Magnetisierung m = mge®

Suszeptibilitét X = Xo€ ! T
Spezifische Wirme C==Cpe™® }Ye= ‘1 - — (1)
Korrelationslinge & =&y Te

. . 1
Magnetisierung bei T, m o« B3

Mean-Field: 5 =1/2,v=1, =0, =0,6 =3



Exakte Lésungind =1,2

Ising-Modell: Lésung in d = 1
Kein Ferromagnetismus fir T > 0 (Rechnung im Anschluss)

Ising-Modell: Lésung in d = 2 (Quadratgitter)
Kombination von Hoch- und Tief-Temperatur-Entwicklung

(Kramers, Wannier, 1941) Konzept der Dualitat
2
kgT, = ————J ~ 2.2692J
5 T (V2 + 1)

Onsager (1944) berechnete Zustandssumme Z
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Kritische Exponenten: 5 = %, v =



Exakte Lésung in d = 1

Ising-Modell d = 1, offene Kette, B=10
N—1

Hz—JZa,v,-H ——JZO', 10;
Zz— Z Z S e—ﬂHm o)

=t1op=41  oy==%1
Trick: definiere neue Variablen s; = o4; S; = gj_q0; fiir i > 2

i
:>U,':HSj

N i1
=H = —JZS,-
zZ = Z Z e M) (Y ePw)
=1 o= sy==+1

2(2 cosh(ﬂJ)) _ 2Ncosh(B)N-!



Exakte Lésung in d = 1

Z = 2(2cosh(8J))"™" = 2N[cosh(BJ)N

oInZ

55 = ~(N=1tanh(5))

oo oft differenzierbar = kein Phaseniibergang (0 < T < o0)

Klassifikation nach Ehrenfest

1. Ordnung: 1. Ableitung von F = —kgT In Z nicht stetig

2. Ordnung: 1. Ableitung von F stetig, 2. Ableitung nicht stetig
(evt. divergent)



