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3.1 Grundbegriffe der Statistischen Mechanik

o Ziele
o Studium der Eigenschaften und GesetzmaBigkeiten von
makroskopischen Kérpern, die selbst aus einer riesigen Zahl von
Teilchen (Atomen, Molekiilen, ...) bestehen (N ~ 1023 1)
o diese Eigenschaften sind durch die Mechanik bestimmt, die die
Bewegungen der Teilchen festlegt
o die riesige Zahl der Teilchen fiihrt zu praktischen Problemen
o Beobachtung (Messung) entspricht Mittelung iiber ein endliches
Zeitintervall (Zeitmittelwert)
o hier beschranken wir uns auf die Gleichgewichtsthermodynamik
@ Makrozustand/Mikrozustand
o Makrozustand: im thermodynamischen Gleichgewicht durch eine kleine
Zahl makroskopischer GréBen/Variablen vollstandig beschrieben (z.B.
thermodynamisches Potential in seinen natiirlichen Variablen)
o Mikrozustand: eine mdgliche Realisierung des Makrozustandes
(Achtung: Kompatibilitdt !), wobei der " Zustand” jedes Teilchens
genau festlegt ist
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Idee der Statistischen Mechanik:
Makrozustdnde werden iiber Wahrscheinlichkeitsverteilungen von
Mikrozustanden definiert

Grundlage:
klassische Mechanik im RP, D(= 1,2, 3) ist die Dimension des Raumes

@ N Massenpunkte im RP, jede Masse durch ihren Impuls, p;(t), und
ihren Ort, q;(t), i =1,---, N, festgelegt; p;(t), q;(t) € RP

o Mikrozustand durch (p",q") = (p1(t),--- ,pn(t), qi(t), - ,qn(t))
festgelegt (beachte: Anfangsbedingungen, Zeitabhangigkeit)

e Phasenraum ' = RVP x M: wird aufgespannt durch (pV, q") € R?NP

e Konfigurationsraum IM: Teilmenge des RVP

e Bewegungsgleichungen: sei H(p", q") die Hamilton-Funktion, die das
System beschreibt, dann gelten die Hamilton-Bewegungsgleichungen

oH

— i=1.--- . N
8p, ! Y Y

qi(t)

: oH
pl(t) - _aqi
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3.2 Verteilungsfunktionen (Wahrscheinlichkeitsdichten)

Idee

@ betrachte eine groBe Zahl von Mikrozustdnden, die einen
Makrozustand realisieren

@ Gesamtheit aller Systeme, die sich in einem dieser Mikrozustdnde
befinden und den selben Makrozustand reprasentieren, heiBt Ensemble

@ Funktion p(pN,qN, t) gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein
"Punkt”, (p",q"), im Phasenraum zum Zeitpunkt t auftritt

o p(p",q",t) heiBt Verteilungsfunktion, Wahrscheinlichkeitsdichte,
Phasenraumdichte, ...

@ es gilt

p(pN,qN, t)>0 aufl

/dequp(pN,qN,t) =1
i

e explizite Form von p(p",q",t) vom vorgegebenen Makrozustand

(d.h. vom zugrundeliegenden Ensemble) abhangig
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3.2 Verteilungsfunktionen (Wahrscheinlichkeitsdichten)

@ Definition von Momenten der Verteilungsfunktion:

Sei X = X(p",q") eine Observable (z.B. Energie, Druck, etc.)

o erstes Moment (Ensemblemittelwert, Scharmittelwert, Erwartungswert
— Index "p’ oder 'E’) der Observablen

(X)p=X)p=X= /rdp’vdq"’ X(p",a") p(p".q" 1)
o n-tes Moment der Observablen
(X")p = (X"p=X"= /rdPquN x"(p",a") p(p",a", 1)
o mittlere quadratische Abweichung, Schwankung

(AX)E = (X — (X)p)2)i>
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3.3 Grundlagen, Postulate, Hypothesen

@ isolierte, makroskopische Systeme gehen mit der Zeit in
Gleichgewichtszustdnde (iber und verlassen diese nicht mehr
(abgesehen von kleinen Schwankungen); dort gilt

dp

I 0
vgl. Satz von Liouville

@ in klassischen Systemen hingt die Wahrscheinlichkeitsdichte p, die
zur Beschreibung von Gleichgewichtszustianden verwendet wird, nur
von der Hamiltonfunktion H ab (ohne Beweis)

@ Ergodenhypothese
experimentelle Beobachtung (bzw. Messung) einer Observablen X

entspricht einem (endlichen) Zeitmittelwert (Index 'T")

X =1 | arX(h) = / "t X[p" (1), " (1)

T

G. Kahl & B.M. Mladek (E136) Statistische Physik | — Kapitel 3 4. April 2012 6 /43



3.3 Grundlagen, Postulate, Hypothesen

zentrale Frage: gilt Scharmittelwert = Zeitmittelwert
also: (X)g = lim; 00 (X)71(7) ?
Antworten:
o diese Frage de facto fiir kein System beantwortbar =
Ergodenhypothese
o in abgeschwachter Form: quasi-ergodisch, ergodische Komponente, ...

@ Irreversibilitdt und Streben ins Gleichgewicht

zwei Einwande gegen Boltzmanns Ideen:

o scheinbare Inkompatibilitat: zeitumkehrinvariante, mikroskopische
Bewegungsgleichungen, aber zeit-asymmetrische, irreversible Prozesse
(Loschmidt)

o Wiederkehrzeit-Theorem von Poincaré:

"fast jeder” Zustand, den ein abgeschlossenes, konservatives System
einmal annimmt, wird im Laufe der Zeit immer wieder in " beinahe
derselben Form” realisiert; mathematisch rigoros beweisbar (Zermelo)

o beide Einwinde von Boltzmann (sowie von P. und T. Ehrenfest)
entkraftet

G. Kahl & B.M. Mladek (E136) Statistische Physik | — Kapitel 3 4. April 2012 7 /43



3.4 Satz von Liouville

3.4 Satz von Liouville

betrachten Volumen dp"dq" im Phasenraum
Zahl der enthaltenen Zustinde ist durch p dp"dq" gegeben

4+ Zahl der Zusténde, die pro Zeitein-  (pQ1),, (dpMdq" ™)

heit durch die linke Wand in das ~—>—"">—~——
Phasenraumvolumen eindringen

- Zahl der Zustinde, die pro Zeit- (pQ1)q, s aq, (dequ—1) ~
einheit durch die rechte Wand das
Phasenraumvolumen verlassen

Fluss Oberflaeche

Fluss Oberflaeche

(pql + 52-(pan) Acn) (dp"dq" 1)
~dq;

> Abnahme der Zahl der Zustinde ( a1 (PCII)) (dequ>
pro Zeiteinheit in dpNdq" (und
zwar iiber eine Oberflache, die

senkrecht zu q ist)
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3.4 Satz von Liouville

analoge Uberlegungen gelten fiir alle anderen Oberflichen
Zusammenfassen der Ergebnisse fiihrt zu:

9 NN
o - T [aq,- (bi) + 5 (pp,)]
i=1
N N
9p ap . } 0 0
2 [aq" opi" Z [p TSR ING
i=1 i=1 gj _gj
p; q;
2 2
+6?’ig£|i _3?7,;-2,
somit N
Op dp . dp ] _dp _
ot +2 [30!:'(" " 3p,p'} =
bzw.
N
dp _ Op Op OH  dp OH]  dp B
dt ot i Z |:8ql 8P: ap, 8q, Ot + {paH} =0

Liouville — Gleichung

4. April 2012 9/ 43
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3.4 Satz von Liouville

Bemerkungen

a , . Op .

+ Z { * op: (ppi)| = 5, +div(vp) =0
”Kontmwtatsglelchung [v=(p",a"),div=(9/(8p"),0/(8a"))]
"Bewegung” des Ensembles im Phasenraum entspricht der Strémung

einer inkompressiblen Fliissigkeit

@ betrachten Zeitabhingigkeit von p = p(p",q", t): aus

dp_ . N N
— = ,t)=20

g = Pphatt)
folgt, daB die Phasenraumdichte entlang einer Trajektorie konstant ist

@ fasse mehrere Punkte bei tg zu einem infinitesimalen Volumselement

dlg des Phasenraumes zusammen;

diese Punkte nehmen zu einem spateren Zeitpunkt t(> tp) ein
Volumselement dI ein;

aus der Liouville-Gleichung folgt dann, daB

dlfo=dl
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3.5 Mikrokanonisches Ensemble

3.5 Mikrokanonisches Ensemble

gegeben:
@ abgeschlossenes System von N Teilchen in einem Volumen V
o Energie E sei gegeben durch E = H(pV,q") € [E — A, E] mit
AKE
sei Q =Q(E,V,N)=Q(E,V,N;A) "Zahl" der Mikrozusténde, die mit
diesen Bedingungen kompatibel sind

dann ist 1/Q(E, V, N) die Wahrscheinlichkeit fiir jeden dieser einzelnen
Mikrozustande

Fragen:

@ was bedeutet der Begriff " Zahl"?

@ welches Volumen nimmt ein Mikrozustand im Phasenraum I ein?
Antwort: hVP: Begriindung: Dimension, " Ubergang zur
Quantenmechanik”, Wiederkehrzeit
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3.5 Mikrokanonisches Ensemble

@ wie werden dquivalente Zustande gezahlt, die bei identischen (d.h.
ununterscheidbaren) Teilchen auftreten kénnen?
Antwort: Korrekturfaktor 1/N! (vgl. Gibbs-Paradoxon)

explizite Berechnung von Q

1 1
(E.V.N:4) [’V!] hND /F;H(pN,qN)e[EA,E] p-aq

da postuliert wird, daB alle Mikrozustande gleich wahrscheinlich sind,
definiert man fiir die mikrokanonische Verteilungsfunktion p,,(p", q"):

pl”(p )q ) -

offensichtlich gilt

111 / N 4 N N N
i1 | *ND dpdq pm(p™,q7) =1
[NJ hNDP r;H(pN,gN)e[E—A,E] m( )

Bemerkung: oft wird in der Literatur die Verteilungsfunktion im Grenzwert A — 0
verwendet; dann gilt pn(p",q") — 6 [E — H(p",qV)]

G. Kahl & B.M. Mladek (E136) Statistische Physik | — Kapitel 3 4. April 2012 12 / 43



3.5 Mikrokanonisches Ensemble

Bemerkungen

o Mittelwerte
sei A= A(p",q") eine Observable, dann ist

A = (A = i [ 90" da"on(e", a)Ap". a¥)

e Definition der mikrokanonischen Entropie S,, (nach Boltzmann):

1

Sm = —kB<|n pm> kBN' hND

/ dp"dq" pmin pr

wobei kg die Boltzmann-Konstante ist
somit ergibt sich

Sm = _kB<|npm>m:_kB|npm
= kgl Q(E,V,N;A)
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Zusammenhang mit der Entropie aus der Thermodynamik, S

e zu zeigen: Sy, extensiv (schwierig !)

e fiir Systeme, die im thermischen Kontakt sind, muB gezeigt werden,
daB Sp, additiv ist (schwierig !)

e bei zusammengesetzten Systemen ist S, offensichtlich additiv:

Zahl der Zusténde im Gesamtsystem (§2) = Zahl der Zustdnde im
System 1 (1) x Zahl der Zustande im System 2 (£3)

e beim Entfernen von Hindernissen (Trennwand, etc.) nimmt S, zu;
also: Zahl der Zustande mit Hindernissen < Zahl der Zustinde ohne
Hindernisse

e kurz: man kann zeigen, daB im thermodynamischen Limes S,, = S

Zusammenhang zur Thermodynamik

(a) wir betrachten zwei Systeme, die im thermischen Kontakt stehen,
beide Systeme seien thermisch isoliert
o System 1: V4, N fest, aber E; = H1(---) variabel
o System 2: V5, N, fest, aber E; = Hy(- - - ) variabel
o es gilt die Einschrankung, daB E; + E; = E = const.
danngilt: H=H1+Ho+ W ~H1+Ho=E
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Frage:

was ist die wah[scheinlighste Auftgilung von E auf E; und E
(Bezeichnung: E; und E; = E — E)

Antwort:

sei P(E1) Wahrscheinlichkeit, daB das System 1 die Energie E; hat
und somit das System 2 die Energie E, = E — E; hat

P(E;) ist gegeben durch
P(El) X Q]_(E]_)Q2(E2) = Ql(El)Q2(E — El)
vyobei th(El, Vi, Ng; Al) — Ql(El), etc.
Ey und E, werden durch die Bestimmung des Maximums von P(E;)
beziiglich E; gefunden; also gilt bei E; = £
OP(E;) _ 0Q1(E1) 00 (E — E1)
0E; 0E; 19)=)
1 891(E1)| o 1 0 (E — E1)| i
Ql(El) 8E1 Ei=E1 Q2(E — El) 8E2 Ei=E

Qo(E — E1) + (1) (1) =0

28 InQu(E1)lg, 35 I (B)lg_g,
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da Sm;l = kglIn Ql(El, Ny, Vl) und Sm;z = kglIn QQ(EQ, No, V2) f0|gt

0 0
8—E15m;1(51)|1::1 = 8—1:-25m;2(12_2)|;5_1::1
bzw., mit der Definition
1 9Sn(E)
T  OE
gilt
T1=T1

(b) wir betrachten zwei Systeme, die im thermischen Kontakt stehen,
beide Systeme seien thermisch isoliert
o System 1: Nj fest, aber V4 und E; = H4(---) variabel
o System 2: N, fest, aber V, und E; = Hy(- -+ ) variabel
o es gelten die Einschrankungen, daB jeweils V; + V5, = V = const. sowie
E; + E; = E = const.

danngiltt: H=H1+Ho+ W ~H1+Ho=E
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3.5 Mikrokanonisches Ensemble

Frage:

was ist die wahrscheinlichste Aufteilung von E auf E; und E; und von
V auf V1 und V2

(Bezeichnung: E; und E; = E — E; sowie V4 und Vo, =V — V)

Antwort:
sei P(Ej1, V1) Wahrscheinlichkeit, daB das System 1 die Energie E;
und das Volumen Vj hat und somit das System 2 die Energie
E> = E — E1 und das Volumen V, = V — V4 hat
P(E1, V1) ist gegeben durch
P(E1, V1) o< Qu(Ex, V1)Q0(Ez2, V2) = Qu(Er, VI)Q0(E — E1, V — V1)

wobei Q(Eq, Vi, Ny; Aq) — Q1(Ep, V1), ete.
El und E2 sowie \71 und \72 werden durch die Bestimmung des
Maximums von P(Ej, V1) beziiglich E; und V4 gefunden:

o aus 8%_IP(El, V1) = 0 folgt analog zu (a)

0

0
Tl = T2 bZW. 7Sm;1(E1)|E1 = 87E2

3E1 Sm;2(E2)|E—E1
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o aus P(Ey, V1) = 0 folgt
3V ’

1 o,V
Ql(El, \~/1) 8\/1 i=%1

a9 (V) B
v, I

v 9
QQ(Ez, vV — \71) 8\/2

Q(E2, V = V1)ly,_y,

a75 N 2(V2)ly_y,

bzw.
0 0
—Smi1(E1, V1)l = =—Sm2(Ex, Vo), ¢
8V15 1(E, Vi)l 8V25 2(E2, V2)ly_i,
mit? Mgllt
P P
22 . P=P
T T, bzw 1 p)

G. Kahl & B.M. Mladek (E136) Statistische Physik | — Kapitel 3 4. April 2012

18 / 43



3.5 Mikrokanonisches Ensemble

genauere Analyse von P(E;)

P(E) « Qu(E)Q(E - E)
In P(El) = const. + In Ql(El) +In QQ(E - El)
—_— —

k5! Sm1(E1) k5! Sma(E2)

Taylor-Entwicklung von In P(E;) um das Maximum bei E; = El, bis zur
zweiten Ordnung

1 85,,,1(E1) 1 65m2(E2) r
InP(Ey) ~ . — = le_g, (Bt — E
n ( 1) const. + kB 8E1 ’51 kB OE, |E_Ei ( 1 1)+
1 1
ks T T kgT
11 [ 02S,1(E1) 9?Sm2(E2) 22
— LA S — ~heNmes ~ E _ E
32 kB< DE? Bt OEZ e-g (BB
<0 <0

G. Kahl & B.M. Mladek (E136) Statistische Physik | — Kapitel 3 4. April 2012 19 / 43



3.5 Mikrokanonisches Ensemble

somit ergibt sich fiir P(E;) eine GauB-Verteilung

0?Smo(E ~
%‘E—E) (El — E1)2:|

da S; und E; jeweils extensiv sind, gilt S; o< N; und E; < N;, i = 1,2

11 (825m;1(E1)’~ N
Er

P(E il
( 1) X exp |:2 kB aElz

absolute Breite der GauB-Verteilung

(825m;1(E1)|N N 825m;2(E2)| ) >—1/2 N ( 1 . 1 >—1/2
E1 E_El

OE? OE2 Ny Np
Mittelwert der GauB-Verteilung: El ~ Ny
Breite der GauB-Verteilung: VN

relative Breite der GauB-Verteilung: 1/\/N
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Beispiel
mikrokanonische Entropie des klassischen idealen Gases

e Hamiltonfunktion H = Z, 1 2,,,
@ Phasenraum I = R2ND

b hnen:
zu berechnen S = ki InQ(E, V. N: A)

1
QE,V,N;8) = —/ dp"da” ~~
( ) N!hND F- vgl. Erg. zu Kapitel 3

ND /2 —1/2
VN (2mmENTP 1 viwpy 1 (NDYTY
nD \ ND /2 27NN 2

also
Sm = kBInQ
dtm

D D
= kgN [—In(E/N)—i—In(V/N) —In (Dh2>+(1+D/2)+...]
Formel von Sackur — Tetrode
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3.6 Kanonisches Ensemble

3.6 Kanonisches Ensemble

Reservoir: N2>N1, V2> Vi, Ex

System
AE

also:

betrachte System von Ny Teilchen in einem
Volumen V4, das mit einem (wesentlich)
groBeren System ('Temperaturbad’; N
Teilchen, Volumen V5) in Kontakt ist

o System: Vi, Ny, E; = ”Hl(pfll,qfll)
o 'Temperaturbad’: V5, Ny, E; = Hg(pé\b,ng)
o Gesamtsystem: V = Vi + Vo, N = Ny + No,
H=Hi+Ho+W ~Hi+ H>, sowie £ € E und E ~ E;
mikrokanonische Verteilungsfunktion fiir das Gesamtsystem:

N N N N
Pm(P1 41 i Py y°) = {

mit A < E

G. Kahl & B.M. Mladek (E136)

1
Q(E1+E2,V1,V2,N1,No;A)

Statistische Physik | — Kapitel 3

Ei+ E; € [E— A E]

sonst
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die kanonische Phasenraumdichte, pk(p{\’l7 q{vl) — sie gibt an, wie groB die
Wahrscheinlichkeit ist, daB System 1 die Energie E; hat — ergibt sich nach

Integration iiber die irrelevanten Koordinaten pé\b und qé\b

N2 N2 N1 Nl. N2 N2
P14 / dpy dy pm(Py A1 i P27, d
(1 1) Fg;El—i—EQG[E—A,E] 2 12 m(l 1 2 2)
Eze[(E—E:)r—A,E—El]
o Q(E—E,V - Vi, N— Ng;A)
somit

p(PYr att) o Qo(E - Ey)
In pk(pivl,qivl) = InQy(E — E;) + const.
wegen £ > F;

0
InQy(E — E1) ~ InQy(E)+ 5= InQole (—E1) + O(EY)

0
1/kpTo

(—E1) +

1
~  — E
kB52( )+ e
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3.6 Kanonisches Ensemble

also

(P, ay") ~ exp[S2(E)/kplexp[—E1/ (ks T2)]

da wir nur am System (Index '1") interessiert sind, kdnnen die Indizes
weggelassen werden:

o To — T Temperatur des Temperaturbades
o Ny — N und E; — H(p",q")
o B=1/(ksT)
somit ergibt sich die kanonische Verteilungsfunktion, px(pV, q"), zu

1
pr(pV, q") = 7 exp[—H(p", q")]
mit der kanonischen Zustandssumme Z

11
2k = i D . dp"dq" exp[-5H(p", q")]
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Mittelwerte und héhere Momente
sei A= A(p",q") eine Observable, dann gilt fiir Mittelwert und Streuung

<A>E = <A>k = N' hND /dequA( N)pk(pN,qN)

1 1 1

- - == N N N . N N
= iz, ) 9Pdd A", a")exp[-5H(p", q")]

(DA) = (A— (A2}

Beispiele
E=(E) = iii/dp"’dq"’ﬂ(p"’ q") exp[-BH(p", q")]
NI hND Z, | : ’
10z 0
= Z% 86 In Zk
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3.6 Kanonisches Ensemble

(AE); = ((E—(E))*k = (E*)x —(E)}
= Xhhioéi rdequ?F(NWqN)awb—ﬁH(-0]—

1 (9Zk\?

2 (%)
1 (P 1 (9Z\° 9 [10Z
"4<%ﬁ_¥<%>_%L%%]
—(E)k

0 0 ) = kg T?Cy

= ——(E\)y=——E=kpT?
ermoglicht Berechnung der Warmekapazitat aus den Energleschwankungen
Definition der kanonischen Entrople

OE
oT

Skt = —kpllnp)k = N' h’VD dPqu Pk In pi
—pk(BHA+In Z)
1 kg

~ NI hND dequpk (BH 4 In Zy) = Bkp(E)k + kp In Z
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im thermodynamischen Limes ((E)x — E und Sy — S) folgt

—kpTInZy=E—TS=F(T,V,N)

kanonische Entropie des klassischen idealen Gases

e Hamiltonfunktion H = Z, 1 2,,,
@ Phasenraum I = R2ND

zu berechnen: 5
Sk = /8/(]3<E>k + kglnZ, = —5/(]3% InZ, + kg In Z

1 1
7, = mhw/rdequexp[—ﬁ?‘l(pNan)]
1 vV

= NI pND /}RND NN, dp;exp[—Bp?/(2m)] = - - =

VN romr\ NP2 yN
N\ pr ~ NI AND
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3.6 Kanonisches Ensemble

wobei

[ p2
N=y|—— Broglie — Wellenl
SrmkeT de Broglie — Wellenlaenge

somit

5k=—kB5£|nZk+kB|nZk=---

9B

Phasenraumdichte fiir Teilsysteme

gilt fiir eine Observable A(p", q"):

A(px )
A", ") = A/(L\p(?, q)1)

G. Kahl & B.M. Mladek (E136)

Statistische Physik | — Kapitel 3

vV D
= kN [InN—DIn/\+ <1+E)}

dann kann man mit einer reduzierten
kanonischen Verteilungsfunktion,
pied(pN, qV), rechnen:
ﬁ(px )
red( N N pa™)
P .49 )= ~
i ) A(p1, a1)
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3.6 Kanonisches Ensemble

somit gilt fiir Mittelwerte, etc.
<A>k _/ (dequ> A pred
rred red

Beispiel

H(p",qa") = T(p") + V(a") und A(p",q") = A(p")
dann gilt B
A = i [ @0 eol-sT(") [ dael-sv@]

z;l

dp"A(p") expl— BT ()] / dq" exp[—AV(a")]

1 1
X N1 pND

_ [/ dp" exp[—ﬁT(pN)]]1/dp"’A(pN)exp[—BT(pN)]

_ / dp pred A( )
MMred
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3.6 Kanonisches Ensemble

fuhrt zu:

Maxwell-Boltzmann Verteilung

e}

barometrische Hohenformel

e}

Virialtheorem

e}

e}

Aquipartitionstheorem

o ...
Rezept zur Anwendung des kanonischen Ensembles:
@ Berechnung der Zustandssumme Z; aus ‘H
eventuell faktorisiert die Zustandssumme

o F = —kpTInZ, = gesamte Thermodynamik
@ Zustandsgleichungen

o kalorische Zustandsgleichung: E = _a% In Zj
o thermische Zustandsgleichung: F = —kg T In Zx und P = —(0F /OV) 1
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3.7 Kanonisch-harmonisches Ensemble

3.7 Kanonisch-harmonisches Ensemble

betrachte System von Ny Teilchen in einem

Reservoir: Ni>N, Vi Vi, Es variablen (!) Volumen V4, das mit einem
S"S‘C‘“ (wesentlich) groBeren System ('Druck- und
A AV Temperaturbad’; N, Teilchen,

Volumen V5) in Kontakt ist

also:
o System: Vj (variabel 1), Ny, E; = Hy(p)*, ql)
o 'Druck- und Temperaturbad’: V5, N», E; = Hz(pé\b,qé\b)
o Gesamtsystem:
Viees = V1 + Vo, mit Vi < Vies und Viges ~ Vo

N = N1 + N
H=Hi+Ho+W ~Hi+ H>, sowie £ € E und E ~ E
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zur Berechnung der kanonisch-harmonischen Verteilungsfunktion,
pin(PV, q"), wird eine shnliche Vorgangsweise wie beim kanonischen
Ensemble gewahlt

@ Ausgangspunkt: mikrokanonische Verteilungsfunktion fiir das
Gesamtsystem

@ da nur Interesse am System selbst (Index '1") besteht:

Integration iiber irrelevante Koordinaten p? und q)?

fiihrt zur allgemeinen Formel fiir py(p, gi)

pkh(pi\h,q’l\’l) wird um E; und V4 in Taylor-Reihe entwickelt

Umindizierung (pi*, qM*) — (p",q"); Vi — V

explizite Form der kanonisch-harmonischen Verteilungsfunktion

O O O O O

1
pn(pN, a") = 7 exp[—BH(p", q")]exp[—BP> V]

mit der kanonisch-harmonischen Zustandssumme

1 1

Zih = N1 HND

/ dV/ dp"dg" exp[—BH(p", qV)] exp|— 5P, V]
0 r(v)
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3.7 Kanonisch-harmonisches Ensemble

wobei

1 1 9 P P 9
B= 1T " kaT ~ oE "l T knT oy Mlv

(inverse) Temperatur und Druck des Reservoirs sind
Mittelwerte und héhere Momente

sei A= A(pV,q") eine Observable, dann gilt fiir Mittelwert und Streuung

1 1 1 [
A = (A = — dVv dpNdgVA(p", gV
(Ae = (A)in N!hNDZkh/o /F(V) p da A(p",q") x

x exp[—BH(p", q")] exp[-BPV]

(AAYh = (A= (A )2 ir
Beispiele:

E+PV=(H+PV)y= —aaﬁmzkh

G. Kahl & B.M. Mladek (E136) Statistische Physik | — Kapitel 3 4. April 2012 33 /43



3.7 Kanonisch-harmonisches Ensemble

_ 10

Definition der kanonisch-harmonischen Entropie

Sk = —ka(In pn)kh =
= lkB/dV/ dp"dqV In
~ NI pND ) pdq Pkh N prn
—pkn(BH+BPV+In Zyy)
1 kg

N! hND
= ﬁkB<E + PV>kh + kg In Zyp

— e [ @V [ deVdaVoun [+ PV + In Zus] =
0 r(v)

im thermodynamischen Limes ((E)xy, — E, (V)kn — V und Sgp — S)
—kpTInZg = E+ PV — TS = G(T, P, N)
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3.8 GroBkanonisches Ensemble

3.8 GroBkanonisches Ensemble

betrachte System von Ny Teilchen
Reservoir: Ni>N., V> Vi, Bz (variabel !) in einem Volumen Vi, das mit
Sys‘c‘“ einem (wesentlich) groBeren System
A AN ('Temperatur- und Teilchenbad’; N,
Teilchen, Volumen V3) in Kontakt ist

also:
o System: Vi, Ny (variabel 1), £y = Hy(p), ql)
o 'Temperatur- und Teilchenbad’: V2, Na, Ez = Ha(ph?, qb?)
o Gesamtsystem:
V=Vi+ W
N=~N;+ No, mit Ny < Nund N ~ N,
H=Hi+Ho+W ~Hi+ H>, sowie £ € E und E ~ E
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3.8 GroBkanonisches Ensemble

zur Berechnung der groBkanonischen Verteilungsfunktion, pg(pN,qN),
wird eine dhnliche Vorgangsweise wie beim kanonischen und beim
kanonisch-harmonischen Ensemble gewahlt

@ Ausgangspunkt: mikrokanonische Verteilungsfunktion fiir das
Gesamtsystem
@ da nur Interesse am System selbst (Index '1") besteht:

o Integration iiber irrelevanten Koordinaten p)? und q}?, wobei vorerst
die Situation betrachtet wird, daB sich genau N Teilchen im System
befinden und daB das System die Energie E; hat

o dies fiihrt zu

pe (PY.al") o Q(E—E,N— N, V)
N——

Ei=Ha(p}"a,")
Inpg(p,a) = InQu(E — Ei, N — Ny, V) + const.

die Normierung wird spater durchgefiihrt
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3.8 GroBkanonisches Ensemble

da E; < E und Ny < N, kann die rechte Seite um E und N in eine

Taylor-Reihe entwickelt werden

9
Inpe  (PY,a)")  ~InQy(E,N) + 5 Nle (—E)
— NI

entsprechen Ej,N; 1
kg T2

N

0
+ 7|HQ2|N (—N1)+ .
~———

bzw.

pe(p),ay") o< exp[—Ei/ (kg T2)] exp[Nipia/ (ks T2)]
wobei T, und po als Temperatur und chemisches Potential des
Temperatur- und Teilchenbades sind
Indizes werden in der Folge weggelassen (T, — T und pz — 1)

explizite Form der groBkanonischen Verteilungsfunktion

pe(p".a") = - expl-5(H — uN)]
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3.8 GroBkanonisches Ensemble

mit der groBkanonischen Zustandssumme

Zg(T,V,p) = Zﬁhi/dp"’dq exp{—B[H(p"

= ZZNZI((T’ Va N)
N=0
z = exp[Bu] heiBt Fugazitit

Mittelwerte und hohere Momente

a") — uN]}

sei A= A({p}.{q}) eine Observable, dann gilt fiir Mittelwert und

Streuung
(A = <A>g:
1 =1 1
= > D NP / dp" dq" A(p", q")exp{—B[H(p"
& N=0

(DAY, = (A— (A)g))5>
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3.8 GroBkanonisches Ensemble

Beispiele:

U= W= > i [ doMda N exp{—plH(p".a") — i}

g N—o
1 92, )
= kT2 %% 7 %0z
Bz on T By e
_ 1 0°Z
W= (W) == (e TY 5 5

€ Zg82 Zg Op
0 1 07 oN
= kpT— (kpT=——=L5 ) =kpT -
B 8,u<B Zg8u> B o
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mit Hilfe der Gibbs-Duhem Beziehung folgt (ohne Beweis)

N? 1
(AN)E = VBHT

d.h., Berechnung der Kompressibilitdt aus der Teilchenzahlschwankung

analog (ohne Beweis)

0
(E)g = — <8_ﬁ In Zg>“7v + 1(N) g

Definition der groBkanonischen Entropie

Sy = —kp(Inpg)g = ks (In Zg + BE — BuN)g =
= kpB(E)g — knBu(N)g + kg In Z,

im thermodynamischen Limes ((E)g — E, (N)g — N und S, — S)

—kTInZy =E—uN—TS=J(T,V,pu) = —PV
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3.8 GroBkanonisches Ensemble

groBkanonische Entropie des klassischen idealen Gases

Sg = kB,8<E>g — kBB,U,<N>g + kB In Zg
da

1 1

zN

1M £

2N Z (T, V,N) = exp[zV /AP]
N————

VN /(NIAND)

=
Il

0

und mit ((N)g — N, (E)g — E)

N= kBTa'ng . (ZV) _ Yz,
1

op \ AP AD
= dlnZ D -
E=— g) +u{Nyy == =NkgT
( 86 " :U’< >g 2 B
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folgt schlieBlich

Sg = kB,BE kB,u,BN—i-kBan

1D -
= ZNkaT — AN+ kg
T2 '8 TV kB

— kgh [(1 + g) - kBLT] = (mit exp[p/(ks/T)] = 6/\3)

_ % D
= kgN [Inﬁ—DIn/\—i- (1+§>]
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3.8 GroBkanonisches Ensemble

Rezept zur Anwendung des groBkanonischen Ensembles

@ Berechnung der Zustandssumme Z; aus ‘H
mit Zg(T,V, 1) =35 02V Z(T, V,N) und z = exp(Bu)
@ PV = kg T InZ; = gesamte Thermodynamik
o Zustandsgleichungen
o (N)g=N=kpTgInZg = N=N(T,V,pu)
o Invertieren dieser Beziehung fithrt zu = u(T, V, N)
o thermische Zustandsgleichung

PV

T =N ZlT V(T v, )]

o kalorische Zustandsgleichung

E=- (886"12) + uN mit p = pu(T,V,N)
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