Berechnung kubischer Splines

Momente M; := s (x;)

Darstellung von s”:
i=0

— auf jedem Teilintervall I; = (x;, x;41) gilt mit h; = |[;| = 01 — x;

T; + Tl (x — x;)° (2 — 2441)°
=Ci+D; |z — M; — M,
s(@) = Cit (‘E 2 ) M 6h,

[nterpolationsbedingung s(x;) = f; fir j =0, ..., n liefert:

fivi+ fi  h?

i = 5 12(Mz'—}—1 + M;)
it1—fi hi
D; = / Hh. fi c (Mit1 — M;) = floi, xiva] — E(Mz’—i—l — M;)



Herleitung von Gleichungen fiir die Momente M,

Benutze Stetigkeit von s’ in den inneren Knoten x;, i =1,...,n — 1.

lim s'(z) D, — My Fl ] S VAT

m 5{r) = i T o Vi = (X, Li1] — My — 2R M40,

T—x;+ 2 ! ) +

lim s'(r) = D;1+ 5 M; = flzi—1,zi] + ghz’—le’ + Ehi—lMi—l

Die Stetigkeit von s’ an den inneren Knoten z;, 1 = 1,...,n — 1 bedeutet damit
1 1 / ! . /
f[ZEH_l, 331] — gthz — ghiMi—H = x1—1>£:€l+ S (CC) = xl_l)gjrzl_ S (:1:)

1 1
=  flxic1, ] + ghi—lMi + Ehi—le’—l-

fleg,zip1]—flei—1,24] 1.
T liefert

Umformung und Ausnutzen von flx; 1, x;, x;11] =

hi—1 h;
M,;_ 2M;
h;,_1+ h; L i hi_1+ h;




weiter geht’s (Herleitung von Gleichungen fiir die Momente M;)
Mit den Abkiirzungen

hi—1 hi
i = , ANi=1—p; = :
H hi—1 + h; H hi—1+ h;

di == 6f|xi—1,2i Tit1]

erhalten wir damit aus der Forderung der Stetigkeit von s’ an den inneren Knoten:
,LLzMZ_l—FQMZ—F)\@MH_l:d@ izl,...,n—l

die fehlenden 2 Gleichungen ergeben sich aus den zusétzlichen Randbedingungen.



vollstandige Splines

Zusatzliche zwei Gleichungen:

_ 1 1
fo = flzo, 1] — ghoMo — éhOMla
_ 1 Py
fy/L — f_xn—la xn] + ghn—an + 6 1Mn—1-
Fihrt man dg, d,, ein als dg = Gf[xo’,f;]_fé und d,, = 6f7’1—fh[w¢:1,wn], so ergibt
sich als Gleichungssystem fiir die Momente M,;, 1 =0, ..., n:
(2 1 0 0 - .- 0\(M0\ (do\
2 A 0 e e 0 M, dq
0 o 2 A 0 E : : :
0 0 pus 2 A3 0 s : = : (1)
: : . - .. . 0 : :
0 0 T 0 Hn—1 2 )\n—l Mn—l dn—l
\o o -0 o 1 2 J\ m ) \ 4 )



natirliche Splines

Zusatzliche Gleichungen: My = M, = 0. Fiir die noch unbekannten Momente
M; 1=1,...,n—1, ergibt sich:

/52)\10... O\(Ml\(dl\

2 X O 0
0 i3 2 )\3 0 0




periodische Splines

Man verlangt Periodizitdt des Splines:

1 1 1 h,,_
flzo, x1] — ghoMo — éhOMl = flen—1,xn] + =hn_1M, + c LM,
My = M,

Fihrt man nun

h'n— h ’ - n—1y 4n
Hn = - 3 >\n =1 — Hn — 0 ) dO = 6f[x0 331] f[CU 1, L ]
hn—1+ ho hn—1+ ho ho + hn—1

ein, so erhdlt man das folgende LGS fiir die Momente M;, ¢+ = 0,...,n — 1:
( 2 X, 0 O Lo, \ [ Mo \ [ do )
2 )\1 0 0 Ml dl




Lokalitat bei kubischen Splines?

e Das Bestimmen eines kubischen interpolierenden Splines erfordert das Losen
eine LGS, welches alle Interpolationswerte koppelt — Lokalitét?

e Kardinaler kubischer Spline L auf dem unendlichen Gitter Z erfiillt: L(i) = d;9
L klingt exponentiell ab: |L(x)| < Cealzl

Kardinale kubische Spline—Funktion

1.2

Wert des kardinalen kubischen Splines

10°

Kardinale kubische Spline—Funktion in Intervallmitten
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