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Das physikalische Pendel
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Bewegungsgleichung
‘masseloser Stab, Lange L
‘punktférmige Masse M
‘reibungslose Aufhangung

‘Langskomponente der
Schwerkraft wird vom Stab
kompensiert

Querkomponente beschleunigt
die Masse

s=0-L Bogenlinge: S
Geschwindigkeit: v
V=am- L Beschleunigung: a

0-L
Q_-L - L
O-L=w-L

—> F =Ma= ML =—-Mgsin(0)
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Losung der linearisierten Bewegungsgleichung
(gultig fur kleine Auslenkungen 0<<1)

Fiur groBere Auslenkungen: nichtlineare DG=>
deterministisches Chaos

MLE = —Mg sin(6)

> 0=-Ssin@)=-£(0-07/31+6°/51+...)

L L
%éz—%-ﬁz—wﬂﬁ mit @, =+fg/L

Losung:

0 =0, -sin(w,t+ @)

Randbedingungen!




EDV2 Energieerhaltung WT'.{
H=E, +E,  =T+V=FE=const. «——  Kkonservatives System"
Mf )2 1
= 2L +iwqh—5M'L ° +MgL(1-cos0)
. ); l Y ¥ A2
= 27 -+ MgL(1—-cosf)~ Bo_, Mo, L 6"
QML 2ML 2
R ,.,harmonisches Potential*
! ré?”f”

E ;i,/ \ﬂ:% f};’ \1 -cos ,f
.\I\R_fjf | \ / : I\ f




EDVZ2 Der Phasenraum

Darstellung der Eneraie als Funktion der verallgemeinerten
Orts- 4; ) und Impuls-#; ) koordinaten

H(q;.,pf)zTJrV — K

I :Freiheitsgrad
H (qf : pf) :Hamiltonfunktion

Dynamik des Systems beschrieben durch Hamilton-gleichung:

_ oH . C +
4, =—, DP;=——": i=1....M

op; od;

L
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Hamiltonfunktion der linearisierten Pendelbewegung:

P, ] Pr
H(p,,0)= 2{1{;‘& +5Mfu L'0° =E

max 2 max ZE
Ellipse mit a=p™ =v2MIE, b=6"" =

-
Mo, I

s P

/f\\ T st
N
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Linearisierte Bewegungsgleichung:

MLO+yLO+ Mgl =0 — é+lé+m§9=[}; r
T

Ansatz: |0 = (9{] -{:‘:‘_ﬁ! -S1Nn (GJI‘ + qo)

1 ; E 1
=—, W=\, — [ =w, [l-
p 27 \/ " “J [eruﬂ}

Schwache Dampfung (0){]’3' > 1)

.n]
i

O=~0,-¢'"" -sin(wf+¢)
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Zeitliche Entwicklung Phasenraum
1.0 T 6 T
08 f (a) AL (b) _
0.6 n
04 7 1 7 b |
N TTY IR V77—~
L(}.EUUUUUUU i “‘2_ N /
~0.4 [ 1
—0.6 1 a4 b Tt A
—0.8 —U .
o 0 5 10 15 20 25 _1].(} —0.5 0 0.5 1.0

Z(t)

O~0,-¢'"" -sin(wf+¢)
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EDV2 Frequenzanalyse

Fouriertransformation: F(w)= J-f (1)-e"" - dt
(1) meistens reellwertig: dann gilt F(—w)=F (o)
linearisiertes Pendel: F(w)=in0, [8_5”5(0) —w,)—e“O(w+ (uﬂ)]

ceddmplies Pendel: Verbreiterung, Verschiebung

F(w) —lﬁ{ < — < }

2 (w+w,))+iy (w—w,))+iy

Anm: “ a=¢ “

WIEN
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EDV2 Frequenzspektrum U
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Frei, gedampft getrieben
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Interpolation

*Wenig Messpunkte

‘Ubergang auf anderes Gitter von Datenpunkten

‘Interpolationsfunktionen kénnen einfach differenziert
und integriert werden.

Interpolationsproblem: |
Stiitzstellen: @i, fi = f(z;) i=0.1.... N

Funktionsklasse: olr;ag, ay, ..., '-'1_-%-':'

Wahle die Paramete @; so,
dass die Funktion durch alle Stitzstellen geht :

d-}{i‘-, ﬂ[]?ﬂ:'l? et {'['Jﬁ*-":] — fi; Hj ? — [}1 ]-: . ey _"“‘1-"1-.

EDV2: Polynomialinterpolation (linear)




EDV2 Polynominterpolation TU
« (N +1) beliebig vorgegebene Stiitzpunkte
{I;: f;;)_, 1 = U:. 1_, 2, “eay N
Suche ein Polynom p(z;)=f;firi=20,1,2,....N
o(xr:ag, ay, ... ,n_,n;) =plr) = ang +a;x + HQIE + - 4 n_wur"ﬂ‘r :
welches die Bedingung
olxiiag,ay,....ay)=f; Yi=0,1....,N.
erfillt.
‘Problem ist eindeutig
z.B. Lagrange Interpolationsformel
N N T T
. Lo — A . N
x) = L& Li(x) = flir ¢i=0,1,...,N.
@) = 3 fila(a) E_xi—mk




EDV2 Polynominterpolation TU
Beispiel Lagrange Interpolationsformel , N=3:
tai, fleg)b,i=0,...3
o =z (x— Tz",l (r—a3 ] (r—xp) (x—x2) (x—m3
pa(r) = (ro—x1 ) (ro—x2)(rn—23) f{ £0) [11 rp )T —x2)(T1 — :La?'f{”]
(r—rp) (r—x1) (x—r3 (r—z0) (xr—x1) (x—x2)
_l_[lz rp )(ro—x1 )10 — laﬁlf{ E | (ra—z0)(r3—x1) (13— Tz}f“? '

‘Interpolationsfehler wenn die zu interpolierende Funktion selbst
kein Polynom ist.

Effizientere Algorithmen existieren
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EDVE Polynominterpolation

WIEN

Algorithmus von Neville
(Interpolation an einem zusatzlichen Punkt)

ausgehend von Polynomen 0. Grades
Pi(x)=f; Vx

Definition einer Rekursion
(2 — LI:-EJ_D)[;%]_&Q”.-&;‘.(:-I:) — (z — Ly, -)Pim‘l...z‘;u_l (-If)

Ly

Pigiy. i (T) = N
— Tj,
— be1 N Datenpunkten

E’JN(I‘) — Péuél...éx (-’-1’7)

'
Y
a4




EDV2 Polynominterpolation: Neville Algorithmus

schematisch: =0 k=1 e = 2 k=3

Fou ()
vy | fi = Pi(r) 012(7)

Pio(a) Poraa(x)
ro | fo = [%(x) Pros()

Pos ()

i “i—l

)@ = (=) () /

X, —X,_

' 7

L
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Interpolationspolynom p,(x) durch N+1 Stiitzstellen (x,, f(x.)):

,.dividierte Differenz:
f[fb .’j]

Definition einer Rekursion

f[-I:'_l_ﬁ s -’If?'] —f [-’I-'ug Ly, -’I-'-,-r;—tl_]

L; — Lo

f_fj

S

= flz;, 4]

flro, x1,...,0;] =

gesuchtes Polynom

px(x) — d, + ia;{ {li[ (x_x;‘y)]; ad, = f[x[},xl, x,f;J

=1




EDV2 Newtonsche Interpolationsformel U
1 £y f; f[l-';_, IH_]: f[i'g_, e e ey I-'H_g: f[i'g:. . :.;EI'_|__'3: f[l';:. e ooy Ig_|_4:
32220 8.400 o
1 27 17.8 | 2 856 _
| 2.118 o -0.5280 o
2 1.0 14.2 6349 2.012 00865 0.256
3 4.8 383 B 2.263 o

16.750
4 5.6 51.7 o

p_.m-'{;E) — ﬂ-[:—l—{zi‘—;t-'[;jlﬂ.l—|—{L1,‘—L1*D:]{;E_Il:]ﬂg_. . .
o '_{;E_;ED){-I_;E]) R {;I-'—._]’_,"_,ﬂ...'_'l)ﬂ._,n,.r
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*Ableitung von Interpolationspolynom

‘gleichmaflig verteilte Datenpunkte

symmetrisch, asymmetrisch

‘hohere Ordnung genauer, aber Randpunkte problematisch




EDV2 Differentiation I'EJN
r 1_I'J - 1_2] U
2 [ = 2L omy fr) = L=l e oy
~ ) ) ~ » — 20+ [ >
) /() = L= 0087 Sy =Ll a L o
y —fy+8f, —8f ,+ [, ’
. — J 2 O < —1 J =2 O h
c) f(x,) oy +0(h") —
J(x) b)
, flx; )
A ) Xipp)
fix,)
i) /
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EDV2 Aufgaben
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Schreiben Sie ein Programm, das die erste und zweite Ableitung einer
beliebigen Funktion berechnet. Testen Sie Ihr Programm fuer f(x)=In(x)
und vergleichen Sie das Ergebnis mit der analytischen Lésung (graphische
Darstellung mit gnuplot im Bereich ]0,3]). Untersuchen Sie die Ergebnisse,
wenn Sie die Schrittweite h variieren.

Der Name der source-code Datei soll "diff" lauten (diff.f oder diff.c).
Verwenden Sie beim Kompilieren den switch "-o filename" und benennen Sie
auf diese Weise die executable-datei ebenfalls "diff":

f77 diff.f -o diff -lm
Der name der output Dateien soll "diff.h1" und "diff.h2" sein.
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Diese Dateien sollen durch Leerzeichen getrennte Spalten enthalten. (Die
Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf die Formelnummern im Skriptum)

Spalte 1: x

Spalte 2: {(x)

Spalte 3: f'(x) [analytisch]

Spalte 4: f'(x) [5.45]

Spalte 5: f'(x) [5.46]

Spalte 6: {f'(x) [analytisch]

Spalte 7: f'(x) [5.49]

Spalte 8: f'(x) [5.50]
diff. hl enthalt die Ergebnisse fiir eine Schrittgrésse h=0.1
(im Intervall]0,3]) diff. h2 enthalt die Ergebnisse fiir eine Schrittgrésse h=0.001
(im Intervall ]0,3])
Hinweis: Unter dem Betriebssystem UNIX kénnen Sie diese Dateien uber
sogenannte "pipes" erzeugen. Schreiben Sie ausserdem ein gnuplot load file
"diff.g" welches f'(x) analytisch und nach 5.49 und 5.50 fiir h1=0.1 und h2=0.001
mit einander vergleicht. Hinweis: wenn Sie diese Kurven in gnuplot dargestellt
haben, konnen Sie die gnuplot-load-datei einfach mit dem Befehl "save 'diff.g' "
erzeugen. Probieren Sie es aus.




=
-
|

EDV2 Aufgaben
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Implementieren Sie das Newton'sche Interpolationsschema [5.11] in einem
Program namens "newton'.

Das executable sollte auch "newton" heissen (siehe Verwendung des "-o0"
switch oben). Die Dateien "newton.1l" und "newton.i2" enthalten die
Datenpunkte durch die das Polynom gelegt werden soll. Lesen Sie diese ein
und erzeugen Sie daraus die Dateien mit den im Intervall [-5,5] interpolierten
Werten (mit einer Schrittgrésse von 0.1) die Sie "newton.ol" und "newton.o2"
nennen. Erzeugen Sie 2 gnuplot load files "newton.gl" und "newton.g2" welche
die Ergebnisse mit den Daten an den Stutzstellen vergleichen.
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EDV2 Num. Lésung von Diff .Gleichungen
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*Beispiel: Pendel
*Transformation auf DG erster Ordnung

Energieerhaltung: :
7 ¥ H-E-= %MEQZ +Ma, L’ (1-cos0)

2

* Taylorreihenentwicklung: Q(t + Az‘) = 0(t)+60- At + A_’fg'(r) ..

2
*Erste Ordnung:
. 2E 2
0=+ e — 2w, (1-cos0)
2F
— H(t+A) = 9(!)+At-a)0\/——2(1—cost9)
Mgl

*+ Randbedingung
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*Allgeine Form fiir ein System von n D.G. erster Ordnung:

fl(xayla .- 'ay?’l)
fg(xayla . *ayn)

Y1
Y

/

Yo — fn(xa Yty ooy yn)

fiir gegebene Funktionen f;,;i=1,.... n.




EDV2 Num. Lésung von Diff .Gleichungen

*Transformation einer DG n-ter Ordnung (Randwertproblem)
(n)

y" = ey gy )

in n DG-en erster Ordnung. Uber die Definition:
=y, 2=y, ..., z,=y" Y

Erhalt man:

21 = 2o

%

|
W
w

L
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Autonomes System, d.h. die unabhangige Veranderliche kommt
auf der rechten Seite des DG-Systems nicht mehr explizit vor:

Definiere: yyg = «
Damit wird das System von DG-en:

o = 1
v = filvo,ya. .-, Un)
vy = folyo, 1, Un)

y;z — fn(y(); Yt, - -y yn)
Welches man als autonomes System bezeichnet.

*Vorteile fur numerische Implementierung
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EDV2 Num. Lésung von Diff .Gleichungen 14

*Beispiele

‘Freies Pendel: ‘Bewegungsgl. <Autonomes System:
3-Dimensional:

0’=-c O
F=ma

Zo=t

lea ZO:t ZO’:

Z,=0’ =2 Z) =2,
Lonl Zp = Zs

Autonomes Zy=2Z Zy = Zg

System: Z,=V, z, =F,(29,2;,2;. . .)/m

25=V, z5' =F (20,2),2,". . .)/m

z, =0""=-cz; Zg=V, zs' = F,(20,21,2,". . .)/mM

z, =0’=z,

% =1
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EDV2 Num. Lésung von Diff .Gleichungen 149
*Vektornotation:
yi — fl(xayla“*ayn)
yé — fQ(xvyla*“ﬂyn) -> y_!:i(ajag)
y:q, — fn(l‘, Yty oo s y‘?’l)
Y1 fl(xayla“*ayn)
Y = : und i(xag) —
Un fn(aja yla“'ayn)
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Stiitzstellen: 2;,7 = 0,..., N im Intervall [%, Sfi'e]

Schrittweite zwischen i-ter und i+ /-ter Iteration: hr@'+1 — Tijt1 — T

*Rekursionsvorschrift:

Y(@iv1) = y(xi) + hig1@(@;, y(); Risa)

‘Randbedingung: y(@o) = y(z,)
‘Lésung an i-ter Stiitzstelle: y(x;)

*Die charakteristische Funktion
d(z,y(z), h)

mul} entsprechend gewahlt werden und bestimmt das
numerische Verhalten des Verfahrens.




EDV2 Einschrittverfahren 1. und 2. Ordnung  |TU
*Einzel DQ: y = f(x.y)
‘Taylorreihe: m ok (k) fym+1 o
- " 0h
yle+h) z%k Ty @t

*Ableitungen aus:

Y flx,y),
/) dy df df dy

@) — fm‘|‘2ffa?y—|_fyyf fwfy+ffya

<
|

1. Ordnung: Euler- oder Polygonzugverfahren

ly(+h) = y(x) + hf(e.y(2)) |
Charakteristische Funktion: &(z,y;h) = f(z, )

y(x +h) —y()

‘Das heisst: ¢/ =~




EDV2 Einschrittverfahren 2. Ordnung U
Zur Erinnerung: , &% df  dfdy
V' = sttty A

=>Suche Charakteristische Funktion der Form:
O(x,y; h) = (ar + az) f (2, y) + ash [p1 fo(2, y) + pofy (2, y) f (2, y)] + o(h?)
*Diese wird z.B. gegeben durch:
Oz, y:h) = ar f(2,y) + ao f(x + prh,y + p2hf (. y))
*Verfahren von Heun:
; pr=p2=1

% Lf(x,y) + f(éli’ + h,y + hf(xvy))]

ap = ap =

Modifiziertes Euler Verfahren:
a; =0 ; ar=1; pr=p=3
O(x,y;h) = flo+ih,y+hf(z,y))
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*Antriebskraft: Fgin(Qt + 3)

DG (2.0rdnung, nichtlinear):

d? d
mLE(; + ’}/Ld—j + mgsin(a) = Fsin(Qt + 3)
reduzierte (dimensionslose) Veranderliche: 7 =t/to to= o
°o=> 9

d d Y
5+ D52 +sin(a) = fsin(=7+ 3
r-2,/k f = R
myyg mL

L
g




EDV2 Aufgaben

=
-
|

WIEN

1. Schreiben Sie ein Programm zur numerischen Loesung der Schwingunsgleichung
des freien Pendels. Verwenden Sie die in der Vorlesung angegebene Formel
welche die zeitliche Auslenkung in Form einer D.G. erster Ordnung beschreibt.
Die Quell- und exe-Dateil sollen beide den Namen pendell haben. Vergleichen Sie
die Ergebnisse fuer unterschiedliche Anfangsbedingungen mit der exakten
Loesung der linearisierten DG und stellen Sie diesen Vergleich graphisch dar.
Verwenden Sie zum Testen ein Pendel mit einer Laenge L=1 m und einer Masse
M=1 kg. Erstellen Sie zwei Dateien, welche die Simulationsergebnisse und die
exakte Losung der linearisierten Gleichung fuer unterschiedliche
Randbedingungen enthalten:

rbl.dat: die Pendelmasse wird aufeiner Hoehe von H=1@ cm losgelassen

rbZ2.dat: die Pendelmasse wird auf einerHoehe wvon H=15@ cm losgelassen

Die Dateien sollen wiefolgt formatiert sein:

1 Spalte: Zeit t (in sekunden)

2 Spalte: numerische Loesung fuer die Auslenkung

3 Spalte: Zeitableitung der numerischen Loesung

4 Spalte: exakte Loesung der linearisierten Gleichung.

5 Spalte: Zeitableitung der exakten Loesung derlinearisierten Gleichung.
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Das betrachtete Zeitintervall sollte einige Schwingungsperioden beinhalten.
Ueberlegen Sie selbst einen sinnvollen Wert fuer das Zeitinterval Delta t.
Erstellen Sie 2 gnuplot load-Dateien mit den Namen pendel_rbl.g und
pendel_rb2.g welche Ihre Ergebnisse bei entsprechendem Aufruf darstellen.
Stellen Sie die Trajektorien fuer die oa Anfangsbedingungen in einem
Phasenraumdiagramm dar. Erstellen Sie 2 gnuplot load-Dateien mit den Namen

pendel_phasl.g und pendel_phasZ2.qg welche Ihre Ergebnisse bei entsprechendem
Aufruf darstellen.
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2. Implementieren Sie das Euler-Verfahren zur Simulation des gedaempften Pendels
in einem Programm namens euler. Verwenden Sie reduzierte Variablen und bringen
Sie das Gleichungssystem in autonome Form. Rechnen Sie intern mit reduzierten

Variablen welche bei der Ein- und Ausgabe entsprechend konvertiert werden.

Vergleichen Sie das Ergebnis mit jenen in Angabe 2 wenn Sie fir die reduzierte

Daempfung den Wert @ eingeben. Erstellen Sie die gnuplot load-Datei eulerl.g

welche die Darstellung dieses Vergleiches in gnuplot ermoeglicht. Fuehren Sie
welters die selben Simulationen wie in Angabe 1 beschrieben durch, fuer einen

Wert der reduzierten Daempfungskonstanten Gamma=0.1. Das Namen der Dateien
sollten nach dem selben Schema gewaehlt werden, wobei "pendel" durch "euler”
ersetzt wird.




