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Gegenstand dieser Vorlesung und den beiden zugehörigen Übungseinheiten sind die  
grundlegenden Verfahren zur numerischen Lösung von gewöhnlichen Differential- 
gleichungen. 
 
(1) Einschrittverfahren für Differentialgleichungen 1. Ordnung 
(2) Konsistenz und Konvergenz von Lösungsalgorithmen 
(3) Runge-Kutta-Verfahren 
(4) Rundungsfehler 
(5) Das Numerov-Verfahren 
(6) Mehrschrittverfahren (Korrektor- und Prediktorverfahren) 
(7) Extrapolationsverfahren 
 
Anwendungen: 
• Das Pendel (Übung 1) 
• Transmission und Reflexion am eindimensionalen Potentialwall 
• Bindungszustände in einem Zentralpotential (Übung 2) 
• Streulösungen der radialen Schrödingergleichung  



Konstruktion von Einschrittverfahren 
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Die Konstruktion von Einschrittverfahren zur Lösung von 
( ) ( ) ayyxfy ===′ axymit      ,

geht  von der Differenzierbarkeit der Lösung aus. Es kann dann eine Reihenentwicklung  
in der Schrittweite angesetzt werden 

( ) ( )( ) ( )
( )( ) 10mit     

! 1!
1

0

1

≤≤+
+

+=+ +

=

+

∑ ϑϑhxy
m
hxy

k
hhxy m

m

k

m
k

k

Die Ableitungen lassen sich durch f(x,y) ausdrücken: 
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Konzept von Einschrittverfahren 
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Explizites Einschrittverfahren:  
Aus der Kenntnis der Lösung yh(xi) läßt sich direkt der Wert an der nächsten  
Stützstelle yh(xi+1) berechnen [xi,xi+1 sind Stützstellen, h=xi+1-xi  Schrittweite] 
 
 
 
 
 
Die Funktion Φ(x,y;h) ist charakteristisch für das verwendete Einschrittverfahren 
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Die numerische Lösung im Intervall [a,b] erfolgt auf einem Gitter von Stützpunkten  
xi, i=0,1, …, N  mit x0=a, xN=b, welche bei einem Einschrittverfahren nicht  
notwendigerweise äquidistant sein müssen. Die Schrittweite ist h bzw. hi=xi+1-xi 



Polygonzugverfahren - Eulerverfahren 
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Das Polygonzug- oder Euler-Verfahren ist das einfachste Einschrittverfahren, welches 
bei m=1 abbricht, d.h. 
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Sei z(x) die exakte Lösung der Differentialgleichung y‘=f(x,y) , dann gilt: 
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Konsistenz eines Einschrittverfahrens: Ein Einschrittverfahren heißt konsistent in  
p. Ordnung, wenn Φ(x,y;h) die folgende Eigenschaft erfüllt 
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Das Euler-Verfahren 
ist konsistent in  
1. Ordnung 



Konvergenz von Einschrittverfahren 
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Ein Einschrittverfahren heisst an der Stelle x ε [a,b] konvergent  von Ordnung p>0 
falls gilt 
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Für eine Einzeldifferentialgleichung y‘=f(x,y) sei ein Einschrittverfahren Φ(x,y;h) definiert: 
a) Die Einschrittfunktion Φ(x,y;h) ist stetig bezüglich aller Veränderlicher x, y und h 
b) Das Verfahren sei konsistent von Ordnung p>0 
c) Die Funktion Φ(x,y;h) erfülle bezüglich y eine Lipschitzbedingung 
so folgt: das Einschrittverfahren ist konvergent von der Ordnung p 



Verfahren höherer Ordnung 
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Beispiel: Konstruktion eines Verfahrens 2. Ordnung für die 
                gewöhnliche Differentialgleichung 
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Entwicklung von Φ nach h liefert:  
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f(x,y)    a1+a2=1 



Einschrittverfahren höherer Ordnung 

Einschrittverfahren zweiter Ordnung: 
Verfahren von Heun:  
 
 
 
Modifiziertes Euler Verfahren: 
 
 
 
Einschrittverfahren vierter Ordnung: 
Runge-Kutta-Verfahren:                 mit fester Schrittweite 
     mit Schritweitenanpassung 
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Das Verfahren nach Runge-Kutta 
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Verfahren vierter Ordnung:   m = 4 
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Runge-Kutta Verfahren mit Schrittweitenanpassung 

Genauigkeit der Lösung sollte laufend kontrolliert werden 
 Einschrittverfahren: Genauigkeit lässt sich über Schrittweite kontrollieren. 
  bei starker Änderung der Lösung  kleine Schrittweite 
   bei geringer Änderung der Lösung  große Schrittweite 
  Effizienzsteigerung von 100 und mehr möglich 
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Information über Güte zur Festlegung der Schrittweite: Verdopplung der Schritte 
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φ Num. Wert mit 2h 

Num. Wert mit h  

( )65
12 30 hOhyy +=−=∆ φDifferenz der beiden Lösungen: 

 
Bedingung für Schrittweitenanpassung:   
  D > acc      Verkleinern der Schrittweite 
  D > acc      ausreichende Genauigkeit erzielt 



Alternative Einschrittverfahren mit 
Schrittweitenanpassung 

Eingebettete Runge-Kutta-Formeln von Fehlberg: 
(a) Verfahren 5. Ordnung mit 6 Funktionsaufrufen 

 mit 

(b) Verfahren 4. Ordnung mit gleichen Funktionsaufrufen  
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Fehlerabschätzung 
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Fehlerquellen:    
  Unsicherheit der Eingabedaten 
  Algorithmenfehler (Abbrechfehler) 
  Rundungsfehler 

Numerische Lösung: 

Exakte Lösung: 

Differenzbildung: 
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gesamter Rundungsfehler 

Unter der Annahme einer Lipschitzbedingung für Φ erhält man die Abschätzung 
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Beispiel - Rundungsfehler 
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Typische Form des Gesamtfehlers bei der Lösung einer  
Gewöhnlichen Differentialgleichung 
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Differentialgleichungen höherer Ordnung 

Im allgemeinen führt man Differentialgleichungen höherer Ordnung 
zuerst auf ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung:  

( ) ( 1)( , , ', , , , )n ny f x y y y y y −′′ ′′′= 

Wir betrachten die allgemeine Differentialgleichung n-ter Ordnung 
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Lösung eines Systems von Dgl. 1. Ordnung  

( ) ( , )t t=z f z ( ) ( )t =z f zbzw. autonomes System 

Taylorreihenentwicklung: 
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Führt zu verschiedenen Verfahren: z.B. m=1, Eulerverfahren 



Einschrittverfahren für Systeme von Dgl. 1. Ordnung 
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allgemein: ( ) ( )  ( , ( ); )x h x hx xh+ = +z Φ zz

charakteristisch für Einschrittverfahren Schrittweite h ist evtl. veränderlich 

m=1    Euler- oder Polygonzugverfahren 
 
 
 
m=2    Verfahren nach Heun und modifiziertes Eulerverfahren 
m=4    Verfahren nach Runge-Kutta 
.......     ................................. 
 

( )( , ( ); ) ,x x h x= fΦ z z



Computational Physics - Pendelbewegung 
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Die Physik des mathematischen Pendels zeigt eine Vielfalt von Phänomene, 
die mit fundamentalen Konzepten der modernen Physik zusammenhängen.  
Die numerische Behandlung eröffnet die Möglichkeit auch komplexere Ver- 
halten, z.B. den Übergang in chaotische Bewegung aufzuzeigen. Folgende  
Fragestellungen werden behandelt: 
 
  Lösung der Bewegungsgleichung 
  Darstellung im Phasenraum 
  Phasenraumvolumen der Zustände 
  Frequenzspektrum des freien, gedämpften und getriebenen Pendels 



Pendel – Aufstellen der Bewegungsgleichung 
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Bewegungsgleichung des Pendels 
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 Bewegungsgleichung:  ( )
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Das gedämpfte Pendel 
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Einschränkung auf linearisierte Bewegungsgleichung: (für kleine Auslenkung                    )  
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Bewegung des gedämpften Pendels 
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Zeitliche Bewegung Phasenraum 

Bei schwacher Dämpfung:  
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Hamilton Operator und Phasenraum 
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Hamilton Operator für Pendelbewegung 
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Phasenraumvolumen 
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Ungedämpftes linearisiertes Pendel  = Harmonischer Oszilator  
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Quantisierung des Phasenraumvolumens 
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Frequenzspektrum 

Analyse der Schwingung in Frequenzanteile ist meist von Interesse 
Fouriertransformation: 

Ungedämpftes Pendel: 

 alternative Randbedingung 

 

                 unter Verwendung von 

Gedämpftes Pendel (Θ=0 für t<0) mit               und                        :  
 
 

 
Fouriertransformation für reelwertige Funktionen 
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Beispiel – freies ungedämpftes Pendel 

138.074   Datenverarbeitung für TPH II Gewöhnliche Differentialgleichungen 27 

Abhängigkeit von 
der Amplitude der 
Auslenkung Θ 



Frequenzspektren 

 Frequenzspektren des gedämpften Pendels für verschiedene 
Dämpfungsstärken γ=0.01, 0.05 und 0.025 N/ms-1  
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Das getriebene Pendel 

Annahme:  
Pendel kann beliebig durchdrehen 
(Schwingung über 180°) 
 
 
Bewegungsgleichung 
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Transformation auf dimensionslose Parameter für Studien oft nützlich 
 

Dimension:  Kraft [N] 

Dimension:  Zeit-2 [s-2] 
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Beispiel – getriebenes Pendel 
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Treiberfrequenz Ω=3.2 Hz 
 
Antriebskraft 2 und 7 N 
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