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Pendel — Bewegungsgleichung

» masseloser Stab, Linge L
» punktformige Pendelmasse M
> ideale Aufhingung (keine Reibung)
» nur zwei wirkende Krifte:
Schwerkraft
Kraft, die vom Stab ausgeiibt wird

(Stab kompensiert einen Teil der
Schwerkraft)

Bogenlinge s=06L
Geschwindigkeit v = 0L = wL
Beschleunigung a = 0L = wL

Newtonsche Bewegungsgleichung
F =Ma=MLH = —Mgsinf

EDV2: Pendel - autonome Systeme



Linearisierung der Bewegungsgleichung
F = Ma = ML) = —Mg sin 0

s 8. I 93 95
i ~ 5.9 = —wi -0
L
Losung: 6 = 6 sin(wot + @)
Gilt nur fiir kleine Auslenkungen!
0 wo/w
0° 1
10°  1.0019
20°  1.0077

45°  1.0396
60°  1.0719
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Alternative Herleitung tGber Energieerhaltung
E = Eyy + Epor = const.

= %Mvz + Mgh wo = %
= %MLZG'2 + MgL(1 — cos0)

: do 2E
~  SML*0* + IMgLY? — = =uwy | — 0

Umkehrpunkte: E = 3MgL03 — i—f = woy/ 05 — 62
t
o) do o(1) 0,
| ———= = arcsin () — arcsin <> = /wodt = wot
0,:=0(0) /63 — 62 B )
0
— 0(t) = 0y - sin(wot + ¢) ¢ = arcsin (9(1))
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Der Phasenraum
Darstellung der Energie als Funktion von verallgemeinerten Orts- und
Impulskoordinaten.
Dynamik des Systems durch Hamilton-Gleichungen beschrieben

OH OH
H = E ] = — D — — ——
(e.p)=E, ¢ v P 0,

Phasenraum der linearisierten Pendelbewegung
Pi

1 272p2 24
H = + =M =K = = ML0

. . _ _ 2E
Ellipsen mit a = 6™ = D ﬁ %
und b = pj** = \2MIZE =k
Ellipsen mit E; < E, < E3 = const. K/
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Das gedampfte Pendel
linearisierte Bewegungsgleichung: MLA + vLO + Mg = 0
.1 M
9+—9+w%020, Ty = —
Try ¥

Ansatz: 0(t) = 0y - e 7" - sin(wt + )

Osung: (= 27'7 Ve — P =w 27'7w0

schwache Dampfung (wo7y > 1): (t) ~ 6 - e 2™ - sin(wot + )

21 X gespeicherte Energie
Energieverlust in einer Periode
27E E
1: ~ = = E(t) x 62 —t
cm > 1 Qg = e s (B x Gexp(—1/)
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Getriebenes und gedampftes Pendel (,allgemeiner
Fall)

2
$00) 190 L pesino(s) = asin(r + 6)

ML———=
dr? dt

oft: Transformation auf , Eigenzeit* (z in Einheiten von #p = 1/wy)

t g do(r) do(r)
To W \ﬂ’ a " dr

d?0(r) do(r)

02 +T i +sinf(7) = Asin(tQ + )
1 L - Q
I_‘ = = l ) A = a s Q =
woTy M\ g Mg wo
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Autonome Systeme

Reduktion auf ein System von Dgl. 1. Ordnung

Gegeben: Differentialgleichung hoherer Ordnung
Y = f YY)

Methode zur Reduktion der Differentialgleichung

Definition System von Dgl. 1. Ordnung

20 =X =1
1=y Z’l =22
=y =123
— ! !/
3=y =12
an =" 7 =f(20,21,22, - Zm)
Autonomes System von Differentialgleichungen 7/ = F(Z)
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Autonome Systeme

Beispiel - allgemeines Pendel

6(r) = Asin(rQ + ¢) — sinf(7) — T9(7)

Fo(2) 1
Hr) = F(2) - ( Fi() ) _ ( g
Fz(Z) A sin(z()Q + ¢) —sinz; — 'z
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Autonome Systeme

Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung

Tl =7+ hin1 63, h)

GF h) = L (ki + 2k + 2k3 + ka)

ki = F(Z)

hit 1

Ezzﬁ(2+ 3 El)
o higg -
k= F(@+ = k)

ky = F(Zi + hi1k3)
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Frequenzanalyse

Analyse durch Bestimmung des Frequenzspektirums
Fouriertransformation: F(w f f(1)e™'de
F(1) reell — F(—w) = F*(w)
wenn Pendel fiir # < 0 in Ruhe: F(w) — 1F(w) ff e™'dr)

linearisiertes Pendel: F(w) = Zfpfe™5(w — wo) — €8 (w + wy)]

geddmpftes Pendel: Verbreiterung, Verschiebung

F(W) _ 970 CXp(lQO) o CXp(—lQO)
2 lwHwo+ivy w—wo+iy

Verbreiterung: MaB fiir die Giite
anharmonisches Pendel: Auftreten von Spitzen in F bei w, 3w, ...

EDV2: Pendel - autonome Systeme



Frequenzanalyse

Frequenzanalyse Pendel
Annahme: Pendel fiir # < 0 in Ruhe:

[e.e]

o0 ; 1
Flw) = [0(t)e“dt = — [ 0(r)exp {i‘”] dr
0 wo , wo

Tmax

fiir unsere Aufgaben: F(&) = woF (w f O(7)e“ dr

Tmax

Realteil: R(F f 0(r) coswrdr ,,Cosinus-Transformation®

Tmax

Imaginirteil: $(F f 0(7) sinwrdr ,,Sinus-Transformation*

Leistungsspektrum:

P@) = |F@)P + [F(—5) = 2/F@) = 2RF@)7 + S(FE))?)



Frequenzanalyse

Abtastrate und Grenzfrequenz

Abtastintervall A7: 0, = 0(nA7), n=0,1,...,N
Abtastrate: 1/AT

1
Nyquist-Frequenz: f. = AT We = T
A AT

Abtasttheorem: F(w) = 0, Yw > 2xf. — f(¢) durch die gemessenen
Werte f(nAt) vollstindig bestimmt.

F(w) #0, w > 2nf, — ,,Aliasing"-Effekte
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Untersuchung der Pendelschwingung in der Zeit

1. Schreibe eine Routine, die Z(7) fiir das autonome System
unseres allgemeinen Pendelfalls berechnet.

2. Schreibe eine Routine, die einen Iterationsschritt nach dem
Runge-Kutta-Verfahren 4. Ordnung fiir das autonome System
durchfiihrt.

3. Stelle die Pendelbewegung als Funktion der Eigenzeit, 6(7), und
im Phasenraum (6(7), 6(7)) dar.

3.1 Fiir ein ungeddmpftes, ungetriebenes Pendel mit #; = 0.1 und
0, = 3, 0, = 0 dar. Verwende etwa 7 € [0, 40] und
AT =h=0.1.
3.2 Fiir ein ungetriebenes, geddmpftes Pendel mit den gleichen
Anfangsbedingungen und I' = 0.05und I' = 0.3
3.3 Fiir ein getriebenes, ungeddmpftes Pendel mit den gleichen
Anfangsbedingungen, Q=2,¢6=0undA=1bzw.A=7.
Erweitere den Bereich auf etwa 7 € [0, 100].
3.4 Ein getriebenes, geddmpftes Pendel nach Wahl.
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Frequenzanalyse der Pendelschwingung

Fiihre eine Frequenzanalyse fiir einige Pendelbewegungen aus Punkt
3 durch (vgl. Ubungseinheit 8)

Verwende fiir die Integration eines der vorgestellten numerischen
Verfahren, z.B. Newton-Cotes/Simpson-Regel.

Zur Erinnerung:

2w
AL =
NAT
N 2m -
Wmax ~ < We
Tmin

Verwende etwa @ € [0, 5].

EDV2: Pendel - autonome Systeme



	Pendel
	Autonome Systeme
	Frequenzanalyse
	Aufgaben

