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Gegenstand dieser Vorlesung und den beiden zugehdrigen Ubungseinheiten sind die
grundlegenden Verfahren zur numerischen Lésung von gewohnlichen Differential-

gleichungen.

(1) Einschrittverfahren fiir Differentialgleichungen 1. Ordnung

(2) Konsistenz und Konvergenz von Losungsalgorithmen

(3) Runge-Kutta-Verfahren

(4) Rundungsfehler

(5) Das Numerov-Verfahren

(6) Mehrschrittverfahren (Korrektor- und Prediktorverfahren)
:: (7) Extrapolationsverfahren

Anwendungen:

\

1’  Das Pendel (Ubung 1)

n e Transmission und Reflexion am eindimensionglen Potentialwall
 Bindungszustande in einem Zentralpotential (Ubung 2)

“  Streuldsungen der radialen Schrédingergleichung
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Konstruktion von Einschrittverfahren

Die Konstruktion von Einschrittverfahren zur Losung von
y'=f(x,y) mit y(x=a)=y,

geht von der Differenzierbarkeit der Losung aus. Es kann dann eine Reihenentwicklung
in der Schrittweite angesetzt werden

_ gy T e -
y(x+h)_k§ﬁy (X)+(m+1)! y™(x+9h) mit 0<9<1
Die Ableitungen lassen sich durch f(x,y) ausdriicken:
i dy
=7 — f X,
i y dx (x,y)
. 2
) A L) AR VI
h dx* ox oydx 7 Y
" d3y
“ y :W:fxx+2fxyf+2fwf2+fy2f
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Konzept von Einschrittverfahren

Die numerische Losung im Intervall [a,b] erfolgt auf einem Gitter von Stiitzpunkten
X, 1=0,1, ..., N mit x,=a, x=h, welche bei einem Einschrittverfahren nicht
notwendigerweise aquidistant sein missen. Die Schrittweite ist h bzw. h=x.,,-X;

Explizites Einschrittverfahren:
Aus der Kenntnis der Losung y"(x) lait sich direkt der Wert an der nachsten
s Stitzstelle y"(x,,) berechnen [xx.,, sind Stiitzstellen, h=x.,,-x; Schrittweite]
i
\ Y"(%.2) = y"(x )+ h ®(x, y"(x);h) mit y"(x,) =y,
o
n Die Funktion d(x,y;h) ist charakteristisch flir das verwendete Einschrittverfahren
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Polygonzugverfahren - Eulerverfahren

Das Polygonzug- oder Euler-Verfahren ist das einfachste Einschrittverfahren, welches
bei m=1 abbricht, d.h.

Vi =i +hf (Xi’ Yih) 1=01---,N-1
d.h. ®(x,y;h)=f(x,Y)

Sei z(x) die exakte Ldsung der Differentialgleichung y‘=f(x,y) , dann gilt:
z(x+h)=z(x)+ hz’(x)+gz”(x)+ =

A(x,y;h)= Z{x+ hh)_ z(x) = z’(x)+gz”(x)+--- = f(x, y)+gz”(x)+ o
h_, Das Euler-Verfahren
z(x, y;h)= A(x, y;h)-@(x, y;h) = > 2"(x)+---=o(h) ist konsistent in

1. Ordnung

Konsistenz eines Einschrittverfahrens: Ein Einschrittverfahren heifst konsistent in
p. Ordnung, wenn @(x,y;h) die folgende Eigenschatft erfillt

(x, y;h) OA(x, y;h)—®(x, y;h)= o(h p)

h—
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Konvergenz von Einschrittverfahren

Ein Einschrittverfahren heisst an der Stelle x € [a,b] konvergent von Ordnung p>0

falls gilt yih —Z(Xi)ZO(hp) fiir h —)O,Vj =01--- N

Konvergenz bezieht sich auf Ldsung:

r(x,z;h)=y" —z(x) = o(hp)
Konsistentz bezieht sich auf Einschrittfunktion :

(§ | A(X,y,h): y(X+h)_y(X)_(D(X’ y,h):O(hp)

]| :
Flr eine Einzeldifferentialgleichung y‘=f(x,y) sei ein Einschrittverfahren @(x,y;h) definiert:
a) Die Einschrittfunktion d(x,y;h) ist stetig beztglich aller Veranderlicher x, y und h
b) Das Verfahren sei konsistent von Ordnung p>0

c) Die Funktion d(x,y;h) erfiille bezuglich y eine Lipschitzbedingung
so folgt: das Einschrittverfahren ist konvergent von der Ordnung p
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Verfahren héherer Ordnung

Beispiel: Konstruktion eines Verfahrens 2. Ordnung flr die
gewohnliche Differentialgleichung y'=1(xY)

O(x,y;h)=a f(x,y)+a, T (x+ ph,y+ p,hf(xy))

Entwicklung von @ nach h liefert:

4 f(x,y) 2 a;+a,=1

L eCoyh)ga fixy)+a,f(xy)

d %,
dy f(x, y)
X

0
a,h {plaf(xi)/)'l'pz oy

2 P =a,p,=1/2
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Einschrittverfahren hoéherer Ordnung

Einschrittverfahren zweiter Ordnung:

1
Verfahren von Heun: a, =4a, =3 p,=p,=1

D(x, y;h)= %[f (x,y)+ f(x+h,y+hf(x,y))

1
Modifiziertes Euler Verfahren: a,=0; a,=1; p=p, =5

®(x,y;h)= f(x+1h,y+ihf(x,y))

i

i

X Einschrittverfahren vierter Ordnung:

” Runge-Kutta-Verfahren: mit fester Schrittweite

n mit Schritweitenanpassung
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Das Verfahren nach Runge-Kutta

Verfahren vierter Ordnung: m=4

y' = f(x,y) — @(x,y:h) =%(k1 + 2k, + 2k, + k, ) +O(h®)

mit k= f(Xx,y) kzzf(x+g,y+gkl)
il
K k, = f(x+ﬂ,y+ﬂk2j k, = f (x+h, y+hk,)
N 2'7 72
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Runge-Kutta Verfahren mit Schrittweitenanpassung

Genauigkeit der Losung sollte laufend kontrolliert werden
Einschrittverfahren: Genauigkeit lasst sich Uber Schrittweite kontrollieren.

bei starker Anderung der Loésung = kleine Schrittweite

bei geringer Anderung der Lésung = groRe Schrittweite
Effizienzsteigerung von 100 und mehr moglich

Information Uber Gute zur Festlegung der Schrittweite: Verdopplung der Schritte

y(x+2h)= yl(x)+(2h)5¢+0(h6)+--- y, Num. Wert mit 2h
:: y(x+2h)=y,(x)+ 2(h)5¢+0(h6)+“' Y, Num. Wert mit h
. Differenz der beiden Lésungen: A=Y, —Y, =30h°¢ + O(hG)

Bedingung fir Schrittweitenanpassung:

D >acc > Verkleinern der Schrittweite
D >acc > ausreichende Genauigkeit erzielt
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Alternative Einschrittverfahren mit

Schrittweitenanpassung

Eingebettete Runge-Kutta-Formeln von Fehlberg: .
(a) Verfahren 5. Ordnung mit 6 Funktionsaufrufen  Yna =V +Zciki +O(h6)
i=1

mit k =h f(x +ah, yn+ZbIJ Jj j=1---6

=1

(b) Verfahren 4. Ordnung mit gleichen Funktionsaufrufen Y =Y +ZC K +O(h6)
=1

L] @ biy ¢ G
a7 2825
1 ? 1 E_TI[E‘r 27648
21 = 5 0
(2 3 9 250 18575
i I A T 5 1343
n o I (R e i
) T 2x ? / ﬁgr K K 14‘-?36
6| L ,.,.':' - }“’ > 4 L 253 512 - Parameter von J.R. Cash und A.H. Karp,
X ’ S OWNG SR TR O W6 T ] ACM Trans. Math. Software 16, 201 (1990)
y
n Bedingung fir Schrittweitenanpassung:
“ A=y  —§ . = ZG:<C _ )k _|<acc  Genauigkeit ausreichend
m S T | >ace verkleinem der Schrittweite
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Fehlerabschatzung

Fehlerquellen:

= Unsicherheit der Eingabedaten
= Algorithmenfehler (Abbrechfehler)
= Rundungsfehler gesamter Rundungsfehler

Numerische Losung: 7., = 77; + h®(x;,7,;h )+ 8i+1/
Exakte Losung: Z(Xi+1): Z(Xi )+ h(D(Xi y iy h)+O(h p+1)
Differenzbildung: it =7 ~ 2(%,.)

=77, — 2(% )+ h[@(x;, 77,:h) - ©(x;, z;: h)|+ &, + O(h p+1)

i+1

i X
#1 ] Unter der Annahme einer Lipschitzbedingung fir @ erhalt man die Abschatzung
:, ] <[]+ hUK |+ |e, 2] + MRP

‘gi‘:| eiM (Xe—X5) 1

“ \ri\s{MhH 5 -
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m Beispiel - Rundungsfehler

0.0001 E }.: =—200x N ._'—'!..Ilfﬂ]lgshf"d-: T(—]_:] =1/101 E

| Exakte Losung )
1e=05 E v(x) =1/(1 + 100 x2) ;
=1e—06 .
- 1e-07 | .
3 | g
.’ le_ﬂg ' R sl ) Ll L s
g le-05  0.0001 0.001 001 0.1

Typische Form des Gesamtfehlers bei der Losung einer
“ Gewohnlichen Differentialgleichung
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Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Im allgemeinen flihrt man Differentialgleichungen héherer Ordnung
zuerst auf ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung:

Wir betrachten die allgemeine Differentialgleichung n-ter Ordnung

y(n) = f (X1 Y, yli y”’ ym, T y(n—l))
Definiert man nun: ,
Zl(x) =7, (X)

- zZ 1((:(()) : ;/'(();)) Z;(X) = 25(X)

byl (%) =Y"(X) — Z3(X) - Z,(X)

y . :

ﬂ Z,(X) = .y(”‘l)(x) z,(X)=f(x2,2,,--,2,)
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Losung eines Systems von Dgl. 1. Ordnung

z(t)=1(t,z)  bzw. autonomes System z(t) =1(2)

Taylorreihenentwicklung: 0<e<l
m hk hm+1
z(x+h)=) — z(x)+ 2™ (x +gh
( ) kzzc;k! (%) (m+1)! ( )
(] |
(] |
n
) . ., O dz, 0
/ z=1t,z), Z=—F%+) ——1F, Z7=..
() (t.2) ot Z‘dt 01
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Einschrittverfahren flr Systeme von Dgl. 1. Ordnung

allgemein: | Z (X + h) =7Z(X)+h ®(x,z(x);h)

Schrittweite h ist evtl. veranderlich charakteristisch fir Einschrittverfahren

m=1 Euler- oder Polygonzugverfahren
. ®(x,z(x);h) =f(x,2)

.’ m=2 \erfahren nach Heun und modifiziertes Eulerverfahren
m=4 \erfahren nach Runge-Kutta
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Computational Physics - Pendelbewegung

Die Physik des mathematischen Pendels zeigt eine Vielfalt von Phanomene,
die mit fundamentalen Konzepten der modernen Physik zusammenhangen.
Die numerische Behandlung eroffnet die Moglichkeit auch komplexere Ver-
halten, z.B. den Ubergang in chaotische Bewegung aufzuzeigen. Folgende
Fragestellungen werden behandelt:

= Losung der Bewegungsgleichung
= Darstellung im Phasenraum
- = Phasenraumvolumen der Zustande
= Frequenzspektrum des freien, gedampften und getriebenen Pendels
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Pendel — Aufstellen der Bewegungsgleichung

* masseloser Stab, Linge L

* punktformige Pendelmasse M

* ideale Aufhingung (keine Reibung)
— nur zwel Krifte:

» Schwerkraft

« Kraft. die vom Stab ausgeiibt wird
(Stab kompensiert Teil der Schwerkraft)

Bogenlinge: s=0-L
.- Geschwindigkeit: v=0-L=w-L
1 Beschleunigung: a=6-L=a@-L
X —  Newton‘sche Bewegungsgleichung
o

— F =Ma=MLO =—-Mgsin(0)

‘ i Mo
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Bewegungsgleichung des Pendels

Bewegungsgleichung: F = Ma = ML® = —Mgsin (@))

= O=-@sin(®) mit o,= %

Definition eines _ Zy (t) _ O(t)
Variablenvektors: Z(t) o (22 (t)j - £®(t)j

,2autonomes Systems*, da die Zeit (unabhangige
“ Variable) nicht explizit in der rechten Seite auftritt
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Das gedampfte Pendel

Einschrankung auf linearisierte Bewegungsgleichung: (fur kleine Auslenkung sin(@) ~0)
MLO +7LO+Mge=0 — ®+ﬁ®+%®:o
M g 1

mt r=— und @ == = @+—®+a)§®=0
/4 L T

Ot)= Ae " sin(wt +a)
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Bewegung des gedampften Pendels

Zeitliche Bewegung Phasenraum
Il:l I I I
0.8 F
0.6 r|
0.4 |
= Flﬁl"lﬂnnnvﬁ nnnnnnnnnn
o2 [ITTTrvey
0.4 fl
06 1 ]
. ]
il 0 5 10 |5
:’ Bei schwacher Dampfung:
t ).
() w,r>>1  O(t)= 0, exp(—z—jsm(a)otﬂo)
T
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Hamilton Operator und Phasenraum

Darstellung der Energie als Funktion von verallgemeinerten
Orts- und Impulskoordinaten

H(g.p,)=T+V — E. i=1l...M

Dynamik des Systems beschrieben durch Hamilton-Gleichungen

oH cH
‘{j‘f:‘i . p;:—{i . f:].._.....M

CP; oq;
| . e . . e
- konservatives System™: keine explizite Zeitabhdngigkeit in H
l’ cH 0 s dH 8H.+8H_+5H a0

_— = = ' = — =

’ o i op’ el a M
n — H =const=E = | Energieerhaltung
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Hamilton Operator fir Pendelbewegung

H=T+V =E =konstant <« konservatives System
Mv?

_ % M(LOY +MgL(1-cos®)

- MU ZMQLSinztgj ~Imrer .t M @220
2 5 175 ; l
V(6 .harmonisches Potential*
i . 02
i
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Phasenraumvolumen

Ungedampftes linearisiertes Pendel = Harmonischer Oszilator

O+0f0=0 < H=1M(LO) +iMw?(LOY

p=mLO®

Energieeigenwerte des HO: En = ha)o (n +%)

Phasenraumflache = Phasenraumvolumen in d=1

I(E)=§ p(a. E)dg

Flache einer Ellipse: A=a b x

|

i Halbachsen a, b

.’ Halbachsen des P = MLO,,, = V2ME £
/ harmonischen Lo - 2E = A=p, 0,7 =27T—
n Oszillators im Amax = - Omax = M? @y

“ Phasenraum
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Quantisierung des Phasenraumvolumens

O+0f0=0 < H=1M(LO) +iMw?(LOY

Quant.en'mechamk E = ha)o(n +%)
Energieeigenwerte des HO:

~LO Phasenraumflache = Phasenraumvolumen in d=1

I(E,)=§p(a.E,)dg =2ﬂ%= h(n+3)

0

- (Weylsche Regel: A
- Fiir Quantenzustand mit Energie E, =(n+1)aaw, n=012,...
\ >  Phasenraumvolumen I(E,)=(n+2)h
1 d
) 1E),1_1e
I(E) 1 I(E) ..
“ Anzahl der Quantenzustdnde bis zur Energie E = (h )+§ ~ (h ) fur E>> E,
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Frequenzspektrum

Analyse der Schwingung in Frequgnzanteile ist meist von Interesse

Fouriertransformation: @(w): _[da) G)(t)e“"t
Ungedampftes Pendel:

O(t)= Asin(a,t + a) fiirt e |- oo, +o0o[ = @)(a)): iﬂA[e’i"‘&(a)—a)o)—e"”é(a)+ @, )]
alternative Randbedingung

@(t):{AS‘”(%”“) furt E}O*‘”F 6(0)=17 A s(0—a)-€5(0+0,)

0 firte |-,0
f it 100 it
il unter Verwendung von .([dte =§_J.dte
"8} Gediampftes Pendel (©=0 fiir t<0) mitnz%T und @ =+/o* —n?* :
. . ~ A eia e—ia
O(t)= Ae " sin(mt flrt e 0, Ow)=— -
,’ (t)= Ae"sin(@t+a) fiirt e [0,40[ = O(w) 2{(a)+a_))+i77 (a)—a_))+i77}

“ [Fouriertransformation fir reelwertige Funktionen ©(w)= jdw@(t)cos(a)t) ]
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. Beispiel — freies ungeddampftes Pendel

T T T T T T T T T 1.0 T T T T
o(T=0) = 179° o _ 09k o(1=0)=179°

4
3 I__\ll .- - --\\" :'.. {_,_ . .

2 K b . .- { H Voo - .. ( .. i

. ' :. L : \ i :

0

i 1)

= \t K / 1 oaf ] Abhangigkeit von
L . L i der Amplitude der

0 5 10 15 20 25 30 351: 40 45 50 0 1

S — 10 I — Auslenkung ®

L ot t=0) = 90° - 0.9

[
L
.
n

5
8
L
o
3

=
-
>
>
>
i
-
&3

—J.lI _-'." t IIl ol i .y I'.I { I'I .‘1I I.'.I'l ':' ? 05 7]

(1)

-
i 0 5 10 15 20 2% 30 351: 40 45 50 0 1 2 3 4 5

T T T T T T T T T 2.5 T T T T T T

L otf =) = 207 - 20

4
3

r | 1.0 F 7
. -

0

‘i CHU AV VA YA VA VA Wl V.
_1 -

4 =035 .

_3 = - —3 'U
-4 1 1 1 1 1 1 1 1 1 —25
0 5 10 13 20 23 30 351: 40 45 50
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Frequenzspektren

1.0 — . . ——
09T | s p—
':'-ﬂ 0 ;ill "Y:('-Ej )
<07} l -
0.6 | ¥

05| il
0.4 F s L

03 ! 3N ]
02 F CE .

O w/w

00 ——=i== - e I |
\ 0.6 0.8 1.0 12 14

” W'
n Frequenzspektren des gedampften Pendels fiir verschiedene
“ Dampfungsstarken y=0.01, 0.05 und 0.025 N/ms!

138.074 Datenverarbeitung fur TPH 11 Gewdohnliche Differentialgleichungen 28



m Das getriebene Pendel

Annahme:
Pendel kann beliebig durchdrehen - R —
(Schwingung tiber 180°) e R

Bewegungsgleichung
MLé +27MLa + Mgea = F sin(Qt + ) Dimension: Kraft [N]

. . . F
i +2na+wia = fsin(Qt+ ) w; :% und f =ML Dimension: Zeit?2[s?]

ga | Transformation auf dimensionslose Parameter flir Studien oft nhtzlich

2
Wy

2
\ tozi= L2t o d ®+Fd—®+sin(®)=dsin ga+ﬂ
’ @, g t do do
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Beispiel —

getriebenes Pendel

23 — 1uu r
10k F=2N L
st |‘ _lm
2 ol 1 i ) -
os Ml ’ || | |
2 no “ \F ki r\hl 'i! ﬂ ‘I —31}0 :
—Ujﬂ‘ | ||||| |||| | I o
-10 | | =500
15k =500
=20 =700
sl . . ] gl .
0 50 100 150 200 250 300 35014-0[3 450 500 0 50 100 130 200 230 300 3501_4{!{] 450 300
3
.
1 - I|
0t I
o |
_1 - .I
-2 .I
_3 -
l . __4 1 1 1 1
= —_ —_ _
l . 200 150 10:0 50 " 0 30
1.0 1.0 T T T T
. 0er 09
08 F 0.8
’ 07r 07
’ gﬂ.ﬁ - gﬂ.ﬁ -
‘i Eﬂ.i 3 | E_D.i I
04T 0.4
03 | 03 i
02 | 02
|
01 AL 0.1 H|
L". ¥ £}
G.D -\"I L IL| 'II"L 1 - 1 Dﬂ -Ihrllll"n"ln.-'l1"r'.z-u-v\.-..,..,....u I I 1 !
0 1 2 3 o 4 5 0 1 2z 3 o 4 3
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| Antriebskraft 2 und 7 N
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