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Kapitel 1

Monte-Carlo-Simulationen

Ein aus der Statistischen Physik motiviertes Verfahren zur Berechnung von Integralen
mit Hilfe von Zufallszahlen ist die Monte-Carlo-Methode. Dieses Verfahren ist duflerst
allgemein und erlaubt es — zumindest im Prinzip — jedes Problem der Statistischen
Physik zu 16sen (zu simulieren). In der Physik werden heutzutage mit Hilfe von Monte-
Carlo-Simulationen beispielsweise Teilchenstrome am CERN simuliert oder korrelierte
(wechselwirkende) Elektronen in Festkorpern. Monte-Carlo-Simulationen werden aber
nicht nur in der Physik sondern in vielen Bereichen von den Ingenieur-Wissenschaften
iiber die medizinische Bildverarbeitung bis hin zu den Sozialwissenschaften angewandt.

In Abschnitt 1.1 wird als Motivation zunéchst das Ising-Modell, das wir spater simu-
lieren wollen, vorgestellt. Abschnitt 1.2 rekapituliert einige grundlegende Beziehungen
der Statistischen Physik. In Abschnitt 1.3 wird die Monte-Carlo-Methode zunéchst als
allgemeine Methode zur Integration hoch-dimensionaler Integrale eingefiihrt. Im Ab-
schnitt 1.4 wird die Physik des Ising-Modell besprochen und in Abschnitt 1.5 dessen
Monte-Carlo-Simulation vorgestellt. Wie man aus den Monte-Carlo-Ergebnissen mit
Hilfe von Beziehungen aus der Renormierungsgruppentheorie die kritische Tempera-
tur und die kritischen Exponenten genau bestimmt, wird in Abschnitt 1.6 besprochen.
Weiterfithrende Literatur zu diesem Kapitel:

e Werner Krauth, Statistical Mechanics: Algorithms and Computations, Oxford
University Press, Oxford (2006), ISBN-0-19-851536-7.

e Kurt Binder, Monte Carlo methods in statistical physics, Springer, Berlin (1979),
ISBN 3-540-09018-5.

Die Bilder dieses Kapitels und viele Anregungen wurden dankenswerterweise von
Dr. Nils Bliimer zur Verfiigung gestellt.

1.1 Motivation: Ising-Modell

Das Ising-Modell ist ein einfaches Modell wechselwirkender Spins fiir den Ferromagne-
tismus, das Ernst Ising in seiner Dissertation 1924 [1] bei Wilhelm Lenz (auch bekannt
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6 KAPITEL 1. MONTE-CARLO-SIMULATIONEN

vom Runge-Lenz-Vektor) erstmals studierte. Interessanterweise wurde das Modell von
Ising und Lenz zunéchst verworfen, da sie das eindimensionale Modell untersuchten
und bei Temperaturen 7' > 0 keinen Ferromagnetismus fanden. Ising wurde spéter
Lehrer und emigrierte wegen seiner jiidischen Wurzeln via Luxemburg in die USA.
Lars Onsager 16ste 1944 das zweidimensionale Ising-Modell [2], das Ferromagnetismus
zeigt. Das Ising-Modell wurde daraufhin berithmt und Ernst Ising Professor an der Br-
adley University, Peoria, Illinois, wo er aber keine weiteren wissenschaftlichen Arbeiten
publizierte.

Das Ising-Modell fir (klassische) Spins o; € {+1,—1} = {1, |} auf N Gitterplédtzen
1,7 im magnetischen Feld B lautet:

%:—JZaiaj—uBBZai. (11)
(i5) ¢

Hierbei bezeichnet (ij) die Summation iiber alle Gitterpldtze ¢ und deren jeweiligen
Nachbarn j. Die (quantenmechanische) Verallgemeinerung ist das Heisenberg-Modell

H =-7> 8,8 —upBY_ S, (1.2)
(i) i

das auch Terme S7S¥ bzw. mit Spin-Leiteroperatoren S; S enthilt.

Die Kopplung der Spins ist fiir J > 0 (J < 0) ferromagnetisch (antiferromagne-
tisch) und beschreibt fiir J = 0 den trivialen Fall einzelner nicht-gekoppelter Spins.
Die Eigenschaften héngen, wie wir spéter sehen werden, stark vom zugrundeliegenden
Gitter (und insbesondere von dessen Dimensionalitéit) ab. Die Kopplungskonstante J
kann beispielsweise mit Hilfe der Dichtefunktionaltheorie (DFT) abgeschétzt werden:
als Differenz der Grundzustandsenergie einer ferromagnetischen und antiferromagne-
tischen Losung. Das Heisenberg- bzw. Ising-Modell hat die gleiche Energiedifferenz
(Erwartungswert) zwischen vollstdndig polarisiertem ferromagentischen Grundzustand
und antiferromagnetisch-alternierenden Spins (Néel-Zustand). Sowohl das Ising- als
auch das Heisenberg-Modell nehmen aber an, dass die Elektronen im Festkorper als
Spins an den Gitterplétzen lokalisiert sind. Diese Annahme ist fiir einige Isolatoren ge-
eignet, aber sicherlich nicht fiir Metalle, da dort die delokalisierten Leitungselektronen
mafgebend sind. In diesem Sinne ist es ein einfaches Modell fiir den Magnetismus.

Zwecks einer genaueren Beschreibung kénnen Ising-(und Heisenberg-)-Modell auch
auf beliebige Wechselwirkungen zwischen den Spins verallgemeinert werden:

N N
1
T = D) Z Jijoio; — MBBiZIUi- (1.3)

ij=1

Beachte: Die Symmetrie des Heisenberg-Modells ist SU(2), wiahrend das Ising-Model
eine sogenante Zo-Symmetrie (up/down) hat. Die Spins des Ising-Modells kénnen als
klassische Zahlen (41/-1 fiir Spin up/down) behandelt werden, und der Hamilton-
Operator ist in dieser Basis direkt diagonal. D.h. wie bei einem Modell der klassischen
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statistischen Mechanik ist die Energie einfach eine Funktion der Spinkonfiguration,
ein quantenmechanischer Operator wird nicht wirklich benétigt. Es gibt keine fiir ein
quantenmechanisches Problem typische Dynamik in der Zeit mit einer Anderung der
Wellenfunktion. Statt Spins kann man sich auch vorstellen (und dies ist tatséchlich
auch eine Anwendung), dass das Ising-Modell zwei Sorten Atome A und B (up und
down) beschreibt, die an Gitterpldtzen fixiert sind. Das “Magnetfeld” B beschreibt
dann die energetisch unterschiedliche Bevorzugung (chemisches Potential) der beiden
Atomspezies und die Kopplungskosntante J > 0 (J < 0) die energetische Bevorzugung
(Benachteiligung) einer Clusterbildung. Aus diesen Griinden bezeichnet man das Ising-
Modell auch manchmal als Modell klassischer Spins, obwohl das Konzept eines Spins
natiirlich quantenmechanisch ist.

1.2 Wiederholung: Statistische Physik

In diesem Abschnitt stellen wir einige grundlegende Beziehungen der Statistischen Phy-
sik als Wiederholung kurz zusammen. Die quantenmechanische Zustandssumme 148t
sich berechnen als Spur

Z =Tr{e "} (1.4)
mit inverser Temperatur 3 = kBLT und Hamilton-Operator .#°. Ahnlich ergibt sich fiir
physikalischen Observablen O in der Quantenmechanik:

1
(0) = ETr{Oe*W }. (1.5)

In der klassischen Mechanik haben wir einen &hnlichen Ausdruck als Integration
iiber den Phasenraum mit orts- und impulsabhéngiger Energie E(x1,p;1...xxn, PN ):

1 f :
7 — Nl—h&N/dc}xl/d3p1“./ddl,N/d3pN€—5E(xl7p1--~$N:pN)7 (16)

wobei N die Anzahl der Teilchen und h die Plancksche Konstante ist. Entsprechend
gilt fiir die physikalische Observablen

1 1
(O) = 7 N3N /d3x1/d3plu~/d3$N/d3pN Oy, pr...xn, py)e PEELPL-NPN) - (1.7)

Hierbei lisst sich der Faktor h*" als Phasenvolumen quantenmechanischer Teilchen,
die hier klassisch behandelt werden, deuten. Der Faktor 1/N! beriicksichtigt die quan-
tenmechanische Ununterscheidbarkeit der Teilchen.

Analog kénnen wir die Zustandssumme des im letzten Abschnitt eingefiihrten Ising-
Modells fiir N Spins angeben:

Z=Y 0 ¥ e hamorn) (1.8)

o1==%1 on=%1
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Hierbei ist der Hamilton-Operator bzw. die Hamilton-Funktion, die fiir vorgegebene
Spin-Konfigutration {o;} die Energie angibt

f%sing = —JZ 0i0; — ,uBB ZO’i (19)
(i) i
Observablen O des Ising-Modells lassen sich demnach wie folgt berechnen:

1
= — e PN 75=yfising(a'l"'0'N)
(0) = 7 g E O(oy---on)e :

o1==%1 on==%1

Ein (naheliegendes) Beispiel einer Observablen ist z.B. die Magnetisierung
O(oy -+ 0on) = pB Y1y i

Aus der Zustandssumme lassen sich durch entsprechende Ableitungen alle thermo-
dynamischen Gréflen berechnen z.B. die freie Energie

F=—-kgTlnZ; (1.10)
die Innere Energie
iy T B@)e PO 5
E=({X)= >, e—BE@ 7
o5 o5 "o
oF
—F — Ta_T =F+TS,

wobei x die Quantenmechanischen Eigenfunktionen bzw. die klassischen Orts- und
Impulskoordinaten bezeichnet, und S die Entropie

S=—or (1.12)

die spezifische Warme

_O0F  OF OB (A2 — (H)? '
ST oporT - (T

(1.13)

die Magnetisierung (hier fiir das Ising-Modell):

19(InZ) M

M:,uB<ZU,~>:B 55 m:NﬂB. (1.14)
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Phaseniiberginge

Ein anderes wichtiges Konzept der statistischen Physik ist das der Phaseniibergénge.
Diese machen sich als Singularitdten in thermodynamischen Groflen bemerkbar.

Klassifikation nach Ehrenfest
1. Ordnung: 1. Ableitung von F' nicht kontinuierlich
2. Ordnung: 1. Ableitung von F' kontinuierlich;
2. Ableitung nicht kontinuierlich (moglicherweise divergent)

Observablen wie z.B. die Magnetisierung sind bei Phaseniibergéngen 1. Ordung konti-
nuierlich, nicht jedoch bei Phaseniibergéngen 2. Ordnung. Nach Ehrenfest spricht man
bei Divergenzen in hoheren (z.B. in der Nten) Ableitungen von F' auch von einem
entsprechenden Phaseniibergang Nter Ordung. In einer moderneneren Beschreibung
unterscheidet man jedoch nur noch diskontinuierliche (1. Ordung) und kontinuierliche
(2. Ordnung bzw. hoherer Ordnung).

Beachte: Fiir ein endliches System gibt es keine Phaseniiberginge. Beispielsweise
haben wir fiir ein Ising-Modell mit endlich vielen Gitterplatzen N die Zustandssumme

Z = S P Hsing(o10N) 1.15
)RS (1.15)

o1==*1 on==*1

Dies ist eine (endliche) Summe von N Exponentialfunktionen und daher eine analy-
tische (oco-oft ableitbare) Funktion. Daher ist die Analyse von Phaseniibergéingen mit
numerischen Methoden fiir endliche Systeme besonders schwierig. Sprich, ein finite size
scaling d.h. die (numerische) Untersuchung des Grenzwerts N — oo ist essentiell und
muss sorgfiltig durchgefiihrt werden.

In der Ndhe von Phaseniibergiingen folgen physikalische Obervable universellen
GesetzméBigkeiten die durch kritische Exponenten charakterisiert werden:

Magnetisierung m = mge®

Suszeptibilitét X = Xo€ ! T

Spezifische Warme C=Coe™ He= ’1 - — (1.16)
Korrelationsldnge & =& L.

Magnetisierung bei T, m B3

Universalitdt bedeutet dabei, dass die Exponenten nicht vom zugrundeliegenden Modell
abhéngen sondern nur von der Dimension und von der Symmetrie des Ordnungspara-
meters.! Das bedeutet z.B. dass die kritischen Exponenten (nicht aber die kritische
Temperatur) des Ising-Modells auf dem zweidimensionalen Quadrat- und Dreiecks-
Gitter gleich sind, aber unterschiedlich von denen eines dreidimensionalen kubischen
Gitters. Auflerdem haben Ising- und Heisenberg-Modell eine unterschiedliche Symme-
trie fir den (magnetischen) Ordnungsparameter, Z, vs. SU(2), und damit unterschied-
liche kritische Exponenten.

!Der Ordnungsparameter ist die charakteristische physikalische Grosse fiir den Phaseniibergang,
die vor dem iibergang Null ist und danach sprunghaft (1. Ordnung) oder mit kritischen Exponenten
stark ansteigt (2. Ordnung). Fiir den ferromagentischen Phaseniibergang ist dies beispielsweise die
Magnetisierung.
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1.3 Monte-Carlo-Integration

Wir wollen uns nun dem Monte-Carlo-Verfahren als allgeinem Verfahren zur Losung
von Integralen (oder Summen) zuwenden. Solche Integrale oder Summen treten bei-
spielsweise — aber natiirlich nicht nur — in der Statistischen Physik auf (s. letzter Ab-
schnitt). Das generische Problem ist dabei das Integral I einer Funktion f(Z) iiber das
d dimensionale Volumen V:

I= /ddxf(:i’); V CRY. (1.17)
\4

Deterministische Verfahren

Die bislang in der Vorlesung behandelten Verfahren sind deterministisch, d.h. verwen-
den ein fixes Raster an Stiitzstellen Z5; z.B. bei den Newton-Cotes-Regeln ein homogenes
(und isotropes) Gitter mit Abstand A (hier fiir d Dimensionen):

Tz =hii  (AeZ% (1.18)

Das Integral 148t sich durch eine diskrete Summe approximieren (numerische Integra-
tion):
I~h" )" f(iz) (1.19)
FaEV
Fiir hochdimensionale Integrale, wie sie in der statistischen Physik auftauchen, ist
die Anwendung dieser deterministischen Verfahren aber problematisch. Der Fehler AT
ist je nach Grad der Newton-Cotes-Regel proportional zu h® (z.B. h? bei der Trapez
Regel). Der Aufwand ¢, der zur Berechnung des Integrals notwendig ist, d.h. die Anzahl
der benétigten Rechenoperationen bzw. die Rechenzeit skaliert andererseits proportio-
nal zur Anzahl der berechneten Funktionswerte f(Z) bzw. proportional zur Anzahl der
Stiitzstellen. Fiir ein d-dimensionales Volumen ergibt sich :

Vv _
g och d (1.20)
Dies kann man umrechnen in den Fehler, den man nach der Rechenzeit ¢ erhélt:
AT < h¥ ot~ (1.21)

Fiir grofle Dimensionen d bedeutet dies, dass der Fehler extrem langsam abnimmt und
daher extrem lange Rechenzeiten benotigt werden. Betrachten wir beispielsweise die
Trapez-Regel mit s = 2 und d = 200, so muss man, um den Fehler zu halbieren die
Rechenzeit um den Faktor

21/s — 9100 5 10% (1.22)
erhohen. D.h. in der Praxis lassen sich keine hochdimensionalen Integrale berechnen.
Solche hochdimensionalen Integrale tauchen in der statistischen Physik jedoch typi-
scherweise auf. Wollen wir beispielsweise die Zustandssumme (1.6) fir 33 Teilchen
berechnen, so erfordern die (pro Teilchen) drei Impuls- und Orts-Koordinaten also ein
d = 33 x 6 = 198 dimensionales Integral.
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Alternative: Stochastische Verfahren

(i) Monte-Carlo-Integration (MC) ohne Gewichtung (simple Monte Carlo)
Alternativ kénnen wir das Integral einfach dadurch berechnen, indem wir die Funktion
an N zufdlligen Punkten berechnen und aufaddieren:

N
1 —
Hierbei sollen alle Punkte & zunéchst die gleiche Wahrscheinlichkeit

p(@) = = (1.24)

haben und zufillig gewahlt werden. Auf dem Computer miissen wir hierzu einen
Zufallszahlen-Generatoren benutzen, um die Konfigurationen ¥; auszuwiirfeln.
Der Zentrale Grenzwertsatz besagt nun, dass

Iy V=01 (1.25)
wobei der Fehler durch die Standardabweichung o der Funktion f im Volumen V
gegeben ist:
0f N—oo

Aly = —= 0. 1.26
N \/N - ( )

Ubersetzten wir dies in die Rechenzeitabhéngigkeit des Fehlers, so ergibt sich:
Aly ~t72. (1.27)

D.h. ab d > 5 konvergiert die Monte-Carlo-Integration schneller als die Trapez-Regel
mit Al o< t7°/2. Nehmen wir wiederum das 200-dimensionale Integral als Beispiel,
so ergibt sich, dass man den Fehler halbieren kann bei einer lediglich 4-fach léngeren
Rechenzeit (statt einer 10%°-fach lingeren Rechenzeit der Trapez-Regel).

Ein einfaches — wenn auch lediglich zweidimensionales — Beipiel ist die Berechnung
der Zahl 7:

7T/4:I:/01dx/01dy9(1—x2—y2) (1.28)

Dieses Integral kann man einfach am Strand mit Hilfe der Monte-Carlo-Interation
gemif Glg. (1.23) berechnen: Man markiert einen Viertelkreis in einem Rechteck, wirft
Steinchen ins Rechteck und zéhlt den Anteil der Steinchen, die im Viertelkreis landen
(d.h. 6-Funktion 0(1 — 22 — 3?) = 1); s. Abbildung 1.1.

(ii) Monte Carlo mit Gewichtung (,importance sampling*)

Problem: Oft ist die Standardabweichung o groB. Inbesondere bei Anwen-
dungen aus der Statistischen Physik mit einem exponentiellen Boltzmann-Faktor
exp{—FE(x)}/Z variiert die zu Integrierende Funktion f(z) = O(z)exp{—FE(z)}/Z
typischerweise um mehrere Gréflenordnungen.
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Abbildung 1.1: Berechnung von m am Strand — eine beliebte Urlaubsbeschéftigung.

Idee: Um dieses Problem zu beseitigen, konzentriert man die erzeugten ¥; auf die
Regionen, in denen f besonders gross ist. Diese Regionen miissen besonders genau
erfasst werden, da sie fiir das Integral besonders wichtig sind (,,importance sampling*).
In Regionen mit sehr kleinem f braucht man dagegen pro Volumen weniger Punkte z;.

Mathematisch separiert man f(#) = p(Z) o(Z) in zwei Anteile: eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung p(Z) > 0 mit [, d*a p(Z) = 1 und eine Observable o(Z):

I = / i3 f(7) = / d'z p(7)o(7) (1.29)

v v
| XN
~ W Z o(Z;); @; Zufallskonfigurationen nach p(Z) (1.30)

=1

Die Punkte Z; werden jetzt geméf der Wahrscheinlichkeitsverteilung p(#) generiert. Ty-
pisches Beispiel einer Wahrscheinlichkeitsverteilung ist natiirlich der Boltzmann-Faktor
exp{—FE(x)}/Z, aber man kann auch andere Funktionen wéhlen z.B. die violette Py,
Kurve in der Abbildung 1.2 zur Veranschaulichung des ,importance sampling*.

Der Vorteil ist, dass sich der Fehler jetzt aus der Standardabweichung der Observa-
blen o(¥) ergibt, die um GréBenordnungen kleiner sein kann als die Standardabweichung
von f

Aly = o it o, < oy () fiir eine geschickte Wahl von o(Z), p(¥) (1.31)

Vi

(iii) Markov-Kette, Metropolis-Algorithmus

Es verbleibt das Problem, zufillige Konfigurationen (Punkte) #; geméf einer vor-
gegebenen Wahrscheinlichkeitsverteilung p(#) zu generieren. Man kann beispielsweise
eine sogenannte Markov-Kette an Punkten xq,xs, ..., z, generieren (hier und im Fol-
genden werden wir iibersichtshalber die Vektor-Pfeile unterdriicken).
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' ¢

F;auf:()")

/ ﬁ.om(d

r

X

A

Abbildung 1.2: Statt wie beim einfachen Monte-Carlo die Punkte zur Berechnung des
Integrals homogen im gesamt Volumen (Pon) auszuwiirfeln ist es effektiver, haufiger
Punkte in Bereichen mit grofem (wichtigem) Funktionswert f zu berechnen (,,import-
ance sampling*) beispielsweise mit dem P, der Skizze.

Definition Markov-Kette: Jede Konfiguration z,, hdngt nur vom Vorgénger in
der Kette x,,_1 ab; d.h es ist kein Gedéchtnis dlterer Konfigurationen vorhanden.

Bezeichnen wir mit W (2'|z) die Wahrscheinlichkeit z,, = 2’ als ntes Element der
Kette zu erhalten, falls der Vorgénger =,y = z war. Dann gilt die folgende Master-
Gleichung fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung p,(x) der Konfigurationen in Schritt
n, wenn im Vorgénger-Schritt n — 1 die Verteilung p,,_1(z) vorlag:

Pn(®) = pn-1( XW |2 ) pp—1( EW "|2)pn_1(x). (1.32)

Eine hinreichendes (aber nicht notwendiges) Kriterium fiir die Stationaritét von
pn(z) (d.h. einer sich mit n — n + 1 nicht mehr &ndernden Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung p,(z) — peg()) ist die ,,detailed balance® (detailliertes Gleichgewicht):

W (2]t )peg(a’) = W(2/[2)pegle) Va,a. (1.33)

In diesem Fall heben sich die beiden Integrale/Summen in Glg. (1.32) fiir jedes 2’
einzeln auf. Notwendig wére aber nur, dass sich die Summen /integral {iber x’ fiir jedes
x der linken Seite aufheben.

Markov-Ketten Monte-Carlo Algorithmus

Wir konstruieren eine Markov-Kette d.h. entsprechende Ubergangswahrscheinlich-
keiten W (z'|z) mit (i) stationdrem p(x) (aufgrund der ,,detailed balance*) und (ii)
Ergodizitit (d.h. alle Konfigurationen kénnen von jedem Startpunkt durch eine end-



14 KAPITEL 1. MONTE-CARLO-SIMULATIONEN

liche Anzahl Ubergiinge erreicht werden). In diesem Fall folgen die erzeugten Konfigu-
rationen z, (fiir n groff genug) der stationdren (Gleichgewichts-) Wahrscheinlichkeits-
verteilung pe,(x) aus Glg. (1.33).

Hierbei muss n grofy genug sein, denn p,, muss erst gegen p,, konvergieren. Die ersten
Konfigurationen hidngen noch stark von der anfangs gewahlten Wahrscheinlichkeitsver-
teilung p; ab, die oftmals eine §-Funktion ist. Sprich, wir geben ein ganz bestimmtes
x7 fix vor.

Der Metropolis-Algorithmus

Peg(7')

Deqg(T)

ist eine mogliche Wahl fiir W(z'[z) um die ,detailed balance® zu erfiillen. Das
Metropolis-Verfahren hat die grofit-moglichen Ubergangsraten W (z2'|z). Eine alterna-
tive ist das ,heat bath® (Wdirme-Bad- Verfahren) mit

W (2'|z) = min{1,r}; mit r =

(1.34)

Peg(2')
Peq(T) .

W(2'|z) =r/(1+7r); mitr = (1.35)

In der Statistischen Physik nimmt man typischerweise das Boltzmann-Gewicht pe,(x) =

e PE@ /7 Da nur Quotienten ZZ‘Z—((Z/)) eingehen, hebt sich die Zustandssumme Z auf,

muss also nicht explizit berechnet werden.
Wir wollen jetzt den Algorithmus fiir die Monte-Carlo-Integration mit ,,importance
sampling® kurz vorstellen:

Algorithmus:

0. Initialisiere (wéhle) Konfiguration x

1. Wihle neue Konfiguration z’

2. Berechne Energiedifferenz AE = E(z') — E(z) und r = e #AF
3. Erzeuge Zufallszahl rand € [0, 1)

4. Wenn rand <= min(1,r) akzeptiere neue Konfiguration =z = 2/,
sonst lasse x unveréndert.

5. Nach einigen ,,runs“ (Durchliufen)?, berechne Observablen

6. Solange noch nicht genug ,,runs“ gehe zu Schritt 1.)

2Wie oben erwiihnt héingen die ersten Konfigurationen von der Wahl der Ausgangs-Konfiguration
in Schritt 0.) ab (p, = peq erst nach einigen Schritten n). Typischerweise werden die ersten 1%-10%
,runs“ deshalb verworfen. Man spricht von ,,warm-up runs“ im Unterschied zu den spiteren Mess
,runs® fiir die Messung der Observablen mit Konfigurationen gem$ Deq ().
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Bemerkungen:

(i) Im kontinuierlichem Fall (z.B. klassische Statistische Physik) ist eine mogliche Wahl
fiir die neue Konfiguration 2/ = x+ (rand’ — 0.5) X stepsize (in d Dimensionen: dhnliche
Zufallinderung in allen d Richtungen).

(ii) Zustandssumme Z und freie Energie lasssen sich auf diese Weise nicht messen.

1.4 Physik des Ising-Modells

~Mean-field*“ Losung

Bei der ,,mean-field“ (MF) oder auf Deutsch Molekularfeld-Approximation werden Kor-
relationen zwischen den Gitterplédtzen vernachléssigt. D.h. die Abweichung der Spin-
Konfiguration von ihrem Mittelwert (o;) auf Gitterplatz i ist unabhéngig von der Ab-
weichung auf Gitterplatz j:

(01 = (o)) (05 — (0;))) = 0 (1.36)

Diese Gleichung kann man auch schreiben als (eine dhnliche Beziehung erhélt man in
der Hartree-Approximation fiir die Elektronendichten):

(0i05) "H (0,){0). (1.37)

Fiir ein homogenes System ist der Mittelwert auf allen Gitterpldtzen gleich d.h.
(0;) = (0j) = (0) = m. Ubertragen auf den Hamilton-Operator bedeutet die MF-
Naherung folgende Vereinfachung (up = 1)

L 1Y 60, - BY o,
(ig) '
%%F:—Jzai Z <0>_BZU" (1.38)

J
7 NN. of ¢

—(B+qJ(o Zal

Beff

D.h. 2 hat bei Anwendung von Glg. (1.37) den gleichen Energie-Erwartungswert wie
Hur; q ist hierbei die Koordinationszahl (# néchster Nachbarn). Beachte: 7, r
héngt von dem Spinerwartungswert (o) ab, der mit Hilfe von J#r selbstkonsistent
berechnet werden muss:

_ Z gebo(Btal(@) / Z ePo(B+aJ(o)) (1.39)

o==+1 o==+1
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Statt dieser Gleichung kénnen wir auch zunéchst die Zustandssumme

T <0216Xp <UiB ;Z;@)) (1.40)

N
= <2 cosh B%;(@)

berechnen. Deren Ableitung nach B liefert die Magnetisierung d.h.

M 1921 B+ q¢J{o)

el — tanh
= (0) = tan T

=N 535N (1.41)

wie in Glg. (1.39). Abbildung 1.3 veranschaulicht die graphische Losung dieser Glei-
chung. Fiir kgT,. < qJ ergeben sich Losungen mit endlicher Magnetisierung.

MA
M (0"‘ /z{ ) / L
M1
M fr':?;) “fr 77
LUy _\ .

Glc=0"-a) 1 7%

Abbildung 1.3: Links: Graphische ,mean-field“ Losung. Rechts: Magnetisierung als
Funktion der Temperatur.

Beachte: In unendlichen Dimensionen d.h. fiir d — oo oder fiir ¢ — oo wird die
,mean-field* Losung exakt. Dies ldsst sich mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes
zeigen. Dieser besagt, das Korrekturen zur mittleren Magnetisierung auf den ¢ Nach-
bargitterplitzen wie 1/,/¢ abnehmen. Daher kann fiir ¢ — oo die Spinkonfiguration
auf allen Nachbargitterplatzen durch das Mittel M ersetzt werden.

L6sung in d=1

In einer Dimension hat bereits Ernst Ising das nach ihm benannte Modell gelést. Durch
eine einfache Variablentransformation ist dies moglich. Betrachten wir offene Randbe-
dingungen (kein Magnetfeld) so haben wir:

= —JZ 0;0;4+1 = _JZOZ 105
2550 ) S

o1=x109=%1 on=%1

(1.42)
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Der Trick ist nun, neue Variblen {s;} einzufiihren, die wie folgt definiert sind:

$1 = 01; S; = 0,041 fiir i > 2 (1.43)
= 0; = HS]‘ = 0410 = Si+1 (144)
j=1

In den neuen Variablen {s;} nimmt der Hamilton-Operator die einfache Form

N

Ho==T> s (1.45)

=2

an. D.h. in den s; ist jeder Gitterplatz unabédngig und damit ldsst sich die Zustands-
summe einfach berechnen als

Z= (XN e (3 e (3 et
s1=%1  sg==%1 s3==+1 sy=%1 (146)
— 2(2cosh(BJ))" " = 2V[cosh (1)) V!

Aus der Ableitung der Zustandssumme lassen sich nun alle thermodynamischen Grofien
bestimmen wie z.B. die Energie

B(8) = —8?62 — (N — 1)Jtanh(3J)
; (1.47)
E(T) = —(N — 1)J tanh (kB—T>

Fiir 0 < T < oo ist die Energie damit eine analytische Funktion und oco-oft differenzier-
bar. Daraus folgt direkt: Es gibt es keinen Phaseniibergang bei endlicher Temperatur.

Ahnlich (mit Hilfe sogenannter Bindungstransfer-Matrizen) lisst sich auch der Fall
periodischer Randbedingungen und einem Magnetfeld behandeln. Tatséchlich gibt es
bei T' = 0 einen Ubergang zu einem vollstéindig polarisierten (m = 41) Grundzustand.
Aufgrund dieser Uberlegungen haben Ising and Lenz das Modell als irrelevant fiir den
Ferromagnetismus verworfen.

2d Quadratgitter

Wie bereits in Abschnitt 1.1 erwéhnt 16ste Onsager 1944 das zweidimensionale Ising-
Modell exakt; d.h. er berechnete die Zustandssumme und die spezifische Wéarme des
Ising-Modells auf dem Quadratgitter. Der Losungsweg besteht aus einer Kombination
von Hoch- und Tieftemperatur-Entwicklung [3] und benutzt, dass das duale (rezipro-
ke) Gitter des Quadratgitters wieder das Quadratgitter ist. Der etwas kompliziertere
Losungsweg soll hier nicht behandelt werden, wir fassen aber die wichtigsten Ergebnisse
zusammen:
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Fiir die kritische Temperatur ergibt sich

J 1 1
T = 2 arcsinh(1) = In(v2+1) ~ 0.4407 (1.48)
bzw.
J
T, ~ 2.2692-— . (1.49)
kp

Die kritischen Exponenten lauten:
1 7
oz:O,Vzl,ﬁ:§,v:Z,(5:15. (1.50)

Beachte, im Gegensatz zum Ising-Modell kann das Heisenberg-Modell nur in einer
Dimension exakt gelost werden.

1.5 Monte-Carlo-Simulation des Ising-Modells

Randbedingungen

Wenn wir das Ising-Modell (1.1) auf einem endlichen Gitter mit Hilfe des Monte-Carlo-
Verfahrens simulieren wollen, miissen wir Randbedingungen wéhlen. Im Folgenden sol-
len einige Randbedingungen kurz vorgestellt werden.

1. Konventionelle Wahl: Periodische Randbedingungen
= alle Gitterplétze dquivalent

2. Anderes Extrem: offene Randbedingungen
= innere Gitterplitze und Oberflichen Gitterplatze
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4. Antiperiodische Randbedingungen: entgegengesetztes Vorzeichen der Wechselwir-

kung entlang (einiger) Rénder
= ungerade Anzahl an Domain-Wéanden

5. Fixierte oder ,,mean-field“ Randbedingungen:
Randplétze koppeln an externes Feld
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Die verschiedenen Moglichkeiten kénnen auch kombiniert/gemischt werden . . .
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Algorithmus

Fiir die Monte-Carlo-Integration bzw. -Simulation des Ising-Modells ergibt sich ein
dghnlicher Algorithmus wie fiir die allgemeine Monte-Carlo-Integration auf S. 14. Der
Hauptunterschied besteht darin, dass wir es nun mit diskreten Varibablen (Spins +1)
zu tun haben. Der Algorithmus ist besonders effizient, wenn sich die Konfigurationen
2/ and z nur um einen einzigen Spin (auf Gitterplatz i) unterscheiden (,,single-spin-
flip“ Algorithmus). In diesem Fall ist die Berechnung von r = p.,(2’)/pes(x) besonderes
einfach und schnell, da lediglich Gitterplatz ¢+ und seine Nachbarn betrachtet werden
miissen. Der Algorithmus ist damit wie folgt:

0. Wahle Anfangs-Spin-Konfiguration x = {o;}

1. Wahle Gitterplatz ¢, 2’ ist ident mit x aufler dem
entgegengesetzten Spin auf i: 0; — —o;

2. Berechne AE = FE,, — E,
3. Markov-Schritt:

e Erzeuge Zufallszahl rand € [0, 1)

_AB
— wenn rand < r = e *s7: flippe Spin (0; — —o;) d.h. x = 2/

— sonst: behalte x bei

4. Nach den ,warm-up sweeps“ messe Observablen (nach jedem ,Mess-sweep
nicht nach jedem , single-spin-flip“)?

Nsum+ = 1
Meym+ = Mo}
Egum+ = E(op (1.51)

5. genug ,,sweeps‘?

e ja: Berechne Mittelwerte und ggf. Fehler

e nein: zurlick zu Schritt 1.

3Als einen ,sweep“ bezeichnet man N ( = Anzahl der Gitterplitze) versuchte Spin-Flips. Erst
nach einem ,sweep“ ist eine weitestgehend unabhiingige neue Konfiguration erzeugt worden (man
kann auch eine genauere Analyse mit Hilfe der Autokorrelationszeit durchfithren). Daher bietet es
sich an die Rechenoperation zur Berechnung der Observablen, die erhebliche Computer-Zeit kosten,
erst nach einem , sweep“ durchzufiihren.
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Kritische Temperaturen

Die folgende Tabelle fasst die kritischen Temperaturen des ferromagnetischen Ising-
Modells mit néchst-Nachbar-Wechselwirkung zusammen. Die meisten Werte stammen
aus [4].

Beachte:
e Es gibt Phaseniibergénge fiir alle Gitter mit d > 1.

q—0o0 .. .
o . — g—g wie in der ,mean field“ Losung.

dim lattice q % %
1 chain/ring | 2 0 0
2 | honeycomb | 3 | ~1.52 | ~0.5
square 4 2.269 0.57
triangular | 6 | ~3.64 | ~0.61
3 diamond 4 | ~2.704 | ~0.68
cubic 6 | ~4.512 | ~0.75
bcee 8 | ~6.35 | ~0.79
fce 12 | ~9.79 | ~0.82
4 | hypercubic | 8 | ~6.68 | ~0.84
00 “ 00 00 1.0

Kritische Exponenten

Im Folgenden wollen wir auch kurz die kritischen Exponenten des Ising-Modells in drei
Dimensionen angeben (aus [5]).

a = 0.110(1); 8 = 0.3265(3); v = 1.2372(5);

d =4.789(2); v =0.6301(4); n = 0.0364(5);
Zum Vergleich: in der ,mean field“-Approximation haben wir : a = 0,8 = %,'y =
Ly = % Diese ,,mean field“-Exponenten gelten auch allgemein fiir d > 4. Nochmals
zur Widerholung in d = 2: v = 1,8 = %,7 = ;1,6 = 15 und a = 0 (logarithmische
Divergenz).

1.6 ,,Finite-size scaling*
Ziel des ,finite-size scaling” ist es, die kritische Temperatur und auch das kritische

Verhalten also insbesondere die kritischen Exponenten aus den numerischen Simula-
tionen endlicher Gitter zu bestimmen, d.h. die Extrapolation zum thermodynamischen
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Limes N — oo. Die besondere Schwierigkeit besteht darin, das singulidre Verhalten am
Phaseniibergang fiir N — oo aus dem nicht singuldren Verhalten bei endlichem N zu
gewinnen.

Um die kritischen Exponenten genau zu berechnen, muss man sich eines grund-
legendes Konzepts der Theoretischen Physik bedienen, das mit den Namen Renor-
mierungsgruppentheorie, Skaleninvarianz und Universalitdt verkniipft ist. Dieses geht
insbesondere auf Wilson zuriick, dessen Arbeiten [6] zu einem wesentlich besserem
Verstandnis von Phaseniibergéngen fiihrten und mit dem Nobelpreis fiir Physik ausge-
zeichnet wurden. Wir konnen diese Konzepte hier nur kurz anreiflen, aber nicht wirklich
herleiten und verweisen auf weiterfithrende Literatur z.B. [7]. Dieses Kapitel ist nicht
priifungsrelevant fiir EDV2 und wird in einer extra Vorlesung behandelt.

1.6.1 Renormierungsgruppe, Skaleninvarianz und Universa-
litat

Bei der Renormierungsgruppentheorie betrachtet man einen Hamilton-Operator

wie z.B. das Ising-Modell auf N = L x L Gitterplatzen

HN(]) =T oi0; (1.52)
(i)

und untersucht die (wiederholte) Abbildung (Gruppentransformation) auf einen neuen
Hamilton-Operator mit weniger Freiheitsgraden z.B. auf N/4 = L/2 x L/2 Gitter-

pléatzen.
N—N/4

AN () =T VAT AN (1.53)
Man kann sich dies z.B. so vorstellen, dass man einen Block von 4 Spins durch einen
einzigen neuen Spin im Modell mit weniger Gitterplatzen ersetzt. Im Allgemeinen wird
der Hamilton-Operator mit weniger Freiheitsgraden komplizierter (nicht nur J; nicht
nur Spin up/down) sein miissen, um zumindest die Niederenergiephysik korrekt zu be-
schreiben. In der Niahe von Phaseniibergédngen sind aber oftmals nur ganz bestimmte
Wechselwirkungen fiir das kritische/singulére Verhalten relevant (z.B. die ferromagne-
tische Kopplung). Durch die Verkleinerung des Systems dndert sich diese Kopplung,
was man durch eine Differentialgleichung fiir J beschreiben kann, die typischerweise in
folgender Form geschrieben wird:

N/4—N/16
—

dJ
dinN

wobei die Skalierungsfunktion () von der Art des betrachteten Problems abhéngt.
Im thermodynamischen Limes mit oo-vielen Renormierungsschritten wird J immer
mehr ab- oder zunehmen und gegen einen sogenannten Fixpunkt J — Jg, konvergie-
ren. Gegen welchen Fixpunkt wir konvergieren, hingt vom Startwert, also dem J des
untersuchten Ising-Modells, ab. Im Ising-Modell gibt es die folgenden Fixpunkte (man
beachte, die neben J einzig andere Energieskala ist die Temperatur, die wir o.b.d.A.
T = 1 setzten konnen, da die Physik nur von J/T" abhéngt):

= B(J) (1.54)
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e Ji, = 0: paramagnetische Phase; die Spins sind unabhéngig, es gibt nur ther-
mische Fluktuationen. Ising-Modelle deren J gegen Js, = 0 konvergieren zeigen
zwar auf kleineren Léngenskalen Spin-Korrelationen aufgrund J > 0. Auf grofie-
ren Langenskalen nimmt das effektive J aber immer mehr ab und konvergiert
gegen Jg = 0. Das bedeutet, dass groflere Blocke an Spins untereinander nicht
mehr korreliert sind (mit Js, = 0 wechselwirken).

o Ji, = oo: ferromagnetische Phase; die Spins sind parallel ausgerichtet.

o Jix = Jeritical:
VJ > Jaitical Nimmt J immer weiter zu und konvergiert gegen Jg = 00 ;
VJ < Jeitical DNimmt J immer weiter ab und konvergiert gegen Jgs, = 0.
Daneben gibt es genau einen Punkt Jica fiir den J weder zu- noch abnimmt,
fiir dieses Juiticar befindet sich das Ising-Modell am Phaseniibergang zwischen
paramagnetischer und ferromagnetischer Phase.

Skaleninvarianz: Aus den obigen Uberlegungen schen wir, dass das Ising-Modell
fiir die kritische Kopplungsstéirke Jeiticar Skaleninvariant ist. Die Kopplung zwischen
sehr grofien Spin-Bloécken auf groflen Langenskalen (nach einigen Renormierungsschrit-
ten) ist die gleiche wie die zwischen den urspriinglichen Spins auf kleinen Léngenskalen
namlich Jg,. D.h. das physikalische Verhalten z.B. die Spin-Spin-Korrelationsfunktion

(0i0j) (1.55)

ist auf kleinen und grofien Langen-Skalen gleich. Ein bekanntes skaleninvariantes Ob-
jekt ist ein Fraktal, das auf allen Langenskalen gleich aussieht. Das gleiche gilt fiir die
Korrelationsfunktion des Ising-Modells am Fixpunkt.

Gehen wir nun vom Fixpunkt (kritischen Punkt) zu seiner unmittelbarer Néhe, so
kann die Korrelationsfunktion durch eine Korrelationslange ¢ beschrieben werden

(0,0;) ~ e lI7IVE, (1.56)

Die Korrelationslinge divergiert am kritischen Punkt £ T ertcal

Universalitidt bedeutet wiederum, dass viele Modelle in der Nédhe des kritischen
Punktes das gleiche kritische Verhalten insbesondere die gleichen kritischen Exponen-
ten haben (auch ist das Verhalten der [-Funktion, Glg. (1.54) in der Nihe des ent-
sprechenden Jiical gleich). Es wird allgemein davon ausgegangen (alle bislang gewon-
nenen Ergebnisse sprechen dafiir), dass alle Modelle mit der gleichen Symmetrie des
Ordnungsparameters und in der gleichen Dimension die gleichen kritischen Exponenten
haben.

Die Hypothese fiir das singulédre Verhalten der Freien Energie an einem Pha-
seniibergang 2. Ordnung ist nun, dass dieses nur von der Korrelationslinge & und nicht
mehr von mikroskopischen Léngen Ly des Modells wie z.B. der Gitterdistanz, auf der
die Wechselwirkung J wirkt, abhéngt (nach ein paar Renormierungsgruppenschritten
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liegt diese Information nicht mehr vor). Die numerischen Ergebnisse fiir ein hyperku-
bisches Gitter mit N = L9 Pliitzen (d = 2 fiir Quadratgitter) hiingen daher nur vom
Verhéltnis Gesamtgrofe(ldnge) des untersuchten Modells zur Korrelationslénge, %, ab.
Die Korrelationslange ¢ hiangt wiederum fiir fixes J von T" ab (Hier und im Folgenden
setzten wir J = 1 statt wie oben 7" = 1. Beides ist moglich, da nur das Verhéltnis 7'/.J
relevant ist.). Auf Basis von Wilsons Renormierungsgruppentheorie kénnen wir daher
davon ausgehen, dass in fithrender Ordnung in 1/L der singuldre (“s”) Teil der Freien
Energie nur von L/{(T) abhéngt:

f(s)(LT) — %F(S)(L,T) ~ %\f(%), mit
(1.57)

1) = ot e=[1- -

Letztere Gleichung beschreibt die Divergenz der Korrelationsldnge am Phaseniibergang
mit kritischem Exponenten v. Dies erlaubt die Umformung der dimensionslosen Lénge:

L
E =&l . (1.58)
Wenn wir die mikroskopische Lingenskala L einfiihren, ergibt sich hieraus direkt:
1 1
(Eé) v €(£) z (1.59)
§ Lo Ly

Alle Exponenten und die Abhéngigkeit ¥ von L/¢ bzw. von e(L/Lo)v sind uni-
versell, d.h. hdngen nur von Dimension und Symmetrie des Ordnungsparameters ab.
Ableitungen der freien Energie bzw. von U erlauben es nun, auch entsprechende Ska-
lierungsgleichungen fiir die Observablen zu bestimmen (mit Ly = 1):

_B
v

m(L,T) = rm(eL?)L
Y(L,T) = ¥(eLv)L* (1.60)
C(L,T) = C(eLv)L*

Hierbei treten die kritischen Exponenten aus Glg. (1.16) auf. Mit Hilfe von Renormie-

rungsgruppenmethoden lassen sich auch Beziehungen zwischen den kritischen Expo-
nenten herleiten:

a + 20 + v = 2 Rushbrooke v = (6 — 1) Widom
dv=2—-a« Josephson v = v(2 —n) Fisher

Beachte:

1. Die Skalengesetze gelten nur asymptotisch fiir e — 0 und B — 0.
In der Praxis konnen Korrekturen bei endlichem € sehr signifikant sein.

2. Im allgemeinen gibt es auch noch einen weiteren, reguldren Anteil der Freien
Energie, der aber am Phaseniibergang nicht divergiert.
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1.6.2 Anwendung der Skalierung fiir das ,,finite-size scaling*

Eine praktische Anwendung der Skalengesetze (1.60) besteht darin, sich diese fiir das
,finite-size scaling® zunutze zu machen. Definieren wir

(e = eL?) = m(L, T(z, L))L7 | (1.61)

wobei m(L, T'(x, L)) die bei L und T = (e+1)T, = (x/Lv +1)T, gemessene (simulierte)
Magnetisierung ist. Dieses my(x) konvergiert fiir L — oo gegen die universelle Kurve
m(z) (wir haben lediglich Glg. (1.60) umgeschrieben)

Llim mr(z) = m(x) (1.62)
D.h. fiir L grofl genug kollabieren alle Kurven 7 (x) auf eine einzige universelle Kurve
m(z). Ein solches Kollabieren von experimentellen oder am Computer berechneten
Kurven macht man sich oftmals beim Untersuchen bzw. beim Nachweis von universel-
lem Verhalten zu nutze.

Das Problem dabei ist, dass fiir eine solche Untersuchung e also 7. (was nicht
universell ist) bereits bekannt sein muss. Auch die Exponenten [ sind oftmals nicht
oder nicht genau bekannt. Die Losung dieses Problems ist es nun, Observablen zu
bilden, die mit L nicht renormiert werden. Mit

(M?) (ITflL‘%f und (M) o (LZL~7)* (1.63)
M=L%m
wird der Quotient
éj\%ﬁ o (L0 )22 = [ (1.64)
nicht renormiert. Wir kénnen diesen Quotienten oder die Binder Kumulante
Uy=1- 322—22 (1.65)

bilden und Uy(T) fiir verschiedene L plotten. Diese Kurven kreuzen sich asymptotisch
(d.h. fiir L — o0) bei T' = T.. Das asymptotische Verhalten ist

% fur T < T,
U, =2 U ~061 fir T=T, (1.66)
0 fir T > T,

Dies erlaubt eine genaue Bestimmung der kritischen Temperatur, s. Abbildung 1.4.
Sobald T, bekannt ist, lassen sich die kritischen Exponenten bestimmen. Nach den
Skalengesetzen (1.60) ist die Magnetisierung fiir ' = T, gegeben durch

m(L,T,) = m(0)L%. (1.67)
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Binder's cumulant (10° sweeps)
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Abbildung 1.4: Binder-Kumulaten vs. Temperatur. Die Kurven fiir verschiedene Sy-
stemgrofen kreuzen sich bei der kritischen Temperatur 7T..

Das bedeutet
logm(L,T.) ~ —g log(L) (1.68)

und der Quotient /v folgt durch einen einfachen (doppelt) logarithmischen Plot s.
Abbildung 1.5.
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Abbildung 1.5: Berechnung des kritischen Exponenten ( bzw. (/v (beachte —(3 =
—B/v = —3, da v =1 fiir das 2D Ising-Modell.)
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